ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ â.

úÁÄÁÞÉ

1. íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ

úÁÄÁÞÁ 1. äÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v Ó ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÔÉÐÁ ÆÏËÕÓ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË). îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ L_vu = 0.

úÁÄÁÞÁ 2. äÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v: _x = y; _y = x:

îÁ ÐÒÑÍÏÊ x = 1 ÚÁÄÁÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ.

Á) ëÁËÏÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ u|_{x=1}, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ?

Â) åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ? úÁÄÁÞÁ 3. äÁÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ:

u_t + uu_x = 0: (∗)

Á) îÁÊÔÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ îØÀÔÏÎÁ @^2’ @t^2 = 0 ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë (∗) Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ’(t) | ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÃÙ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, Á u(t; x) | ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÃÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Œ ÍÏÍÅÎÔ t Œ ÔÏÞËÅ x ÐÒÑÍÏÊ. 173 úÁÄÁÞÁ 4. Á) éÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅ- ÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ( @f @x )_2 + ( @f @y )_2 = 1 Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ f|_{y=x}2 = 0 Œ ÏÂÌÁÓÔÑÈ y ⩾ x^2 É y ⩽ x^2.

Â) îÁÊÔÉ ËÒÉŒÕÀ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË), ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÒÉŒÁÑ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÎÔÒÏŒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = x^2.

Œ) óÄÅÌÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÏ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ f | |_{x2} a2 +^{y2}_{b2} =1

= 0.

Ç) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ C^3 | ÍÁÌÏÅ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ. œÏÚÍÕÝÅÎÎÁÑ ËÒÉ- ŒÁÑ ‚ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, l_1; l_2; l_3; l_4 | ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ ÏÇÉÂÁÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë ‚. äÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: l_1 + l_3 = l_2 + l_4.

úÁÄÁÞÁ 5. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ

x(x^2 + y^2) @u@x + y^3 @u@y = 0; u|_{y=0} = 1;

Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x_0; 0) ÏÓÉ x?

äÏÍÁÛÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ ¸ = du − p_1 dx_1 − p_2 dx_2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Œ (2n+1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 1-ÓÔÒÕÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ, ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ, ËŒÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 8. éÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ yu_x = xu_y, u|_{x=1} = cos y Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (1; y_0).

úÁÄÁÞÁ 9. îÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ t, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ @u @t + u @u @x = sin x; u|^{t=0} = 0

ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ [0; t).

œÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ŒÏÌÎÙ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ëÏÒÔÅŒÅÇÁ { ÄÅ æÒÉÚÁ úÁÄÁÞÁ 10. îÁÊÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ @^2u @t^2

= c^2 @^2u @x^2

; x ∈ R:

úÁÄÁÞÁ 11. ëÁËÏÊ ŒÉÄ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÚÑÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ?

úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. úÁÄÁÞÁ 13. äÌÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ u|_{t=0} = u_0(x). îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ. åÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉ ÏÎÏ?

úÁÄÁÞÁ 14. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ëÏÒÔÅŒÅÇÁ { ÄÅ æÒÉÚÁ (ëÄæ) u_t = 6uu_x − − u_{xxx} ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÚÁÍÅÎÙ u = ’(x − ct) (ÉÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÂÅÇÕÝÅÊ ŒÏÌÎÙ) ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ Œ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

äÏÍÁÛÎÅÅ ÚÁÄÁÎÉÅ

úÁÄÁÞÁ 15. úÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: x^i = a^{ij} y_j. œÙÒÁÚÉÔØ @u @x^i

ÞÅÒÅÚ @u @y^i É @^2u

@x^i@x^j

ÞÅÒÅÚ @^2u @y^i@y^j

, É ÏÂÒÁÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 16. îÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ -’ = 3’^2 + C’ + K (ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ëÄæ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ u = ’(x − ct)).

úÁÄÁÞÁ 17. îÁÊÔÉ ÎÁ ÆÁÚÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 16) ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ŒÏÌÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉ t → ±∞, ’ → 0.

œÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ äÁÌÁÍÂÅÒÁ

u(t; x) = 12 (’(x − at) + ’(x + at)) + 12a

x+at∫

x−at

(y) dy;

ÄÁÀÝÕÀ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÔÒÕÎÙ u_{tt} = a^2u_{xx} Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑ- ÍÉ u(x; 0) = ’(x), u_t(x; 0) = (x).

œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ (ĆĆ19{24) ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ (x ⩾ 0) ÓÔÒÕÎÅ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ (u_x(0; t) ≡ 0) ÉÌÉ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÍ (u(0; t) ≡ ≡ 0) ÌÅŒÙÍ ËÏÎÃÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 19. ðÕÓÔØ ÌÅŒÙÊ ËÏÎÅÃ ÓÔÒÕÎÙ ÚÁËÒÅÐÌÅÎ, É ÚÁÄÁÎÙ ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ’(x) É (x) ÄÌÑ x ⩾ 0. ëÁË ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ’ É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ x < 0, ÞÔÏÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ {(x; t): x ⩾ 0} ÓÏŒÐÁÌÏ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ?

úÁÄÁÞÁ 20. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÓÔÒÕÎÙ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÌÅŒÙÍ ËÏÎÃÏÍ. úÁÄÁÞÉ 21{24. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÕÌØÔÆÉÌØÍÙ (Ô. Å. ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÅÛÅ- ÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ t ⩾ 0) ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

21. ’(x): , (x) ≡ 0, ËÏÎÅÃ x = 0 ÚÁËÒÅÐÌÅÎ.

22. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÏ ËÏÎÅÃ x = 0 ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

23. ’(x) ≡ 0, (x): , ËÏÎÅÃ x = 0 ÚÁËÒÅÐÌÅÎ.

24. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÏ ËÏÎÅÃ x = 0 ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 25. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÕÌØÔÆÉÌØÍÙ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÁÈ 21{24, ÎÏ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ (0 ⩽ x ⩽ l) ÓÔÒÕÎÙ, ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ:

Á) ÏÂÁ ËÏÎÃÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙ, Â) ÏÂÁ ËÏÎÃÁ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÙ, Œ) ÏÄÉÎ ËÏÎÅÃ ÚÁËÒÅÐÌÅÎ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

äÏÍÁÛÎÅÅ ÚÁÄÁÎÉÅ

úÁÄÁÞÁ 26. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕÎÙ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ u|_{x=0} = f(t), u|_{x=l} = 0, ÅÓÌÉ:

Á) u|_{t=0} = u_t|_{t=0}, Â) u|_{t=0} = ’(x), u_t|_{t=0} = (x).

úÁÄÁÞÁ 27. ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ f(t) | ÐÅÒÉÏ- ÄÉÞÅÓËÁÑ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ T .

Á) âÕÄÅÔ ÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ u(x; t) ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÏ t ÐÒÉ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ’ É ?

Â) ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ T = = (p=q)fi, ÇÄÅ p É q | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, fi = 2l=a.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ œÁÒÉÁÎÔ 1

1. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ xu_x + u_y = 0; u|_{y=0} = sin x. 2. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ t ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ u_t + uu_x = −x^3, u|_{t=0} = 0 ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÅÓØ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ [0; t)?

3. îÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÍÕÌØÔÆÉÌØÍÙ:

Á) u_{tt} = u_{xx}, ’ ≡ 0, : , ËÏÎÅÃ x = 0 ÚÁËÒÅÐÌÅÎ, ËÏÎÅÃ x = 1 ÓŒÏÂÏÄÅÎ;

Â) u_{tt} = u_{xx}, u|_{t=0} : , u_t|_{t=0} ≡ 0, u|_{x=0} ≡ 0.

4. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ u_{tt} = u_{xx} Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ u|_{t=0} = sin^3 x, u_t|_{t=0} = sin x.

5. äÁÎ ÒÑÄ 1 + 12 cos 2x + 13 cos 3x + : : : + 1n cos nx + : : : . ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^1?

6. ðÕÓÔØ {’_k} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ. òÑÄ ∑ (f; ’_k)’_k ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Ë f Œ L_2. œÙÒÁÚÉÔØ ‖f‖_{L2} ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ). œÁÒÉÁÎÔ 2

1. éÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x @u@x = y @u@y ÎÁ R^2 ÆÕÎË- ÃÉÑÍÉ ÏÔ xy?

2. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ yuu_x + xuu_y = xy, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ËÒÉŒÕÀ x = y^2 + u^2 = 1.

3. îÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÍÕÌØÔÆÉÌØÍÙ

Á) u_{tt} = u_{xx}, ;

Â) u_{tt} = u_{xx}, ’: , ≡ 0, ËÏÎÅÃ x = 0 ÚÁËÒÅÐÌÅÎ, ËÏÎÅÃ x = 1 ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

4. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ u_{tt} = u_{xx} Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ u|_{t=0} = = cos x, u_t|_{t=0} = cos^3 x.

5. äÁÎ ÒÑÄ 1+ 12 ln 2 cos 2x+: : :+ 1n ln n cos nx+: : : ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^1?

6. ðÕÓÔØ ’ ∈ C^!(S^1), ÔÏÞÎÅÅ, ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ |Im z| < ˛; ’(z + 2ı) = ’(z). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |¸_k| < ce^{−˛k}.

ëÏÎÓÅÒŒÁÔÉŒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. æÉÇÕÒÙ ìÉÓÓÁÖÕ úÁÄÁÞÁ 28. äÁÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ -x = −!^2x. Á) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.

Â) ðÕÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ: A sin !t + B cos !t = C sin(!t + ’). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A^2 + B^2 = C^2.

äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

-x = −∇U(x): (â.1)

úÁÄÁÞÁ 29. úÁÄÁÎ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ U(x_1; x_2) = 1 2 (x^2_1 + x^2). îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (â.1) Œ ŒÉÄÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍ Œ Ð. Â) ÚÁÄÁÞÉ 28.

úÁÄÁÞÁ 30. äÁÎ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ U(x_1; x_2) = x^2_1 +4x_1x_2 +4x^2. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (â.1). ëÁË ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (x_1; x_2)?

úÁÄÁÞÁ 31. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ËÏÎÓÅÒŒÁÔÉŒÎÏÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ (â.1) ÅÓÔØ ÐÅÒŒÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ U(x) = x^2_1 2 + !^2x^2 2 . ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (â.1) ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÓÞÅÔÁ ŒÒÅÍÅÎÉ t ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ:

x_1 = A_1 sin t;

x_2 = A_2 sin(!t + ’):

úÁÄÁÞÁ 32. ðÕÓÔØ ! = 1, ’ = ß2 ; ı; 0. ëÁË ÂÕÄÕÔ ŒÙÇÌÑÄÅÔØ ÆÉ- ÇÕÒÙ ìÉÓÓÁÖÕ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ |x_1| ⩽ A_1, |x_2| ⩽ A_2? þÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏ- ÉÓÈÏÄÉÔØ, ÅÓÌÉ ’ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ ı? îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÜÌÌÉÐÓÏŒ U(x_1; x_2) = E É ÆÉÇÕÒÙ ìÉÓÓÁÖÕ ÐÒÉ ’ = ß 2 . äÏÍÁÛÎÅÅ ÚÁÄÁÎÉÅ

úÁÄÁÞÁ 33. äÁÎ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ U(x; y) = 5x^2 +5y^2 −7xy. òÅÛÉÔØ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ (â.1).

úÁÄÁÞÁ 34. äÁÎ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ U(x_1; x_2) = x^2_1 2 + 1 2 !^2x^2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÜÌÌÉÐÓ U(x_1; x_2) ⩽ E. ðÕÓÔØ E_1 = ẋ^2_1 2 + x^2_1 2 , E_2 = ẋ^2 2 + !^2x^2 2 , E = E_1 +E_2.

ôÏÇÄÁ x_1; x_2 ÌÅÖÁÔ Œ ÐÏÌÏÓÁÈ |x_1| ⩽ √ 2E_1, |x_2| ⩽ √ 2E_2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË |x_1| ⩽ √ 2E_1 = A_1, |x_2| ⩽ √ 2E_2 = A_2 ŒÐÉÓÁÎ Œ ÜÌÌÉÐÓ U(x_1; x_2) ⩽ E.

úÁÄÁÞÁ 35. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ:

Á) ! = mn , ÔÏ ÆÉÇÕÒÁ ìÉÓÓÁÖÕ | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ, Â) ! =∈ Q, ÔÏ | ÎÅÚÁÍËÎÕÔÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 36. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ! = n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÁÚÁ ’ ÔÁ- ËÁÑ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÏÊ ìÉÓÓÁÖÕ ÂÕÄÅÔ ÇÒÁÆÉË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n (ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛÅŒÁ) (p(x) = cos(n arccos x)).

úÁÄÁÞÁ 37. äÁÎ ÜÌÌÉÐÓ x^216 + y^225 = 1 É ÄÕÇÁ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ y = = 3 cos(x=4), ÇÄÅ 0 ⩽ x ⩽ 8ı. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÒÁŒÎÙ.

çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ úÁÄÁÞÁ 38. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ŒÉÄÅÎ ÏÔÒÅÚÏË ÉÚ ÔÏÞËÉ ÅÇÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ÂÅÚ ÄŒÕÈ ËÏÎÃÅŒÙÈ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ.

úÁÄÁÞÁ 39. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ Œ ËÒÕÇÅ É ÐÒÉ- ÎÉÍÁÀÝÕÀ ÎÁ ÄÕÇÁÈ S_1; S_2, S_1 ∪ S_2 = S^1, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ C_1; C_2.

úÁÄÁÞÁ 40. òÅÛÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ ÎÁ n ÄÕÇ S_1; : : : ; S_n; ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÄÕÇÁÈ C_1; : : : ; C_n.

úÁÄÁÞÁ 41. úÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ îØÀÔÏÎÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ Œ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

äÏÍÁÛÎÅÅ ÚÁÄÁÎÉÅ

úÁÄÁÞÁ 42. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÙ L_1 = √ g_{ij} _x^i _x^j, L_2 = = g_{ij} _x^i _x^j ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÒÉŒÏÊ (ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ).

úÁÄÁÞÁ 43. œÙÞÉÓÌÉÔØ ´ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 44. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÔÅÌÅÓÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ŒÉÄÅÎ ÉÚ ÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÏÎÔÕÒ Œ R^3 , | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÜÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÜÔÏÊ ÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

2. úÁÄÁÞÉ ÐÉÓØÍÅÎÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ

1995 ÇÏÄ^1 1 (1). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

z = r^2 + 29 (∗)

(ÇÄÅ r^2 = x^2 + y^2 + z^2)? œÙÐÕËÌÁ ÌÉ ÏÎÁ? îÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ.

2 (2). îÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ 1, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ŒÄÏÌØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ (∗).

3 (1; 2; 3; 3; 6). œÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ (∗) ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

Á) z; Â) 1=r; Œ) z=r^3; Ç) r^2; Ä) 1=r^3.

4 (5). òÅÛÉÔØ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÚÁÄÁÞÕ äÉÒÉÈÌÅ Ó ËÒÁÅŒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ u = = 1=r^3 ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ (∗) (ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ ´u = 0.)

5 (5). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ z, ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ (∗). îÁÊÔÉ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÐÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ r^2 = 1.

6 (2; 4). îÁÊÔÉ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ äÉÒÉÈÌÅ ∫∫∫ (grad u)^2 dx dy dz

ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ (∗), ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ Ó r^2 ÎÁ ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÅ.

7 (6). îÁÊÔÉ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ |t| ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ (x = y = 0; z = 1=2) ÒÅÛÅÎÉÑ f ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ @f @t + div(f grad u) = f 2 Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (f ≡ 1 ÐÒÉ t = 0), ÇÄÅ u | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 4.

1òÑÄÏÍ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Œ ÓËÏÂËÁÈ ÕËÁÚÁÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÁÌÌÏŒ ÚÁ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (ÞÁÓÔÅÊ ÚÁÄÁÞÉ). ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÏÔÍÅÔÏË ÐÒÉ ÔÒÅÈÞÁÓÏŒÏÍ ÜËÚÁÍÅÎÅ: ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔÅÌØÎÏ | 12, ÈÏÒÏÛÏ | 16, ÏÔÌÉÞÎÏ | 26 (ÐÒÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÅ 40).

õ Ë Á Ú Á Î É Å: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÔØ ÏÔŒÅÔ ÚÁÄÁÞÉ 4, ÚÁ- ÄÁÞÕ 7 ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ.

1996 ÇÏÄ

1. äÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v(x; y) = y @ @x +x @ @y É ÆÕÎËÃÉÑ u|_{x=1} = f(y).

ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÁ f Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (1; 0) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ L_vu = 0 ? åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉ ÏÎÏ?

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

-x = −∇U(x); (∗∗)

ÇÄÅ x = (x_1; x_2), U(x) = x^2_1 + x^2 + ax_1x_2. ðÒÉ ËÁËÉÈ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ) ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ a ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (∗∗) ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ?

3. îÁ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ R^3 ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÚÁÒÑÄ: ÎÁ ÐÒÑ- ÍÏÊ z = 1, y = x Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ 1 É ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ z = −1, y = −x Ó ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔØÀ −1. îÁÊÔÉ ÜËŒÉÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑ, ÓÏÚÄÁÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ÚÁÒÑÄÁÍÉ.

4. îÁ ÓÆÅÒÅ S^2 : x^2 + y^2 + z^2 = 1 ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ v, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÁÑ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ N = (0; 0; 1). ðÕÓÔØ R^2 | ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = 0 É p: S^2 \ N → R^2 | ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ðÕÓÔØ u(x; y) =

= v(p^{−1}(x; y)). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 2ı∫ 0 u_r(1; ’) d’ = 0.