îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ íÏÓËÏŒÓËÉÊ ãÅÎÔÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

à. í. âÕÒÍÁÎ, â. ì. æÅÊÇÉÎ

âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ | I: ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÁÌÇÅÂÒÁ œÉÒÁÓÏÒÏ É ŒÅÒÔÅËÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

íãîíï íë îíõ

îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ íÏÓËÏŒÓËÉÊ ãÅÎÔÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

à. í. âÕÒÍÁÎ, â. ì. æÅÊÇÉÎ

âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ | I: ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÁÌÇÅÂÒÁ œÉÒÁÓÏÒÏ É ŒÅÒÔÅËÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

íãîíï, íë îíõ 1997 âÕÒÍÁÎ àÒÉÊ íÉÈÁÊÌÏŒÉÞ æÅÊÇÉÎ âÏÒÉÓ ìØŒÏŒÉÞ, Ä. Æ.-Í. Î.

à. í. âÕÒÍÁÎ, â. ì. æÅÊÇÉÎ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ | I: ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÁÌÇÅÂÒÁ œÉÒÁÓÏÒÏ É ŒÅÒÔÅËÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. í.: íãîíï, íë îíõ, 1997. | 80 Ó.

ëÎÉÇÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏŒ ÓÅÍÉ- ÎÁÒÁ, ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÒÁÍÉ Œ ÏÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 1996{97 ÕÞ. Ç. ëÎÉ- ÇÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ (ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ, ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ, ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ- ÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ É ÄÒÕÇÉÈ ÁÌÇÅÂÒ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ. ïÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ É ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ôÁËÖÅ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ.

ëÎÉÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÍ ÔÏÍÏÍ ÚÁÄÕÍÁÎÎÏÊ ÁŒÔÏÒÁÍÉ ÓÅÒÉÉ. ðÏÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÅ ÔÏÍÁ ÂÕÄÕÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÁÌ- ÇÅÂÒ ëÁÃÁ { íÕÄÉ É ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, Ó ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ Ë ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑ.

© à. í. âÕÒÍÁÎ, â. ì. æÅÊÇÉÎ 1997 © íãîíï, íë îíõ, 1997

éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

œÅÒÓÔËÁ œ. ëÏÒÄÏÎÓËÉÊ

ïÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÊ ÚÁ ŒÙÐÕÓË œ. ðÒÁÓÏÌÏŒ

ìÉÃÅÎÚÉÑ ìò Ć071150 ÏÔ 11.04.95 Ç ðÏÄÐÉÓÁÎÏ Œ ÐÅÞÁÔØ 22.12.97Ç. ôÉÒÁÖ 300 ÜËÚ.

íãîíï 121019, íÏÓËŒÁ, â. œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., 11. ôÅÌ. 241{05{00

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ

œŒÅÄÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 âÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ . . . . . . . . . . . . . 7 §1. q-ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.1. q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ . . . . . . . . . . . 8 1.2. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.3. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.4. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ . . . . . . . . . 18 §2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ . . . . . . . . . 25 2.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ . . . . . . . . . 25 2.2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ . . . . . . . . 29 2.3. ïÂÏÂÝÅÎÎÏ-ÑËÏÂÉÅŒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ . . . . . . . . . . . 32 2.4. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ: V -ËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ . . . . . . . . 36 §3. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ É œÉÒÁÓÏÒÏ . . . 42 3.1. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ . . . . . . . . 42 3.2. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ . . . . . . . . . 46 3.3. åÝÅ ÏÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ . . . . 51 3.4. îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÙ ÁÌÇÅÂÒ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ

É çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 §4. œÅÒÔÅËÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 4.1. âÏÚÏÎ-ÆÅÒÍÉÏÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ . . . . . . . . . . 59 4.2. ðÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . 64 4.3. óÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 œŒÅÄÅÎÉÅ

ôÅÏÒÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ | ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÏŒÁÑ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÁ. ïÓÎÏŒÎÙÍ ÓÔÉÍÕÌÏÍ Ë ÅÅ ÂÙÓÔÒÏÍÕ ÒÁÚŒÉÔÉÀ Œ ÓÅÍÉ- ÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ ÐÏÓÌÕÖÉÌÉ ÚÁÄÁÞÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, ÔÁËÉÅ ËÁË ÔÅÏÒÉÑ ÔÏÞÎÏ ÒÅÛÁÅÍÙÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÒÁÚŒÉŒÁÌÁÓØ ÔÅÏÒÉÑ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÐÒÉÞÅÍ ÂÙÌÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÏÄÈÏÄÏŒ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ŒÁÖÎÏ- ÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓŒÑÚÁÎ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ìÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑ ŒÙÑŒÉÌÁÓØ ÎÅÏÂ- ÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ É ÁÌÇÅÂÒ ÔÏËÏŒ.

úÁ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔØ{ÄŒÁÄÃÁÔØ ÌÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÒÁÚŒÉÔÉÑ ÔÅÏÒÉÑ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÎÁËÏÐÉÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÁÓÉŒÙÈ É ŒÁÖ- ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ. úÎÁËÏÍÓÔŒÏ Ó ÜÔÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ËÁÖÄÏÍÕ, ËÔÏ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÉÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÏÊ, É ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉÛÎÉÍ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ ÄÒÕÇÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÏÓŒÏ- ÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ (ËÁË É, ÕŒÙ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÚÁŒÅÒÛÅÎÎÏÊ, ÒÁÚŒÉŒÁÀ- ÝÅÊÓÑ ÎÁÕËÉ) ÚÁÔÒÕÄÎÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÏÌÎÙÍ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅÍ ÕÞÅÂÎÙÈ ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒ, ÄÏÓÔÕÐÎÙÈ ÎÅÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁÍ. œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ Õ ÁŒÔÏ- ÒÏŒ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ ŒÏÚÎÉËÌÁ ÉÄÅÑ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÐÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ ìÉ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ õÎÉŒÅÒ- ÓÉÔÅÔÁ. ôÁËÏÊ ÓÅÍÉÎÁÒ ÂÙÌ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÎ Œ 1996{97 ÕÞÅÂÎÏÍ ÇÏÄÕ; ËÎÉÇÁ ÏÓÎÏŒÁÎÁ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÈ ÏÓÅÎÎÅÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ.

ĂðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍĄ ŒÐÅÒŒÙÅ ÂÙÌÏ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÎÏ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÁŒÔÏÒÏŒ ËÎÉÇÉ (â.ì. æÅÊÇÉÎÙÍ) Œ ÓÏŒÍÅÓÔÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ Ó ä.â. æÕËÓÏÍ ÐÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. éÚÕÞÁÌÉÓØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ ŒÅÓÁ – (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.2 ËÎÉÇÉ). ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ŒÎÅÛÎÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÉÈ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ŒÎÅÛÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÑŒÉÌ- ÓÑ ÒÑÄ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ; ÏÎÉ ËÒÁÔËÏ ÏÐÉÓÁÎÙ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ. ðÏÑŒÌÅÎÉÅÍ ÖÅ ÓŒÏÉÍ ÎÁ ÓŒÅÔ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂÑÚÁÎÙ, ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-

ÝÅÊ äÉÒÁËÕ ÉÄÅÅ ĂÚÁÐÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ŒÁËÕÕÍÁĄ. äÉÒÁË ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ŒÁËÕÕÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÜÎÅÒÇÉÉ, ÍÅÎØÛÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ĂÎÕÌÅ- ŒÏÇÏĄ), ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÜÌÅËÔÒÏÎ, Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉ- ÅÊ ÎÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÙ. åÓÌÉ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅËÔÒÏÎ Ó ÜÎÅÒÇÉÅÊ U > 0, ÔÏ ÍÙ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍ ÜÔÏ ËÁË ÏÄÉÎ ÜÌÅËÔÒÏÎ Ó ÜÎÅÒÇÉÅÊ U Œ ŒÁËÕÕÍÅ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ŒÁËÕÕÍÁ ÜÌÅËÔÒÏÎ Ó ÜÎÅÒÇÉ- ÅÊ U < 0 | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÑÔÏ ËÁË ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ ÁÎÔÉÞÁÓÔÉÃÙ (ÐÏÚÉÔÒÏÎÁ) Ó ÜÎÅÒÇÉÅÊ −U É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÚÁÒÑÄÏÍ. åÓÌÉ ÖÅ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÂÍÅÎÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÕÈ ÜÌÅËÔÒÏÎÏŒ (ÉÌÉ ÐÏÚÉ- ÔÒÏÎÏŒ, ÉÌÉ ÐÏÚÉÔÒÏÎÁ Ó ÜÌÅËÔÒÏÎÏÍ) -ÆÕÎËÃÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÜÌÅË- ÔÒÏÎÏŒ É ÐÏÚÉÔÒÏÎÏŒ.

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÒÁÚŒÉÔÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÂÙÌÏ Œ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒÁÎÏ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔÑÍÉ ÆÉÚÉËÉ. œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÚÁÔÒÏÎÕÔÙ. œ ÒÁŒÎÏÊ ÍÅÒÅ Õ ÞÉ- ÔÁÔÅÌÑ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÐÏÚÎÁÎÉÊ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. œÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ Œ ËÎÉÇÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏ- ÇÉÑ (ÓËÁÖÅÍ, ÓÌÏŒÁ ĂÚÁÒÑÄĄ É ĂÜÎÅÒÇÉÑĄ), ÎÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ŒÏÓ- ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ.

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÃÅÌØÀ ËÎÉÇÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÐÐÁÒÁÔÁ, ÎÅÏÂ- ÈÏÄÉÍÏÇÏ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (Œ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÎÉ- ÇÁÈ ÚÁÄÕÍÁÎÎÏÊ ÁŒÔÏÒÁÍÉ ÓÅÒÉÉ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁ- ÓÏÒÏ, ÄÒÕÇÉÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÁÌÇÅÂÒ ëÁÃÁ{íÕÄÉ É ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. áŒÔÏÒÙ ÎÅ ÍÏÇÌÉ, ÏÄÎÁËÏ, ÏÓÔÁŒÉÔØ ÂÅÚ ŒÎÉÍÁÎÉÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ĂÏÔŒÅÔŒÌÅÎÉÑĄ ÉÚÌÁÇÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. ôÁË, §1 ÐÏÓŒÑ- ÝÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÏÔŒÅÔŒÌÅÎÉÊ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÒÑÄÁ ÚÎÁ- ÍÅÎÉÔÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ, Œ ÞÉÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ (1.8), ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ (1.10) É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁ- ÍÁÎÕÖÁÎÁ (1.14). œ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ ËÎÉÇÉ ÐÒÉŒÏÄÑÔ- ÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÐÏÌÕ- ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉ Œ ÎÁÞÁ- ÌÅ §2) É ŒÅÒÔÅËÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒ üÊÌÅÒÁ É òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.3).

ðÁÒÁÇÒÁÆ 2 ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ. œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.1 ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÅÇÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ É ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÄŒÕÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁÍ | ÚÁÒÑÄÕ É ÜÎÅÒÇÉÉ. œ ÒÁÚÄÅÌÁÈ 2.3 É 2.4 ÏÐÉ- ÓÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÌÕÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÄŒÕÈ ŒÁÖÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ | ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ- ÑËÏÂÉÅŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ É ÁÌÇÅÂÒÙ V -ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. îÅÏÂÈÏÄÉ- ÍÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2. úÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ §2 ÅÝÅ ÏÄÎÉÍ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÍ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅÍ | ÉÚÌÏÖÅ- ÎÉÅÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ôÜÊÔÕ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ŒÙÞÅÔÏŒ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ ÎÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

œ §3 ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ É ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ. üÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ- ÑËÏÂÉÅŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, É ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ | ÏÎÉ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÒÁÚÄÅÌÁÈ 3.1 É 3.2. œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.3 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ, ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ. œÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ- ŒÙÍ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÅÍ ĂÂÏÚÏÎ-ÆÅÒÍÉÏÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉĄ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÐÒÅÄÍÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. ĂœÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍĄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÒÁÚÄÅÌ 3.4.

§4 ÐÏÓŒÑÝÅÎ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ. œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.1 ÐÒÉŒÏ- ÄÉÔÓÑ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔØ, Á ÔÁËÖÅ ŒÁÖÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.4) É (4.5). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖ- ÄÕ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÙ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.2. ïÎÉ ÐÏÚŒÏÌÑ- ÀÔ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.3, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ĂŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕ- ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎ- ÂÅÒÇÁ, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ŒÅÒÔÅËÓ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÑÄÁ ŒÁÖÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ŒËÌÀÞÁÑ ^sl_2), É, Œ-ÔÒÅÔØÉÈ, ÐÏÌÕÞÉÔØ ĂÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅĄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒ üÊÌÅÒÁ É òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ.

âÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ

áŒÔÏÒÙ ÓÏÖÁÌÅÀÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÍÏÇÌÉ ÓÎÁÂÄÉÔØ ËÎÉÇÕ ÓÐÉÓËÏÍ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ. ðÒÉÞÉÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÏÔÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÕÖÉÌÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÓÐÉÓÏË ÂÙÌ ÂÙ ÏÞÅÎØ ŒÅÌÉË | ÐÏ ÉÚÌÁÇÁÅÍÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÅ ÎÁÐÉÓÁ- ÎÙ ÓÏÔÎÉ ÒÁÂÏÔ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÂÚÏÒÎÙÈ. ðÏ-ÒÕÓÓËÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÏ- ÎÏÇÒÁÆÉÑ œ. ëÁÃÁ ĂâÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉĄ (í., ĂíÉÒĄ, 1993), ËÏÔÏÒÕÀ, ÐÒÁŒÄÁ, ÔÒÕÄÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØ- ÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÁ Ó ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ. óÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ ËÎÉÇÕ V. Kac, A.K. Raina ĂBombay lectures on highest weight representationsĄ (World Sci., Singapore, 1987 | ÌÅËÃÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÅ Œ ÂÏÍÂÅÊÓËÏÍ ôÁÔÁ-éÎÓÔÉÔÕÔÅ). ðÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÉÓ- ÔÏÞÎÉËÏÍ ÄÌÑ ÁŒÔÏÒÏŒ ÐÏÓÌÕÖÉÌÁ ËÎÉÇÁ ç. üÎÄÒÀÓÁ ĂôÅÏÒÉÑ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÊĄ (í., ĂîÁÕËÁĄ, 1982), ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ §1.

§1. q-ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ

ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, Á ÔÁË- ÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ, Œ ÔÏÍ ÞÉ- ÓÌÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉ (1.8) É ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ (1.14).

1.1. q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

îÁÚÏŒÅÍ q-ÆÁËÔÏÒÉÁÌÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (q)_n^{def}= (1 − q^n) : : :(1 − q), ÇÄÅ n ∈ N, Á q, ÐÏ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔÉ, ÌÉÂÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÌÉÂÏ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏ-

ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ [ n k ] q def=

(q)_n (q)_k(q)_{n−k} .

ĂïÐÒÁŒÄÁÎÉÅÍĄ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÌÕÖÁÔ (ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ) ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

lim_{q→1}

(q)_n (1 − q)^n = n!; (1.1)

lim_{q→1} [ n k ] q = C^k_n: (1.2)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F_q ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÚÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ q | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ), É ÐÕÓÔØ V_n | n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ F_q . éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1.

1. þÉÓÌÏ k-ÒÅÐÅÒÏŒ (ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ) Œ V_n ÒÁŒÎÏ (−1)^kq^{k(k−1)=2}

(q)_n (q)_{n−k} .

2. þÉÓÌÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_n ÒÁŒ- ÎÏ [ n k ] q . 3. þÉÓÌÏ ÐÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏŒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_n ÒÁŒÎÏ

(q)_n (1 − q)^n .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï.

1. âÕÄÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÒÅÐÅÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ. ðÅÒ- ŒÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÍ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÅŒÏÇÏ | ÜÔÏ ÄÁ- ÅÔ q^n − 1 ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ. œÔÏÒÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÔØ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÅËÔÏÒ | q^n − q = = q(q^{n−1} − 1) ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ (q^n − 1)(q^n − q) : : :(q^n − q^{n−k+1}) = (−1)^kq^{k(k−1)=2}

(q)_n (q)_{n−k} ÒÅÐÅÒÏŒ.

2. þÉÓÌÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÂÒÁÔØ k-ÒÅÐÅÒ Œ V_n, ÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙ- ÂÒÁÔØ k-ÒÅÐÅÒ (Ô.Å. ÂÁÚÉÓ) Œ ÓÁÍÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÏ ÐÒÅÄÙ-

ÄÕÝÅÍÕ ÐÕÎËÔÕ, ÜÔÏ ÄÁÅÔ

(−1)^k q^{k(k−1)=2}(q)_n (−1)^k q^{k(k−1)=2}(q)_{n−k} (q)_k = [ n k ] q ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ.

3. ëÁÖÄÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ (Ô.Å. n-ÒÅÐÅÒÕ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_n ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÆÌÁÇ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉ- ÓÌÏ ÂÁÚÉÓÏŒ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÁÎÎÙÊ ÆÌÁÇ, ÒÁŒÎÏ (q − 1)(q^2 − q) : : :(q^n − q^{n−1}) (k-Ê ŒÅËÔÏÒ ÂÁÚÉÓÁ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÔØ k-ÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÆÌÁÇÁ, ÎÏ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ (k − 1)-ÍÕ). ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÕÎËÔÁ 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

ÆÌÁÇÏŒ ÒÁŒÎÏ

(−1)^nq^{n(n−1)=2}(q)_n (q − 1)(q^2 − q) : : : (q^n − q^{n−1}) = (q)_n (1 − q)^n .

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ĂÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑĄ ÄÌÑ q-ÂÉÎÏÍÉ- ÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ĂÒÁÚÄŒÁÉŒÁÅÔÓÑĄ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: [ n k ] q = [ n − 1 k ] q + q^{n−k} [ n − 1 k − 1 ] q ; (1.3) [ n k ] q = [ n − 1 k − 1 ] q + q^k [ n − 1 k ] q : (1.4)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÄÁÎÎÕÀ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 1.1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅ- ÂÕÅÔÓÑ ìÅÍÍÁ 1.1. þÉÓÌÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V_n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÁÎÎÏÅ (k−1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W_{k−1},

ÒÁŒÎÏ q^{n−k+1} − 1

q − 1 .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ì Å Í Í Ù 1.1. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ k-ÍÅÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W_k ⊃ W_{k−1}, ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ Œ V_n ŒÅËÔÏÒ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ W_{k−1} (ÔÏÇÄÁ W_k ÂÕÄÅÔ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ W_{k−1} É ÜÔÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ q^n − q^{k−1} ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ W_k ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (q − 1 ŒÁÒÉÁÎÔ), É ÅÓÌÉ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÉÂÁŒÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ

ÉÚ W_{k−1} (q^{k−1} ŒÁÒÉÁÎÔ). éÔÏÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ q^n − q^{k−1} (q − 1)q^{k−1}

= q^{n−k+1} − 1 q − 1 .

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_{n−1} ⊂ V_n. äÌÑ W_k ÅÓÔØ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÉÌÉ W_k ⊂ V_{n−1}

(ÔÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ [ n − 1 k ] q ), ÉÌÉ W_k ∩ V_{n−1} = W_{k−1}. óÐÏÓÏÂÏŒ

ŒÙÂÒÁÔØ W_{k−1} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ [ n − 1 k − 1 ] q , É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ

ÌÅÍÍÅ 1.1, ÄÁÅÔ q^{n−k+1} − 1q − 1 − q^{n−k} − 1q − 1 = q^{n−k} ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W_k (ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ | ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ W_k ⊄ V_{n−1}).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (1.3). æÏÒÍÕÌÁ (1.4) ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÎÅÅ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ: [ n k ] q = [ n n − k ] q = [ n − 1 n − k ] q + q^k [ n − 1 n − k − 1 ] q = [ n − 1 k − 1 ] q + q^k [ n − 1 k ] q :

æÏÒÍÕÌÙ (1.3) É (1.4) ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ŒÉÄÅ Ăq-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑĄ. îÁÞÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÅÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 1.

éÚ ÆÏÒÍÕÌ (1.3) É (1.4) ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ [ n k ] q | ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ ÏÔ q. ðÏÌÕÞÉÍ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ.

1

1 1

1 1 + q 1

1 1 + q + q^2 1 + q + q^2 1

1 1 + q + q^2 + q^3 1 + q + 2q^2 + q^3 + q^4 1 + q + q^2 + q^3 1

òÉÓ. 1. q-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ

îÁÚÏŒÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ ÎÁÂÏÒ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: D = (l_1; : : :; l_s), ÇÄÅ 0 < l_1 ⩽ : : : ⩽ l_s. ôÁËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÞÁÓÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ s ÓÔÒÏË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, l_1; l_2; : : :; l_s ËÌÅÔÏË (ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ; ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÁ ÒÉÓ. 2). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. [ n k ] q =^n ∑ m=0 q^mY_m, ÇÄÅ Y_m | ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎ-

ÇÁ ÉÚ m ËÌÅÔÏË, ÐÏÍÅÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ k × (n − k).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ (ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÎ- ÔÅÒÅÓ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ G(k; F^n) (F | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ) ÎÁ ËÌÅÔËÉ ûÕÂÅÒÔÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ F^n ÆÌÁÇ V_1 ⊂ V_2 ⊂ : : : ⊂ V_n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ dim V_k = k. ëÌÅÔËÉ ûÕ- ÂÅÒÔÁ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ, ÐÏÍÅÝÁÀÝÉÍÉÓÑ Œ ÐÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ k ×(n−k). ëÌÅÔËÁ e(D), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÅ D ÉÚ s ⩽ n − k ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

W ⊂ F^n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ŒÓÅÈ 1 ⩽ j ⩽ k + s É ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ k − l_j + j ⩽ l ⩽ k − l_{j+1} + j ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ codim_{Vl} (W ∩ V_l) ÒÁŒÎÁ j. ëÌÅÔËÁ e(D) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ) ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ #D ËÌÅÔÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ G(k; F^n_q ) ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÌÅÔËÉ ûÕÂÅÒÔÁ ÂÕÄÕÔ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÌÅÔËÅ e(D) ÒÁŒÎÏ q^{#D}. îÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ G(k; F^n_q ) ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.1

| ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ [ n k ] q . ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ q-ÂÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. ïÂÙÞÎÙÊ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ C^k_n ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : :; n}. ðÒÉÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {a_1; : : :; a_s} ŒÅÓ, ÒÁŒÎÙÊ q^{a1+:::+as} (ŒÅÓ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁŒÎÙÍ 1), É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Z^k_n (q) ÓÕÍÍÕ ŒÅÓÏŒ (ĂÓÔÁ- ÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕĄ) ŒÓÅÈ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : :; n}. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3.

Z^k_n (q) = [ n k ] q q^{k(k+1)=2}:

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ n = 0 É n = k. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ q^{−k(k+1)=2}Z^k_n(q) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÕ (1.3). òÁÚÏÂØÅÍ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : :; n} ÎÁ ÄŒÁ ÔÉÐÁ | ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ n É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ n. óÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÒÁŒÎÁ q^nZ^{k−1}_{n−1} (q), Á ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ | Z^k_{n−1}(q). ðÏÜÔÏÍÕ Z^k_n(q) = Z^k_{n−1}(q) + q^nZ^{k−1}_{n−1} (q), ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

œÙŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ q-ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ. îÁÞ- ÎÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ (1 + z)^n|_q^{def}= def= (1 + z)(1 + zq) : : :(1 + zq^{n−1}).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4.

(1 + z)^n|_q = n∑ k=0 [ n k ] q z^k q^{k(k−1)=2}: (1.5)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n: ÎÕÖÎÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (1 + z)^{n+1}|_q = (1 + z)^n|_q(1 + zq^n) É ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1.3).

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ¸ ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ

(1 + z)^ff|_q =

(1 + z)(1 + zq) : : :

(1 + zq^ff)(1 + zq^{ff+1}) : : : : îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÐÅÒŒÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅ ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ (1.5), Á ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ | ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. 1 + ∞∑ n=1 (1 − a)^n|_q (q)_n t n = ∞∏ m=0 1 − atq^m 1 − tq^m : (1.6)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏ- ŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÌÅŒÁÑ, É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1.6) ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ F (t)(1 − t) = F (tq)(1 − at). îÏ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ É ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ F (0) = 1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÀÔ ËÁË ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ F (t) Œ ÒÑÄ, ÔÁË É ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

æÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë t = −zq^ff É a = q^{−ff}, ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ q-ÂÉÎÏÍÁ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ:

(1 + z)^ff|_q = ∞∑ k=0 q^{k(k−1)=2}

(1 − q^ff)(1 − q^{ff−1}) : : : (1 − q^{ff−k+1}) (q)_n z k: (1.7)

æÏÒÍÕÌÁ (1.7) ÏÂÏÂÝÁÅÔ (1.5), É ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÈÏÄÑÝÕÀ Œ ÎÅÅ

ÄÒÏÂØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ [ ff k ] q .

1.2. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ îÁÛÅÊ ÃÅÌØÀ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÁ ñËÏÂÉ: ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k2} x^k = ∞∏ m=0 (1 − q^{2m+2})(1 − q^{2m+1}=x)(1 − q^{2m+1}x):

(1.8) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (1.8) ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ (ĂËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉĄ): ìÅÍÍÁ. n∑ k=−n

(−1)^kq^{k2} x^k [ 2n n + k ] q^2

= (1 − q=x)(1 − q^3=x) : : :(1 − q^{2n−1}=x) ×

× (1 − qx)(1 − q^3x) : : :(1 − q^{2n−1}x): (1.9) ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ì Å Í Í Ù.

(1−q=x)(1−q^3=x) : : :(1−q^{2n−1}=x)(1−qx)(1−q^3x) : : :(1−q^{2n−1}x) = = (−1)^nq^{n2} x^{−n}(1 − x=q^{2n−1}) : : :(1 − x=q^3)(1 − x=q) × × (1 − qx)(1 − q^3x) : : :(1 − q^{2n−1}x) = = (−1)^nq^{n2} x^{−n}(1 − x=q^{2n−1})^{2n}|_q2 = (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1.5))

= (−1)^nq^{n2} x^{−n} 2n∑ j=0 (−1)^j q^{j(j−1)} [ 2n j ] q^2 ( x q^{2n−1}

)_j =

= n∑ k=−n

(−1)^kq^{k2} x^k [ 2n n + k ] q^2

(Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÁ ÚÁÍÅÎÁ k = j − n).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù. ðÅÒÅÊÄÅÍ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (1.9) Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ n → ∞ É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ [ 2n n + k ] q^2 → →^∞ ∏ m=0 (1 − q^{2m+2})^{−1}.

òÉÓ. 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ

1.3. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅ ñËÏÂÉ q → q^{3=2}, x → q^{1=2}, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ: ∞∏ m=0 (1 − q^m) = ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{(3k2+k)=2} =

= 1 + ∞∑ k=1 (−1)^k ( q^{(3k2−k)=2} + q^{(3k2+k)=2} ) : (1.10)

œŒÉÄÕ ŒÁÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄÒÕÇÉÅ ÅÇÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÑÍÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÓÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÏÊ ŒÙÓÏÔÙ l_1 < : : : < l_k É ÐÒÉÐÉÛÅÍ ÅÊ ÚÎÁË (−1)^k. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1.10) ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q^s ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁËÏŒ ŒÓÅÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÉÚ s ËÌÅÔÏË. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒ- ÎÁ (−1)^k, ÅÓÌÉ s = (3k^2 ± k)=2, É ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ s ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÂÅÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÒÏË ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C (ÓÍ. ÒÉÓ. 2Á): ÓÒÅÖÅÍ ËÒÁÊÎÀÀ ÐÒÁŒÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ É ÐÒÉÓÔÁŒÉÍ ÅÅ Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÁ- ÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, C(D) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D | ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÁ ËÒÁÊÎÅÊ ÐÒÁŒÏÊ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉ ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÓÁÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D_2 = C(D_1), ÔÏ C(D_2) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ s ËÌÅÔÏË (É ÂÅÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÒÏË) ÒÁÚÂÉŒÁ-

ÀÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ: A_1 | ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C, A_2 = C(A_1) | ÏÂÌÁÓÔØ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É A_3 | ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÚ s ËÌÅÔÏË. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ A_1 É A_2 É ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ q^s Œ ÌÅ- ŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁËÏŒ ÄÉÁÇÒÁÍÍ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ A_3. îÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÔÏÌØËÏ ÄŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ A_3 | ÓÍ. ÒÉÓ. 2Â. ïÎÉ ÓÏ- ÄÅÒÖÁÔ s = (3k^2 − k)=2 É s = (3k^2 + k)=2 ËÌÅÔÏË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (1.10).

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÑÚÙËÅ | ÑÚÙËÅ ÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ Y, ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Y_k ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ ÉÚ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÏË. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D ∈ Y_k ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÕ C(D) ∈ Y_{k+1}, ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ D ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ d^2 = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ËÏÍÐÌÅËÓ Y ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Y =^∞ ⨁ s=0 Y^{(s)}, ÇÄÅ ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓ Y^{(s)} ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÄÉÁ-

ÇÒÁÍÍÁÍÉ ÉÚ s ËÌÅÔÏË. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË:

dim H_k(Y^{(s)}) = { 1; ÅÓÌÉ s = (3k^2 ± k)=2; 0 ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ k:

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÕ Y^{(s)} ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ, ÐÏÌÕ- ÞÉÍ: n−k∑ l=0 (−1)^l dim Y^{(s)}_l = { (−1)^k; ÅÓÌÉ s = (3k^2 ± k)=2; 0 ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ s:

õÍÎÏÖÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ q^s É ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÐÏ s, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ (1.10).

îÁËÏÎÅÃ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÈ q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ (ĂËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁĄ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ üÊÌÅÒÁ):

ìÅÍÍÁ 1.2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: ∑ k∈Z (−1)^kq^{(3k2+k)=2} [ n + 1 [(n + 1 − 3k)=2] ] q = 1: (1.11)

ëŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ŒÎÕÔÒÉ ÓÉÍŒÏÌÁ q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ. úÄÅÓØ É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÏ- ÌÁÇÁÅÍ [ n m ] q = 0, ÅÓÌÉ m < 0 ÉÌÉ m > n | ÜÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÎÅ

ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÇÒÁÎÉÃÁÈ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a_n(q) ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ (1.11). ðÕÓÔØ n + 1 = 2l ÞÅÔÎÏ (ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ). ôÏÇÄÁ, ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÞÌÅÎÙ Ó ÞÅÔÎÙÍ k = 2s É ÎÅÞÅÔÎÙÍ k = 2s − 1, ÐÏÌÕÞÉÍ:

a_n(q) = ∑ s ( q^{6s2+s} [ 2l l − 3s ] q − q^{6s2 −5s+1} [ 2l l − 3s + 1 ] q ) = ÐÏ (1.3) É (1.4) = ∑ s ( q^{6s2+s} ( q^{l−3s} [ 2l − 1 l − 3s ] q + [ 2l − 1 l − 3s − 1 ] q ) −

− q^{6s2 −5s+1} ( q^{l+3s−1} [ 2l − 1 l − 3s ] q + [ 2l − 1 l − 3s + 1 ] q )) =

= ∑ s ( q^{6s2+s} [ 2l − 1 l − 3s − 1 ] q − q^{6s2−5s+1} [ 2l − 1 l − 3s + 1 ] q ) = a_{n−1}(q):

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ a_0(q) = 1.

æÏÒÍÕÌÁ (1.10) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÞÌÅÎÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Œ

(1.11) Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ n → ∞ | ÐÒÉ ÜÔÏÍ [ n + 1 [(n + 1 − 3k)=2] ] q → →^∞ ∏ m=0 1 1 − q^m .

1.4. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ

îÁÚÏŒÅÍ q-ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_n(q), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ f_n(q) = f_{n−1}(q) + q^nf_{n−2}(q) É ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ f_0 = 1, f_1 = 1 + q.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.6.

1. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ (ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ) ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n, É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁŒÎÁ f_n(q).

2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ f_n(q) =^∞ ∑ k=−∞ [ n + 1 − k k ] q q^{k2} .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï.

1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÓÔÁÔÓÕÍÍÕ ’_n(q). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ’_0(q) = 1 É ’_1(q) = 1 + q. œÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n É ÅÝÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ËÁËÉÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÅ n − 2, ÌÉÂÏ ÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÃÅÌÉËÏÍ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n − 1. ïÔÓÀÄÁ ’_n(q) = q^n’_{n−2}(q) + ’_{n−1}(q), É, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ’_n(q) = f_n(q).

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_k = {p_1; : : :; p_k} ⊂ {1; : : :; n}, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p_1 < : : : < p_k . ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ p_1; p_2 − 1; : : :; p_k − k + 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙ, É ÍÙ ÍÏ- ÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P^′_k = {p_1; p_2 − 1; : : :; p_k − k + 1} ⊂ ⊂ {1; : : :; n − k + 1}. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ P_k ↔ P^′_k ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ- ÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n−k+1} É k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n}, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ. îÕÖÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÕÎËÔÁ 1, ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 1.3 É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ŒÅÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ P_k É P^′_k ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ q^{k(k−1)=2}.

îÁÛÁ ÃÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ (1.14). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (ĂËÏÎÅÞ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÁĄ ÜÔÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÀÞÅŒÙÍ ÛÁÇÏÍ Œ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ:

f_n(q) = ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2} [ n + 1 [(n + 1 − 5k)=2] ] q : (1.12)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (1.12) ’_n(q) É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ É ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÌÑ q-ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. òÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ ’_0 = 1 É ’_1 = 1 + q ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ’_n(q) = q^n’_{n−2}(q)+’_{n−1}(q) ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ a^n_k = [(n + 1 − 5k)=2] É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

a^{n−1}_k = { a^n_k − 1; ÅÓÌÉ n − 5k ÎÅÞÅÔÎÏ, a^n_k ; ÅÓÌÉ n − 5k ÞÅÔÎÏ.

(1.13)

éÍÅÅÍ:

’_n(q) = ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2} [ n + 1 a^n_k ] q = ÐÏ (1.4) = ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2} ([ n a^n_k − 1 ] q + q^{ank} [ n a^n_k ] q ) = ÐÏ (1.3) = ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2} ×

× ([ n a^n_k − 1 ] q + q^{ank} [ n − 1 a^n_k ] q + q^n [ n − 1 a^n_k − 1 ] q ) = ÐÏ (1.13)

= q^n’_{n−2}(q) + ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2} ×

× ([ n a^n_k − 1 ] q + q^{ank} [ n − 1 a^n_k ] q ) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ

’_{n−1}(q), Ô.Å. ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2} ([ n a^n_k − 1 ] q + q^{ank} [ n − 1 a^n_k ] q − [ n a^{n−1}_k ] q ) = 0:

òÁÚÏÂØÅÍ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ÎÁ ÄŒÅ | ÐÏ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ n − 5k ÎÅÞÅÔ- ÎÏ, É ÐÏ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ n − 5k ÞÅÔÎÏ:

S_1^{ÐÏ (1.13)}= ∑ n − 5k ÎÅÞÅÔÎÏ

(−1)^kq^{k(5k+1)=2} ×

× ([ n a^n_k − 1 ] q + q^{ank} [ n − 1 a^n_k ] q − [ n a^n_k − 1 ] q ) = = ∑ n − 5k ÎÅÞÅÔÎÏ

(−1)^kq^{k(5k+1)=2+ank} [ n − 1 a^n_k ] q ;

S_2^{ÐÏ (1.13)}= ∑ n − 5k ÞÅÔÎÏ

(−1)^kq^{k(5k+1)=2} ×

× ([ n a^n_k − 1 ] q + q^{ank} [ n − 1 a^n_k ] q − [ n a^n_k ] q ) = ÐÏ (1.4) = ∑ n − 5k ÞÅÔÎÏ

(−1)^kq^{k(5k+1)=2} ×

× ([ n a^n_k − 1 ] q + q^{ank} [ n − 1 a^n_k ] q − [ n − 1 a^n_k − 1 ] q − q^{ank} [ n − 1 a^n_k ] q ) =

= ∑ n − 5k ÞÅÔÎÏ

(−1)^kq^{k(5k+1)=2} ([ n a^n_k − 1 ] q − [ n − 1 a^n_k − 1 ] q ) :

óÄÅÌÁÅÍ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÅ ÚÁÍÅÎÕ k → k − 1 É ÂÕÄÅÍ ÓÕÍÍÉ- ÒÏŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÔÁËÉÍ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ n − 5k ÎÅÞÅÔÎÏ. œ ÜÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ a^n_{k−1} = a^n_k + 2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ∑ n − 5k ÎÅÞÅÔÎÏ

(−1)^kq^{k(5k+1)=2+ank} [ n − 1 a^n_k ] q +

+ (−1)^{k−1}q^{(k−1)(5k−4)=2} ([ n a^n_{k−1} − 1 ] q − [ n − 1 a^n_{k−1} − 1 ] q ) = = ∑ n − 5k ÎÅÞÅÔÎÏ

(−1)^kq^{k(5k+1)=2+ank} [ n − 1 a^n_k ] q −

− (−1)^kq^{(k−1)(5k−4)=2} ([ n a^n_k + 1 ] q − [ n − 1 a^n_k + 1 ] q ) =

= ∑ n − 5k ÎÅÞÅÔÎÏ

(−1)^k ( q^{k(5k+1)=2+ank} [ n − 1 a^n_k ] q − q^{(k−1)(5k−4)=2} [ n − 1 a^n_k + 1 ] q +

+ q^{(k−1)(5k−4)=2} [ n − 1 a^n_k + 1 ] q − q^{(k−1)(5k−4)=2+n−akn−1} [ n − 1 a^n_k ] q ) = = ∑ n − 5k ÎÅÞÅÔÎÏ

(−1)^k [ n − 1 a^n_k ] q (q^{k(5k+1)=2+ank} − q^{(k−1)(5k−4)=2+n−akn−1}) = 0

Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 2a^n_k = n + (k − 1)(5k − 4)=2 − k(5k + 1)=2 − 1, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ n − 5k ÎÅÞÅÔÎÏ.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ | ÓÍ. ÒÉÓ. 3. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÏÂŒÅÄÅÎÎÙÈ ËÒÕÖËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ q-ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ, ŒÚÑÔÙÈ Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ŒÅÓÏÍ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ÄÌÑ q-ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. œÓÑ ËÁÒÔÉÎÁ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ (ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂŒÅÄÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎ- ËÅ); ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÅÄÕÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. îÁ ÒÉÓ. 3 ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ n ÞÅÔÎÏ; ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n ËÁÒÔÉÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ. œÎÁÞÁÌÅ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ÏÂŒÅÄÅÎÎÙÍ òÉÓ. 3. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ

ËÒÕÖËÏÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (1.4). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ŒÅÓÁÍÉ. üÌÅÍÅÎ- ÔÙ, ÏÂŒÅÄÅÎÎÙÅ ËÒÕÖËÏÍ, ÏÓÔÁÀÔÓÑ ËÁË ÅÓÔØ (ÏÎÉ ŒÏÊÄÕÔ Œ ÏËÏÎ- ÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ), Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ | ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1.3). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ ŒÚŒÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏ- ËÉ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (Œ ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ), ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÓÕÍÍÕ Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ŒÅÓÏÍ | ŒÅÓ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÂŒÅÄÅÎÎÙÈ ËÒÕÖËÏÍ, ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ÄÌÑ q-ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, Á ŒÅÓ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ q-ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ f_n(q) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÉÈ ÞÌÅÎÏŒ ÌÉÛØ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ q^n. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ (Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ, Ô.Å. ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ) f_∞(q) = lim_{n→∞} f_n(q). ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.6 É 1.7 ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. œÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ:

f_∞(q) = ∞∑ k=0 q^{k2} (q)_k = ∞∏ m=0 1 (1 − q^{5m+1})(1 − q^{5m+4})

: (1.14)

œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ òÏÄÖÅÒÓÁ{ òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.6 (ÐÕÎËÔ 2) ÓÌÅÄÕ-

ÅÔ, ÞÔÏ f_∞(q) =^∞ ∑ k=−∞ q^{k2} lim_{n→∞} [ n + 1 − k k ] q =^∞ ∑ k=0 q^{k2} (q)_k

(ÞÌÅÎÙ Ó

k < 0 ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (1.12):

f_∞(q) = ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2} lim_{n→∞} [ n + 1 [(n + 1 − 5k)=2] ] q =

= ∞∏ m=0 1 1 − q^m ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2} =

(ÐÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ (1.8) Ó q → q^{5=2}; x → q^{1=2}) = ∞∏ m=0 (1 − q^{5m})(1 − q^{5m+3})(1 − q^{5m+2}) 1 − q^m =

= ∞∏ m=0 1 (1 − q^{5m+1})(1 − q^{5m+4}) : óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k Œ ŒÉÄÅ (ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ) ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÙÅ ÄŒÁ ÉÚ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2, ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ k Œ ŒÉÄÅ (ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ) ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÅÔ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5 ÏÓÔÁÔÏË 1 ÉÌÉ 4.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÒÁŒÎÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ q^k Œ ÌÅ- ŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1.14) É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÕÎËÔÏÍ 1 ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.6.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ q-ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ g_n Ó ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ g_0 = 0, g_1 = 1, ÍÏÖÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.7

ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÌÑ g_n ÔÁËÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ:

g_n(q) = ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k−3)=2} [ n + 1 [(n + 1 − 5k)=2] + 1 ] q ; (1.15)

ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ŒÔÏÒÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.4. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ∞∑ k=0 q^{k2+k} (q)_k = ∞∏ m=0 1 (1 − q^{5m+2})(1 − q^{5m+3})

: (1.16)

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k Œ ŒÉÄÅ (ÎÅ- ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ) ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ 1 É ËÁÖÄÙÅ ÄŒÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2, ÒÁŒ- ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ k Œ ŒÉÄÅ (ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ) ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÅÔ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5 ÏÓÔÁÔÏË 2 ÉÌÉ 3.

§2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ

2.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

îÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ Z ÄÉÒÁËÏŒÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M_e = M ∩ Z_{⩾0} É M_p = Z_{¡0} \ M ËÏÎÅÞÎÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ M_e É M_p ÂÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ É ÐÏÚÉÔÒÏÎÎÏÊ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. œÅÌÉÞÉÎÕ C(M)^{def}= #(M_e)−#(M_p) ÎÁÚÏ- ŒÅÍ ÚÁÒÑÄÏÍ, Á ŒÅÌÉÞÉÎÕ U(M)^{def}= ∑ a∈M_e∪M_p

|a| | ÜÎÅÒÇÉÅÊ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔŒÁ M. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÚÏŒÅÍ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^∞2 , ÂÁÚÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ M = · · ·∧f_{in} ∧f_{in−1} ∧· · ·∧f_{i1} , Œ ËÏÔÏÒÙÈ i_1 > i_2 > : : : É ÎÁÂÏÒ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ M = {i_k} | ÄÉÒÁËÏŒÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÜÎÅÒÇÉÉ É ÚÁÒÑÄÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ · · · ∧ f_{in} ∧ f_{in−1} ∧ · · · ∧ f_{i1} , ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÜÎÅÒÇÉÀ É ÚÁÒÑÄ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ.

îÁÛÅÊ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÃÅÌØÀ ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^∞2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C É U, Ô.Å. ŒÅÌÉÞÉÎÙ

F (t; q) = ∑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÒÁËÏŒÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ M = {i_k }

t^{C(M)}q^{U (M)}:

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒŒÅÄÅÍ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÔÁËÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ:

F_+(t; q) = ∑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÒÁËÏŒÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ M = {i_k } Ó M_p = ∅

t^{C(M)}q^{U (M)};

F_−(t; q) = ∑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÒÁËÏŒÓËÉÍ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ M = {i_k } Ó M_e = ∅

t^{C(M)}q^{U (M)}:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:

F_+(t; q) = ∞∏ m=0 (1 + tq^m) = ∞∑ k=0 t^k q^{k(k−1)=2} (q)_k ; (2.1)

F_−(t; q) = ∞∏ m=1 (1 + q^m=t) = ∞∑ k=0 t^{−k} q^{k(k+1)=2} (q)_k ; (2.2)

F (t; q) = F_+(t; q)F_−(t; q): (2.3)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ìÅŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.1) ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ. ðÒÁŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1.5) ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ n → ∞. æÏÒÍÕÌÁ (2.2) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

œŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÄÉÒÁËÏŒÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M_+ É M_− ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (M_+)_e = M_e, (M_+)_p = ∅, (M_−)_p = M_p, (M_−)_e = ∅, É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C(M) = C(M_+) + +C(M_−) É U(M) = U(M_+) + U(M_−). éÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÄÉÒÁËÏŒÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ É ÐÏÚÉÔÒÏÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ (2.3).

æÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ F (t; q) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ

F_N (t; q) = ∑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÒÁËÏŒÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ M = {i_k },

ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÅ −N .

t^{C(M)}q^{U (M)}:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ

F_N (t; q) = ∞∑ k=−N +1

t^k q^{k(k−1)=2} (q)_{k+N −1} ; (2.4)

F (t; q) = +∞∑ n=−∞ t^nq^{n(n−1)=2} ∞∏ k=1 (1 − q^k)

: (2.5) ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÄÉÒÁËÏŒÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ M = {i_k} ÄÉÒÁËÏŒÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M_N = {i_k + N}. ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ C(M_1) = C(M)+1 É U(M_1) = U(M)+C(M)+1, ÏÔËÕÄÁ, ÐÏ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ, C(M_N ) = C(M)+N É U(M_N ) = U(M)+NC(M)+N(N +1)=2. äÉÒÁËÏŒÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑ- ÝÉÅ −N, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (M_{N −1})_p = ∅. éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

F_+(t; q) = t^{N −1}q^{N (N −1)=2}F_N (tq^N ; q);

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

F_N (t; q) = q^{(N −1)(N −2)=2} t^{N −1}

F_+(t=q^{N −1}; q) =

ÐÏ (2.1) = ∞∑ k=0 t^{k−N +1} q^{k(k−1)=2+(N −1)(N −2)=2−k(N −1)} (q)_k = = ∞∑ k=−N +1

t^k q^{k(k−1)=2} (q)_{k+N −1} :

æÏÒÍÕÌÁ (2.4) ÄÏËÁÚÁÎÁ. æÏÒÍÕÌÁ (2.5) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÅ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÏÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ N → ∞.

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ t^n Œ (2.3) É (2.5), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ⩾ 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ 1 ∞∏ k=1 (1 − q^k) = n∑ s=0 q^{s(s−n)} (q)_s(q)_{n−s} :

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.3) É (2.5) ËÁË ÃÅÌÏÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ: ∞∏ k=1 (1 − q^k )F (t; q)^{ÐÏ (2.5)}= +∞∑ n=−∞ t^nq^{n(n−1)=2} =

ÐÏ (2.1){(2.3) = ∞∏ k=1 (1 − q^k) ∞∏ m=0 (1 + tq^m) ∞∏ l=1 (1 + q^l=t):

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ q → q^2, t → −xq, ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ñËÏÂÉ (1.8).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÎÏ ÎÁ ÎÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÜÔÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ _M = = · · · ∧ f_{in} ∧ f_{in−1} ∧ · · · ∧ f_{i1} ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ f_i, ÍÙ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÓÔÏ f_i. ðÏÓÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÓÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅĄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÎÄÅËÓÙ ÐÒÉ f ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ- ÎÏ ÉÄÕÔ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ | ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ (i) ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É ÍÏÖÅÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÄŒÁÖÄÙ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÎÕÖÎÏ ËÁË ÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ∧ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ | ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ f_i ÎÁ ÐÏÄÏÂÁÀÝÅÅ ÍÅÓÔÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉŒ ÚÎÁË (Á ÅÓÌÉ f_i ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÓÑ Œ _M, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ). äÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ f^∗_{−i} ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ _M ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ĂÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅ ÐÏ f_iĄ (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÉÎÄÅËÓÙ!): ÅÓÌÉ f_i ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ _M, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Á ÅÓÌÉ ŒÈÏÄÉÔ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉŒ ÚÎÁË) É ŒÙÞÅÒËÎÕÔØ.

ðÅÒŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ | ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ËÏÎÅÞÎÏ- ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ), {e_ff} | ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (·; ·). ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ Cl(W; (·; ·)) | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ {e_ff} É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

e_ffe_fi + e_fi e_ff = (e_ff; e_fi): (2.6)

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ {e_ff} ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÂÁÚÉÓ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ f_i (i ∈ Z), É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^∗ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ f^∗_i . îÁ V ⊕ V^∗

ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ⟨·; ·⟩ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

⟨f_i; f_j ⟩ = ⟨f^∗_i ; f^∗_j ⟩ = 0;

⟨f_i; f^∗_j ⟩ = { 1; i + j = 0; 0; i + j ≠ 0:

(2.7)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÁÌÇÅÂÒÕ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ A = Cl(V ⊕ V^∗; ⟨·; ·⟩).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ f_i É f^∗_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^∞2 .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

f_fff_fi + f_fi f_ff = f^∗_fff^∗_fi + f^∗_fi f^∗_ff = 0; f_fff^∗_fi + f^∗_fi f_ff = { 1; ¸ + ˛ = 0; 0; ¸ + ˛ ≠ 0;

(2.8)

É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A. îÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f_i, f^∗_i Ë ŒÁËÕÕÍÎÏ- ÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v = · · · ∧ f_{−2} ∧ f_{−1}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A: ~^∞2 → ~^∞2 , ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀ- ÝÉÊ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ f_i, f^∗_i , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

2.2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ

üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ | ÓÌÕÖÅÂÎÙÊ. íÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÚÄÅÓØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ- ÎÑÔÉÑ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊ- ÛÅÍ.

ðÕÓÔØ g | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÏ- ÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ g Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ —: g → End(W )=C Id. äÌÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ — ŒÓÅÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ (ÈÏÔÑ É ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ) ÅÇÏ

ÐÏÄÎÑÔÉÅ ~— | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g → End(W ), ÚÁÍÙËÁÀÝÅÅ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ g ¯ � � � � �^{~¯} � End(W ) � � � � End(W )=C Id :

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ~— ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ: ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ! : g∧g → C , ÞÔÏ

[~—_A; ~—_B] = ~—_{[A;B]} + !(A; B) Id : (2.9)

äŒÁ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ~—^{(1)} É ~—^{(2)} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ —, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ ’: g → C , ÞÔÏ ~—^{(2)}_A = ~—^{(1)}_A + ’(A) Id.

ìÅÍÍÁ 2.1. õÓÌÏŒÉÅ (2.9) ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ — ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË- ÃÉÑ ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ 2-ËÏÃÉËÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g, Ô.Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ

!([A; B]; C) + !([B; C]; A) + !([C; A]; B) = 0: (2.10)

åÓÌÉ ~—^{(1)} É ~—^{(2)} | ÄŒÁ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ —, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÃÉËÌÙ !_1 É !_2 ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ:

!_1(A; B) − !_2(A; B) = ’([A; B]): (2.11)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ~— | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ —. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (2.10) ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ:

0 = [[~—_A; ~—_B]; ~—_C ] + [[~—_B; ~—_C ]; ~—_A] + [[~—_C ; ~—_A]; ~—_B] = = ~—_{[[A;B];C]} + ~—_{[[B;C];A]} + ~—_{[[C;A];B]} + + !([A; B]; C) + !([B; C]; A) + !([C; A]; B) = = !([A; B]; C) + !([B; C]; A) + !([C; A]; B):

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ! | 2-ËÏÃÉËÌ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —^{def}= ~—=C Id ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, Ô.Å. ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ~—^{(2)}_A = ~—^{(1)}_A + ’(A) Id. éÍÅÅÍ:

[~—^{(1)}_A ; ~—^{(1)}_B ] = [~—^{(2)}_A − ’(A) Id; ~—^{(2)}_B − ’(B) Id] = [~—^{(2)}_A ; ~—^{(2)}_B ] =

= ~—^{(2)}_{[A;B]} + !(A; B) Id = ~—^{(1)}_{[A;B]} + (!(A; B) + ’([A; B])) Id:

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ — ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ 2-ËÏÃÉËÌ !_{~¯}, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÇÒÁÎÉÃÙ, Ô.Å. ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ p_¯ = [!_{~¯}] ∈ H^2(g). üÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÏÔÌÉÞÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÏÔ ĂÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏĄ (ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ):

ìÅÍÍÁ 2.2. ëÌÁÓÓ p_¯ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ — ÉÍÅÅÔ ÐÏÄÎÑÔÉÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ĂÔÏÇÄÁĄ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍ- ÍÙ 2.1. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ p_¯ = 0, É ÐÕÓÔØ ~— | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÐÏÄÎÑ- ÔÉÅ —. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ !_{~¯}(A; B) = ’([A; B]) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ’. æÏÒÍÕÌÁ A → ~—(A)+’(A) Id ÚÁÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÏÄ- ÎÑÔÉÅ.

áÌÇÅÂÒÕ ìÉ h ÎÁÚÏŒÅÍ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ) ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g, ÅÓÌÉ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ h = g ⊕ C c, ÇÄÅ c ∈ h | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË:

[A; B]_h = [A; B]_g + !(A; B)c (A; B ∈ g); (2.12) [A; c] = 0 (A ∈ g):

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÜÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ 0 → C → h → g → 0, ÇÄÅ C ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ Ó ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÏÒÏÍ.

äŒÁ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ h_1 É h_2 ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ ìÉ g ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ’ ∈ g^∗, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → A + ’(A)c_2, c_1 → c_2 | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ h_1 → h_2.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. òÁŒÅÎÓÔŒÏ (2.12) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (Ô.Å. [·; ·]_h ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ! | 2-ËÏÃÉËÌ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ ìÉ g. ëÏÃÉËÌÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍ, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÏÊ É ÐÏ ÓÕÔÉ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 2.1. ðÒÉÞÉÎÏÊ ÜÔÏÇÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ — ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉ- ÅÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ g Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÃÉËÌÁ !_¯. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑÍ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ | ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ | ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÃÉËÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔØ ËÏÃÉËÌÁ ÎÕÌÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ É ÉÈ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, É ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅÒÍÉÎ ĂÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅĄ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ~—, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÅÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (2.9).

2.3. ïÂÏÂÝÅÎÎÏ-ÑËÏÂÉÅŒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W Ó ÂÁÚÉÓÏÍ f_i, i ∈ Z. íÎÏÖÅÓÔŒÏ End(W ) ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ (ŒÏ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ) ÍÁÔÒÉÃ a_{ij} (i; j ∈ Z), ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (AB)_{ij} = ∑ k∈Z A_{ik}B_{kj}

| ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ. îÁÚÏŒÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ a_{ij} ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-ÑËÏÂÉÅŒÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÓŒÏÅ), ÞÔÏ a_{ij} = 0 ÐÒÉ |i − j| ⩾ N. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÏ-ÑËÏÂÉÅŒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ End(W ) ÁÓÓÏÃÉÁ-

ÔÉŒÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ É ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ [A; B] = AB−BA. üÔÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ a_∞. îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ a_∞ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^∞2 ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ diag_p({a_k}) ÍÁÔÒÉÃÕ A, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ: Af_i = a_if_{i+p} (Ô.Å. ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÏÑÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ p-Ê ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —: a_∞ → End(~^∞2 ) ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ A = diag_p({a_k}), Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÇÏ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏ- ÓÔÉ ÎÁ ŒÓÀ a_∞. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ —_A ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÐÒÁŒÁ.

ðÒÉ p ≠ 0 ÐÏÌÏÖÉÍ

—_A = ∑ k∈Z a_kf_k f^∗_{p−k} = − ∑ k∈Z a_kf^∗_{p−k} f_k : (2.13)

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ: ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ _M ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÔ ÎÕÌÅÍ (ÓÐÒÁŒÁ!) ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ f_kf^∗_{p−k} , Œ ËÏÔÏÒÙÈ k < min M_p ÉÌÉ p − k < − max M_e. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ðÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 2.3.

ðÒÉ p = 0 ÆÏÒÍÕÌÁ (2.13), ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÁ | ÏÂÁ ÒÑÄÁ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ. þÔÏÂÙ ÓÐÒÁŒÉÔØÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ĂÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f_k; f^∗_{−k} (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ ÄŒÏÅÔÏ- ÞÉÑÍÉ), ÐÏÌÁÇÁÑ

—_A = ∑ k∈Z :a_kf_k f^∗_{−k} :^{def}= ∑ k¡0 a_kf_k f^∗_{−k} − ∑ k⩾0 a_k f^∗_{−k} f_k: (2.14)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ fi_p ÏÐÅÒÁÔÏÒ W → W , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ fi_pf_i = f_{i+p}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, fi^{−1}_p = fi_{−p}, Á ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ (2.7)) ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË: fi^∗_p f^∗_i = f^∗_{i−p}.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ —_A, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (2.13) É (2.14), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ):

[—_A; f_i] = fi_{−p}Afi_p(f_i); (2.15) [—_A; f^∗_i ] = −fi^∗_p A^∗fi^∗_{−p}(f^∗_i ): (2.16) úÄÅÓØ Af_i ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Ë ŒÅË- ÔÏÒÕ f_i. òÅÚÕÌØÔÁÔ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ f_j | ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔ- ÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ~^∞2 . A^∗f^∗_i ÉÍÅÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ; A^∗ | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ A = diag_p({a_k}), p ≠ 0. ôÏÇÄÁ

[—_A; f_i] = ∑ k a_k (f_kf^∗_{p−k} f_i − f_if_k f^∗_{p−k})^{ÐÏ (2.8)}= a_{i+p}f_{i+p} = fi_{−p}Afi_p(f_i):

ðÒÉ A = diag_0({a_k}), Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ f_i ÎÁ f^∗_i ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ — ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ a_∞ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^∞2 .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ —_{[A;B]} − [—_A; —_B] ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ f_i, f^∗_i . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.3 ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ !(A; B).

œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ ËÏÃÉËÌ !(A; B) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ∈ a_∞ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^{+ def}= P AP , ÇÄÅ P | ÐÒÏÅËÔÏÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

P f_k = { f_k; k < 0; 0; k ⩾ 0:

(2.17)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A; B ∈ a_∞ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ [A^+; B^+]−[A; B]^+ | ÆÉÎÉÔÎÙÊ (Ô.Å. ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ:

!(A; B) = Tr([A^+; B^+] − [A; B]^+): (2.18)

ëÏÃÉËÌ ! ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÒÁÎÉÃÅÊ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ — ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÕ (2.18) ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Œ ÓÌÕÞÁÅ A = diag_p({a_k}); B = diag_q({b_k}). ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ p + q ≠ 0. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ [A^+; B^+] É [A; B]^+ ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÉÛØ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ p + q. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (2.18) ÒÁŒÎÁ 0. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ !(A; B) ÐÏÄÅÊÓÔŒÕÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ —_{[A;B]} − [—_A; —_B] ÎÁ ŒÁËÕÕÍÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v = · · · ∧ f_{−2} ∧ f_{−1}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÚÁÒÑÄÁ p + q É −p − q. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÒÑÄ ÓÁÍÏÇÏ v ÒÁŒÅÎ 0, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p = −q > 0. ôÏÇÄÁ:

A^+f_k = { a_kf_{k+p}; k < −p; 0; k ⩾ −p;

B^+f_k = { b_kf_{k−p}; k < 0; 0; k ⩾ 0; [ A^+; B^+ ] f_k =

(a_{k−p}b_k − a_kb_{k+p})f_k ; k < −p; a_{k−p}b_kf_k; −p ⩽ k < 0; 0; k ⩾ 0;

[A; B]^+ f_k = { (a_{k−p}b_k − a_k b_{k+p})f_k; k < 0; 0; k ⩾ 0:

ðÏÜÔÏÍÕ

Tr([A^+; B^+] − [A; B]^+) = p−1∑ k=0 a_{k−p}b_k: (2.19)

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ !(A; B) ÐÏÄÅÊÓÔŒÕÅÍ —_{[A;B]} −[—_A; —_B] ÎÁ ŒÁËÕ- ÕÍÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v = · · · ∧ f_{−2} ∧ f_{−1}. ðÏÓËÏÌØËÕ [A; B] = diag_0({c_k}) (ÇÄÅ c_k = a_{k−p}b_k − b_{k+p}a_k), ÏÐÅÒÁÔÏÒ —_{[A;B]} = ∑ k⩾0 c_kf^∗_{−k} f_k − − ∑ k¡0 c_kf_kf^∗_{−k} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ v ÎÕÌÅÍ. ïÐÅÒÁÔÏÒ —_A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË:

v—_A = −1∑ k=−p

c_k : : : f_{k−1} ∧ ^f_k ∧ f_{k+1} ∧ · · · ∧ f_{−1} ∧ f_{k+p};

ÏÔËÕÄÁ v—_A—_B = (_{p−1} ∑ k=0 a_{k−p}b_k ) v. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

v—_B = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (2.18).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A = diag_1({1}) É B = = diag_{−1}({1}). ïÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ: AB = BA = Id. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅ- ÍÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.18) !(A; B) = 1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ !(A; B) = ’([A; B]) ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ | ËÏÃÉËÌ ! ÎÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÎ ÎÕÌÀ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ _A | ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ ìÉ a_∞ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^∞2 , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ (2.15), (2.16). ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ _A − —_A ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ f_i É f^∗_i , É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, _A = —_A + ’(A) Id, ÇÄÅ ’ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ a_∞ Œ ~^∞2 , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏ —. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

2.4. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ: V -ËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ðÏÎÑÔÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-ÑËÏÂÉÅŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÉÍÅÅÔ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË | ÎÅÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÓÔØ: ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A: W → W ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ- ÑËÏÂÉÅŒÏÊ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W (ËÏÔÏÒÏÅ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÍ). òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ a_∞, ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V É ÎÁ- ÚÏŒÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A: W → W V -ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ (A(V ) + V )=V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. V -ËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ End(W ), ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ End_V (W ).

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ W ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ f_i, i ∈ Z, Á ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ŒÓÅÍÉ f_i Ó i < 0, ÍÁÔÒÉÃÙ V -ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. þÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏ- ÎÅÞÎÏ.

òÉÓ. 4. V -ËÏÎÅÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ É ËÏÃÉËÌ !_P

2. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ÐÒÉ i < −N, j > N ÜÌÅÍÅÎÔ a_{ij} ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

óŒÏÊÓÔŒÏ 1 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ A ∈ End(W ). óŒÏÊÓÔŒÏ 2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÙÊ ŒÅÒÈÎÉÊ ÕÇÏÌ, ÚÁÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 4, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ 1, 2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉ- ÍÙÍÉ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ V -ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-ÑËÏÂÉÅŒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ V -ËÏÎÅÞÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ End_V (W ) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ a_∞.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P : W → W | (ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ) ÐÒÏÅËÔÏÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P W = V . úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ W ÂÁÚÉÓ e_ff (¸ ∈ W) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_ff (¸ ∈ V) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V ⊂ W. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Tr A ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ.

ìÅÍÍÁ 2.3. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ A ∈ End(W ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ [P; A] ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄ, ÒÁŒÎÙÊ ÎÕÌÀ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÍÅÅÍ:

P Ae_ff = ∑ fi∈W\V a_{fffi}e_fi ;

AP e_ff = ∑ fi∈W a_{fffi}e_fi ; ¸ ∈ V;

0; ¸ =∈ V:

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ [P; A] ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ.

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2.2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. ðÕÓÔØ A; B ∈ End_V (W ). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ

!_P (A; B) = Tr([P AP; P BP ] − P [A; B]P ) = = Tr(P [A; P ]B − P [B; P ]A) (2.20)

ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ 2-ËÏÃÉËÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ End_V (W ).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ AV; BV ⊂ V ⊕ E, ÇÄÅ E | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ e_{fi1} ; : : :; e_{fiN} (ÇÄÅ ˛_1; : : :˛_N ∈ W \ V). ôÏÇÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏŒÅ- ÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ:

!_P (A; B) = N∑ i=1 ∑ ff∈V (b_{fffii} a_{fiiff} − a_{fffii} b_{fiiff}): (2.21)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˛ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ a_{fiff}, b_{fiff} ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÁ. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ (2.10) ÄÌÑ 2-ËÏÃÉËÌÁ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉ- ÅÍ. œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (2.20) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.3, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ P AP B É P BP A.

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ f_i, i ∈ Z, Á ÐÒÏ- ÅËÔÏÒ P ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.17), ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ (2.21) ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÒÉÓ. 4: Œ ÚÁÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÒÉÃ A É B ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, É ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÕÍÍÕ ŒÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A É B, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ ĂÕÇÌÅĄ É Œ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÅÍÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÃÉËÌ ! ÍÏÖÎÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ a_∞. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ V -ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ —_A ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏ- ÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

—_A = ∞∑ p=−∞ ∑ k a_{k;p−k} :f_kf^∗_{p−k} :

(ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ É Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.14)). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ: ÐÒÉ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ —_A ÎÁ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÒÑ- ÄÁ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌÅÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ 2.1 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ —: End_V (W ) → End(~^∞2 ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÃÉËÌ ÒÁŒÅÎ !.

ìÅÍÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ P_1 É P_2 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ: P_1P_2 = P_2P_1 = 0, É ÐÕÓÔØ A; B ∈ End_V (W ) ËÁË ÄÌÑ V = V_1 = = P_1W , ÔÁË É ÄÌÑ V = V_2 = P_2W . ôÏÇÄÁ Tr[P_1A; P_2B] = 0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÂÅÒÅÍ Œ W ÂÁÚÉÓ e_ff ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V_1 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ e_ff, ¸ ∈ V_1, Á V_2 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ e_ff, ¸ ∈ V_2. ôÏÇÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ

Tr P_1AP_2B = Tr P_2BP_1A = ∑ ff∈V_1;fi∈V_2

a_{fffi}b_{fiff}:

õÓÌÏŒÉÅ A; B ∈ End_{V1} (W ) ∩ End_{V2} (W ) ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ. ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.

åÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ P_1 É P_2 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ P_1 +P_2 ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6. îÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒ End_{P1V} (W ) É End_{P2 V} (W ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ !_{P1 +P2} = !_{P1} + !_{P2} .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ Œ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ (2.20)

!_{P1 +P2} (A; B) =

= Tr((P_1 + P_2)[A; P_1 + P_2]B − (P_1 + P_2)[B; P_1 + P_2]A) = = !_{P1} (A; B) + !_{P2} (A; B) +

+ Tr(P_1[A; P_2]B − P_1[B; P_2]A + P_2[A; P_1]B − P_2[B; P_1]A) = = !_{P1} (A; B) + !_{P2} (A; B) + Tr[P_1A; P_2B] + Tr[P_2A; P_1B] = = !_{P1} (A; B) + !_{P2} (A; B)

ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.4.

åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = P W ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ËÏÃÉËÌ !_P , ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ (2.20), ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÎ ÎÕÌÀ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.6 ŒÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÏÒ P^′ ÐÏÄÞÉÎÅÎ ÐÒÏÅËÔÏÒÕ P (Ô.Å. P^′W ⊂ P W ), É ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P W=P^′W ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ËÏÃÉËÌÙ !_P É !_P ′ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ËÏÃÉËÌÙ ŒÉÄÁ !_P ÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÁÌÇÅÂÒÅ End_V (W ) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÉÓÁÔØ !_V ŒÍÅÓÔÏ !_P , ÅÓÌÉ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ËÏÃÉËÌÁ.

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁ ĂÍÏÄÅÌØÎÏÍĄ ÐÒÉÍÅ- ÒÅ. ðÕÓÔØ E | (ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, É p_1; : : :; p_n ∈ E. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ E ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! ÔÉÐÁ (1; 0), ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÏÌÀÓÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÁÈ p_1; : : :; p_n, É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÅÅ ŒÙ- ÞÅÔÏŒ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ (ÆÏÒÍÁ ÔÉÐÁ (1; 0) ÎÁ ËÒÉŒÏÊ, Ô.Å. ÏÄ- ÎÏÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÍËÎÕÔÁ); ÎÁÛÁ ÃÅÌØ, ÏÄÎÁ- ËÏ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ (ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÒÉŒÙÈ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ).

œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ W ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^n, ÇÄÅ L | ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ V ⊂ W | ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K^n, ÇÄÅ K ⊂ L | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÑÄÏŒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ z. ðÒÏÅËÔÏÒ P : W → V ĂÏÔÒÅÚÁÅÔĄ ÇÌÁŒ- ÎÕÀ ÞÁÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÑÄÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ E, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÌÀÓÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÁÈ p_1; : : :; p_n. úÁ- ÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ p_i ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ z, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F → W : ÆÕÎË- ÃÉÉ a(z) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÅÅ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÉÈ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ p_1; : : :; p_n. ïÂÒÁÚ F ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ F.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÐÏÞÔÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍĄ Ë ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ V . á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X = V ∩ F ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ (ÇÌÏ- ÂÁÌØÎÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ), Á ËÏ-

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y = V + F ËÏÎÅÞÎÁ | ÒÁŒÎÁ ÒÏÄÕ g ËÒÉŒÏÊ E.

æÏÒÍÁ ÔÉÐÁ (1; 0) ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ! = f dg, ÇÄÅ f; g | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ E, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ f; g ∈ F . œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÙ M_a ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ a ∈ F : i-Ñ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÕÍÎÏÖÁ- ÅÔÓÑ ÎÁ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ a(z) Œ ÔÏÞËÅ p_i. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÀ 3.1 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÙÞÅÔÏŒ ÒÁŒÎÁ !_V (M_f ; M_g). óÏÇÌÁÓÎÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.6, ÉÍÅÅÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÇÒÁÎÉÃ: !_V +!_F = !_Y −!_X = −!_W = 0. îÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ M_f É M_g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÇÒÁÎÉÃÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (M_f ; M_g) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ !_V (M_f ; M_g) = −!_F (M_f ; M_g). œŒÉÄÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ M_f (F) = M_g(F) = F ÐÏÌÕÞÁÅÍ !_F (M_f ; M_g) = 0, ÞÔÏ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

§3. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ É œÉÒÁÓÏÒÏ

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.4 ËÏÃÉËÌ ! ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØ- ÎÏÅ (Ô.Å. ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ) ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅ a_∞ ÁÌÇÅÂÒÙ a_∞ É ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^∞2 . œ ÄÁÎÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅ- ÂÒÙ a_∞ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÔÉ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÃÉËÌÁ !.

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ f_i, Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÏÒÁ- ÎÁ C [z; z^{−1} ], ÏÔÏÂÒÁÖÁÑ f_i → z^i. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ z É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ddz ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-ÑËÏÂÉÅŒÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D =^N ∑ k=0 u_k(z) ( d dz )_k

, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ u_k (z)

| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÏÒÁÎÁ. áÌÇÅÂÒÁ ÔÁËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ Dif(S^1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ Dif(S^1) ,→ a_∞. ëÏÃÉËÌ ! ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÃÅÎÔÒÁÌØ- ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. îÉÖÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

3.1. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ

îÁÞÎÅÍ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ M_u ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ u.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

!(M_{u1} ; M_{u2} ) = − Res_{z=0} u_1(z)du_2(z): (3.1)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁŒÅÎÓÔŒÏ (3.1) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ ÄÌÑ u_1 = z^p, u_2 = z^q. éÍÅÅÍ:

Res_{z=0} z^pdz^q = { −p; p + q = 0; 0; p + q ≠ 0:

œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.19)

!(M_{u1} ; M_{u2} ) = p−1∑ k=0 1 = p; p + q = 0;

0; p + q ≠ 0:

ðÒÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ A → —_A ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ M_zk ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ E_k, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

E_k = ∞∑ ff=−∞ f_fff^∗_{k−ff} = − ∞∑ ff=−∞ f^∗_fff_{k−ff}; (3.2)

E_0 = ∞∑ ff=−∞ :f_fff^∗_{−ff}:^{def}= −1∑ ff=−∞ f_fff^∗_{−ff} − ∞∑ ff=0 f^∗_{−ff}f_ff: (3.3)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ E_k ÔÁËÏŒÙ:

[E_k; E_l] = { k; k + l = 0; 0; k + l ≠ 0:

(3.4)

ðÕÓÔØ W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ w_i É ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (·; ·). áÌÇÅÂÒÏÊ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ Heis(W; (·; ·)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ w_i É c É ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ [w_i; w_j] = (w_i; w_j)c;

[w_i; c] = 0:

(3.5)

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E_i, i ∈ ZÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

(E_i; E_j) = { i; i + j = 0; 0; i + j ≠ 0:

(3.6)

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ M_u ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ Dif(S^1) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅ- ÂÒÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ C [z; z^{−1} ]. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.1 ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ëÏÃÉËÌ (3.1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÃÅÎÔÒÁÌØ- ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ C [z; z^{−1} ], ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÅ çÅÊÚÅÎ- ÂÅÒÇÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (3.6), É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^∞2 . ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ c Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

éÚÕÞÉÍ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÑÅÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ _ME_k = ∑ ff a_ff _{Mff} . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ¸

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_ff | ÃÅÌÙÊ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, C(M_ff) = C(M), U(M_ff) = U(M) + k. ïÐÅÒÁÔÏÒ E_0 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ E_0 _M = −C(M) _M.

ëÏÒÏÞÅ ÜÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ E_k ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÁÒÑÄ É ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÜÎÅÒÇÉÀ ÎÁ k. éÚ ÜÔÏ- ÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ: ŒÓÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^∞2^{+n}, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ- ÍÉ _M Ó C(M) = n, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ. œÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^∞2^{+n} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ H_n. îÉÖÅ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ H_n ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ | Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÅ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ E_k (ËÏÔÏÒÙÅ, ËÓÔÁÔÉ, ÅÓÔØ —_{øk} ), ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑ:

[E_k; f_l] = f_{k+l}; [E_k; f^∗_l ] = −f^∗_{k+l}: (3.7)

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ H_n ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A: ~^∞2 → ~^∞2 , ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀ- ÝÉÊ ÓÏ ŒÓÅÍÉ E_i, ÕÍÎÏÖÁÅÔ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ _M ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÏÔ C(M).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 3.1.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^∞2^{+n} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ v = = · · · ∧ f_{n−2} ∧ f_{n−1} Ó ÜÎÅÒÇÉÅÊ U(v) = n(n − 1)=2. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ E_iv = 0, ÅÓÌÉ i < 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ w ∈ ~^∞2^{+n} ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ w = P (E_1; E_2; : : :)v, ÇÄÅ P (x_1; x_2; : : :) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). éÚ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ.

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÉÚ P (E_1; E_2; : : :)v = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ P ≡ 0. éÚ (3.4) ŒÙÔÅËÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ i > 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [E_{−i}; P (E_1; E_2; : : :)] = −i @P@E_i . ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ P (E_1; E_2; : : :)v = 0,

ÔÏ É @P

@E_i

(E_1; E_2; : : :)v = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i > 0. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏ, ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁŒ ÅÇÏ ÄÏÌÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ v = 0.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÒÉÐÉÛÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ E_i ÓÔÅÐÅÎØ i; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÅÐÅÎØ ÍÏÎÏÍÁ E^{ff1}_{i1} : : : E^{ffs}_{is} ÒÁŒÎÁ deg(E^{ff1}_{i1} : : :E^{ffs}_{is} ) =

=^s ∑ p=1 ¸_pi_p. ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.2 ÅÓÌÉ P | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ, ÔÏ P (E_1; E_2; : : :)v ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ Ó ÜÎÅÒÇÉÅÊ n(n − 1)=2 + deg P . þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÅ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÚÁÒÑÄÏÍ n É ÜÎÅÒÇÉÅÊ n(n − 1)=2 + d.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ d ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ’(d) ÞÉÓÌÁ d Œ (ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ) ÓÕÍÍÕ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÅÓÔØ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

˘(q) = ∑ d ’(d)q^d = ∞∏ k=1 1 1 − q^k

: (3.8)

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÚÁÒÑÄÁ n É ÜÎÅÒÇÉÉ m ÒÁŒÎÁ ËÁË ÒÁÚ q^{n(n−1)=2}˘(q).

æÏÒÍÁ (3.6) ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ | ÅÅ ÑÄÒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ É ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ E_0. ðÏÜÔÏÍÕ ÃÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ ÄŒÕÍÅÒÅÎ, ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ E_0 É ÜÌÅÍÅÎÔ c. üÌÅÍÅÎÔ c ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ H_n ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, Á E_0, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.2, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅÍ ÎÁ −n. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ H_˘, ÇÄÅ – ∈ C ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ v = v_˘ ∈ H_˘ (ĂÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅĄ), ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E_i Ó i < 0 ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌÅÍ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ E_0 | ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅÍ ÎÁ –, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E_i Ó i > 0 | ÓŒÏÂÏÄÎÏ, Ô.Å. ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ w ∈ H_˘ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w = P (E_1; E_2; : : :)v. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ H_˘ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E_0 ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÉÔ ÃÅÎÔÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ, ÏÎ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ H_˘ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅÍ ÎÁ ÓËÁÌÑÒ | ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÜÔÏÔ ÓËÁÌÑÒ ÒÁŒÅÎ –.

3.2. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. óÎÁÞÁÌÁ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅ- ÎÁ | ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÑÍ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ Dif ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ Vect Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ [ v_1(z) ddz ; v_2(z) ddz ] = (v_1(z)v^′_2(z) − v^′_1(z)v_2(z)) ddz :

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ! ( v_1(z) ddz ; v_2(z) ddz ) = − 112 Res_{z=0} v^{′′}_1 (z)v^′_2(z): (3.9)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ (ÓÒ. ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ 3.1).

ðÒÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ A → —_A ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ z^{p+1} ddz ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_p, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

L_p = ∑ ff ¸f_fff^∗_{p−ff} (3.10)

ÐÒÉ p ≠ 0 É

L_0 = ∑ ff :¸f_fff^∗_{−ff}:^{def}= ∑ ff¿0 ¸f_fff^∗_{−ff} − ∑ ff¡0 ¸f^∗_{−ff}f_ff = = ∑ ff¿0 ¸(f_fff^∗_{−ff} + f^∗_fff_{−ff}): (3.11)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.2 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. ïÐÅÒÁÔÏÒ L_p ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÁÒÑÄ É ÕŒÅÌÉÞÉŒÁ- ÅÔ ÜÎÅÒÇÉÀ ÎÁ p. ïÐÅÒÁÔÏÒ L_0 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ L_0 _M = = −U(M) _M.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, −L_0 | ĂÏÐÅÒÁÔÏÒ ÜÎÅÒÇÉÉĄ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ, Œ ËÁËÏÍ −E_0 | ĂÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÒÑÄÁĄ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2).

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ŒÙÐÉÓÙŒÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L_p, ÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÂÝÉÍ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÀ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ìÅÍÍÁ 3.1. æÏÒÍÕÌÁ

T_{˘¯} ( v(z) ddz ) = v(z) ddz + –M_v′_{(z)} + z̄ M_{v(z)} (3.12)

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄŒÕÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÈ ŒÌÏ- ÖÅÎÉÊ Vect Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, Ô.Å. ÐÒÏŒÅÒËÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ [ T_{˘¯} ( v_1(z) d dz ) ; T_{˘¯} ( v_2(z) d dz )] = T_{˘¯} ([ v_1(z) d dz ; v_2(z) d dz ]) ; ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ĂéÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊĄ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.12) ÚÁËÌÀÞÁ- ÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ ÓÔÅÐÅÎÉ –, ÉÍÅÀÝÉÈ Œ ÎÕÌÅ ÐÏÌÀÓ É ŒÅÔŒÌÅ-

ÎÉÅ, Ô.Å. ÎÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ŒÉÄÁ u(z)z^¯(dz)^˘, ÇÄÅ u(z) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÏÒÁÎÁ, Á – É — | ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÜÔÏ ÔÁËÏŒÏ:

v(z) ddz (u(z)z^¯(dz)^˘) =

= (v(z)u^′(z)z^¯ + —v(z)u(z)z^{¯−1} + –v^′(z)u(z)z^¯)(dz)^˘ =

= T_{˘¯} ( v(z) ddz ) u(z)z^¯(dz)^˘:

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÉ A → —_A ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T_{˘¯} ( z^{p+1} d dz ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ L^{˘;¯}_p = ∑ k (k + –p + – + —):f_kf^∗_{p−k} : : (3.13)

æÏÒÍÕÌÁ (2.19) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ !(L^{˘;¯}_p ; L^{˘;¯}_q ) = 0, ÅÓÌÉ p + q ≠ 0, É !(L^{˘;¯}_p ; L^{˘;¯}_{−p} ) = −p^3

12(˘ − 1=2)^2 − 1

12 + p

12(¯ − 1=2)^2 − 1 12 : (3.14)

áÌÇÅÂÒÏÊ œÉÒÁÓÏÒÏ Vir ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ L_p, p ∈ ZÉ c, Ó ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

[L_p; L_q] =

(q − p)L_{p+q}; p + q ≠ 0;

−2pL_0 + p^3 − p12 c; p + q = 0;

[L_p; c] = 0:

(3.15)

œ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ c ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÙÍ ÚÁÒÑÄÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÁË- ÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ Vir =C c ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ Vect(S^1) ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ C c ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ìÏÒÁÎÁ (L_p → z^{p+1} ddz ). ðÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁ œÉÒÁÓÏÒÏ | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Vect(S^1).

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. ëÏÃÉËÌ (3.14) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Vect(S^1), ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ (– − 1=2)^2 ≠ 1=12 ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ ÁÌÇÅÂÒÅ œÉÒÁÓÏÒÏ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÚÁÒÑÄ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÒÁ- ŒÅÎ 12(– − 1=2)^2 − 1.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ’: Vect(S^1) → C , ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ z ddz

ÒÁŒÅÎ 1, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ z^{p+1} ddz ÒÁŒÅÎ 0. ôÏÇÄÁ

’ ([ z^{p+1} ddz ; z^{q+1} ddz ]) = { −2p; p + q = 0; 0; p + q ≠ 0:

ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÃÉËÌ (3.14) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÎ ËÏÃÉËÌÕ

!(L^{˘;¯}_p ; L^{˘;¯}_q ) =

12(˘ − 1=2)^2 − 1 12 (p

3 − p); p + q = 0;

0; p + q ≠ 0:

(3.16)

åÓÌÉ ÖÅ (–−1=2)^2 = 1=12, ÔÏ ËÏÃÉËÌ (3.16) | ÎÕÌÅŒÏÊ, Á ÐÏÌÕ- ÞÁÀÝÅÅÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. œ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (Ô.Å. ÐÒÉ – = 12 ± 1 2 √ 3 ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ Œ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^∞2 ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ Vect(S^1).

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ L^{˘;¯}p Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ E_k, ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ L^{˘;¯}_p ÚÁÄÁÎÙ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (3.13). éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

[L^{˘;¯}_p ; E_k] = kE_{p+k}; p + k ≠ 0;

[L^{˘;¯}_p ; E_{−p}] = −pE_0 + ( – + 12 ) p^2 + ( – + — − 12 ) p: (3.17)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ = – + — É ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓ- ËÁÔØ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ŒÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ L^{˘;¯}_p . ðÕÓÔØ

ÓÎÁÞÁÌÁ 0 ≠ k ≠ −p, ÔÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.7) É ÆÏÒÍÕÌÅ (3.4) ÉÍÅÅÍ:

[L_p; E_k] = ∑ ff ¸[f_fff^∗_{p−ff}; E_k] + (–p + )[E_p; E_k] = = ∑ ff ¸(−f_{k+ff}f^∗_{p−ff} + f_fff^∗_{p+k−ff}) = − ∑ ff (k + ¸)f_{k+ff}f^∗_{p−ff} + + ∑ ff ¸f_fff^∗_{p+k−ff} + k ∑ ff f_{k+ff}f^∗_{p−ff} = kE_{p+k}:

ðÒÉ k = 0, p ≠ 0 É k ≠ 0, p = 0 ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ. ðÒÉ k = −p ÉÍÅÅÍ:

[L_p; E_{−p}] = ∑ ff¡0 ¸[f_fff^∗_{p−ff}; E_{−p}] − − ∑ ff⩾0 ¸[f^∗_{p−ff}f_ff; E_{−p}] + (–p + )[E_p; E_{−p}] = = − ∑ ff¡0 ¸f_{−p+ff}f^∗_{p−ff} + ∑ ff¡0 ¸f_fff^∗_{−ff} − − ∑ ff⩾0 ¸f^∗_{−ff}f_ff + ∑ ff⩾0 ¸f^∗_{p−ff}f_{−p+ff} + (–p^2 + p):

úÁÍÅÎÑÑ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ É ÞÅÔŒÅÒÔÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ¸ − p → ¸, ÐÏÌÕÞÉÍ: [L_p; E_{−p}] = ∑ ff¡0 ¸f_fff^∗_{−ff} − ∑ ff⩾0 ¸f^∗_{−ff}f_ff − ∑ ff¡−p

(¸ + p)f_fff^∗_{−ff} + + ∑ ff⩾−p (¸ + p)f^∗_{−ff}f_ff + (–p^2 + p) = = −p ∑ ff¡0 f_fff^∗_{−ff} + p ∑ ff⩾0 f^∗_{−ff}f_ff − − −1∑ ff=−p

¸(f_fff^∗_{−ff} + f^∗_{−ff}f_ff) + (–p^2 + p) = = −pE_0 + (– + 12 )p^2 + ( − 12 )p:

3.3. åÝÅ ÏÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ

îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ËÏÎÃÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.1 ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ H_˘ ŒÅÓØÍÁ ÓÈÏÄÎÏ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.1 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ Œ ~^∞2 : Œ ÏÂÏÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ÅÓÔØ ĂÓÔÁÒÛÉÊ ŒÅËÔÏÒĄ (v É · · · ∧ f_{−2} ∧ f_{−1} ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ), ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E_i (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, f_i, f^∗_i ) Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ i ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌÅÍ, Á Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ i | ÓŒÏÂÏÄÎÏ, ÐÏÄÞÉÎÑÑÓØ ÔÏÌØËÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ- ÓÔÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ). üÔÏ ÎÁÔÁÌËÉŒÁÅÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ, ÐÏÄÏÂÎÙÈ (2.13), (2.14), Ó ÚÁ- ÍÅÎÏÊ f ÎÁ E ÐÒÉŒÅÄÅÔ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^∞2^{+n}. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË; ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ~L^{ff0;œ}_p (p = ±1; ±2; : : :) ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

~L^ff0^{;œ}_p = − 1 2 ∑ s E_sE_{p−s} + (¸_0p + ff)E_p: (3.18)

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ p ≠ 0. ðÒÉ p = 0 ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ:

~L^ff0^{;œ}_0 = − 1 2 ∑ s :E_sE_{−s}: + ffE_0^{def}=

def= − 12 ∑ s⩾0 E_sE_{−s} − 12 ∑ s¡0 E_{−s}E_s + ffE_0: (3.19)

ìÅÍÍÁ 3.2.

[~L^{ff0;œ}_p ; E_k] = { kE_{p+k}; k ≠ −p; −pE_0 + (¸_0p^2 + ffp); k = −p:

(3.20) ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. âÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ŒÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ~L^{ff0;œ}_p . ðÒÉ p ≠ 0 ÉÍÅÅÍ Œ ÓÉÌÕ (3.4)

[~L_p; E_k] = 12 ∑ ff [E_k; E_ffE_{p−ff}] + (¸_0p + ff)[E_p; E_k] = = 1 2 ∑ s [E_k; E_s]E_{p−s} + 1 2 ∑ s E_s[E_k; E_{p−s}] + (¸_0p^2 + ffp)‹_{−p;k} =

= 12 kE_{p+k} + 12 kE_{p+k} + (¸_0p^2 + ffp)‹_{−p;k} =

= kE_{p+k} + (¸_0p^2 + ffp)‹_{−p;k}:

ðÒÉ p = 0 (É k ≠ 0):

[~L_0; E_k] = 12 ∑ s⩾0 [E_k; E_sE_{−s}] + 12 ∑ s¡0 [E_k; E_{−s}E_s] = = 1 2 ∑ s⩾0 [E_k; E_s]E_{−s} + 1 2 ∑ s⩾0 E_s[E_k; E_{−s}] +

+ 12 ∑ s¡0 [E_k; E_{−s}]E_s + 12 ∑ s¡0 E_{−s}[E_k; E_s] = kE_k:

(äŒÁ ÞÌÅÎÁ ÒÁŒÎÙ 0, Á ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁŒÎÙ kE_k=2; ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ÞÌÅÎÙ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁËÁ k.)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. ðÒÉ ¸_0 = –+1=2, ff = —−1=2 ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ L^{˘;¯}_p = ~L^{ff0;œ}_p .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ëÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3.17) É (3.20) ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ¸_0 = –+1=2, ff = —−1=2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_p = L^{˘;¯}_p − ~L^{ff0 ;œ}_p ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ E_k. óÏÇÌÁÓÎÏ óÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_p ÕÍÎÏÖÁÀÔ ËÁ- ÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÅÇÏ ÚÁÒÑÄÁ (É ÏÔ p, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ A_p ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ v = · · ·∧f_{n−2} ∧ ∧f_{n−1} Ó ÚÁÒÑÄÏÍ n. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ vA_p ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÜÎÅÒÇÉÅÊ, ÒÁŒÎÏÊ U(v) + p.

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ p ≠ 0 ŒÅËÔÏÒ v ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ vA_p ÐÏ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ, ÏÔËÕÄÁ A_p = 0. ðÒÉ p = 0 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ v Œ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ vL_0 ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÒÁŒÅÎ − n(n − 1) 2 + —n, Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÄÌÑ ~L_0 ÒÁŒÅÎ − n^22 +ffn. ðÏÜÔÏÍÕ Œ v ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ vA_0 ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ, É A_0 = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ~L^{ff0;œ}p ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎ- ÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

[~L_p; ~L_q] =

(q − p)~L_{p+q} ÐÒÉ p + q ≠ 0; −2p~L_0 + ( 1 12 −¸ 2 0 ) p^3 − ( 1 12 − ff 2 ) p ÐÒÉ p + q = 0:

ðÒÉ ¸^2_0 ≠ 1=12 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ~L^{ff0;œ}_p ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Vect, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÅ œÉÒÁÓÏÒÏ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÚÁÒÑÄ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ ÒÁ- ŒÅÎ 1 − 12 ¸^2_0.

3.4. îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÙ ÁÌÇÅÂÒ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ

É çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÅÊ [·; ·] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÅÅ Z_2-ÇÒÁÄÕÉ- ÒÏŒËÁ A = A_0 ⊕A_1, Á ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [·; ·] ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. ðÕÓÔØ x ∈ A ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÎÏÓÔØ ¸, y ∈ A | ÞÅÔÎÏÓÔØ ˛, z ∈ A | ÞÅÔÎÏÓÔØ ‚ (ÞÅÔÎÏÓÔØ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ 0 ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ A_0 É 1 ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A_1). ôÏÇÄÁ

1) [x; y] + (−1)^{fffi}[y; x] = 0 (ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ);

2) (−1)^{fffi}[[x; y]; z] + (−1)^{fifl}[[y; z]; x] + (−1)^{flff}[[z; x]; y] = 0 (ÓÕÐÅÒ- ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ).

ïÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ | Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ìÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÞÅÔÎÙÅ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^∞2 ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ ŒÉ- ÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ~^∞2^{+2k} É ~^∞2^{+2k+1}, ÐÏÒÏ-

ÖÄÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ó, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÅÔ- ÎÙÍ É ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÚÁÒÑÄÏÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ End(~^∞2 ) ÐÒÅ- ŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ: ÞÅÔÎÙÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÚÁÒÑÄÁ, Á ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ | ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÅÅ. óÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [A; B] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ AB−(−1)^{fffi}BA, ÇÄÅ ¸ | ÞÅÔÎÏÓÔØ A, Á ˛ | ÞÅÔÎÏÓÔØ B.

ðÕÓÔØ g | ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ É h ⊂ g | ÅÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ. îÏÒÍÁ- ÌÉÚÁÔÏÒÏÍ Norm(h; g) ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ h Œ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÅ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x ∈ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

[x; h] ∈ h ∀h ∈ h:

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ Norm(h; g) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ g, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ h Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ.

œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ End(~^∞2 ), Á Œ ËÁÞÅ- ÓÔŒÅ h | ÅÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ f_i, f^∗_i . ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÉÍŒÏÌÏÍ h_0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÔÎÕÀ ÞÁÓÔØ h (ÏÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÁ), Á ÓÉÍŒÏÌÏÍ h_1 | ÎÅÞÅÔÎÕÀ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ Norm(h; g) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ad_x : h → h, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ h → [x; h]. îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ ÞÅÔÎÏÊ É ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÞÁÓÔÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ Norm_1(h; g) ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ h_0 ÎÕÌÅÍ, Á h_1 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ h_0. þÅÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ Norm_0(h; g) ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ ÔÁËÖÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ h_0 ÎÕÌÅÍ, Á h_1 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÕ A ∈ Norm_1(h; g) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ —_A ∈ h^∗_1, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ [A; h] = —_A(h) Id (ÐÒÉ h ∈ h_1), Á ÜÌÅÍÅÎ- ÔÕ A ∈ Norm_0(h; g) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A = ad_A |_{h1} .

œÙÞÉÓÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅÞÅÔÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.7. îÅÞÅÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ Norm_1(h; g) ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏ- ÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ ∑ k (¸_kf_k + ˛_kf^∗_k ), ÇÄÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ N ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ¸_k = ˛_k = 0 ÐÒÉ k > N.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ A ∈ Norm_1(h; g). ðÏÌÏÖÉÍ ¸_k^{def}= —_A(f^∗_{−k} ), ˛_k^{def}= —_A(f_{−k}). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ v ∈ ~^∞2 | ŒÁËÕ-

ÕÍÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Á N ∈ ZÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ É ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ vAf^∗_{−k} = 0 ÐÒÉ k > N (ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ N ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ). ôÏÇÄÁ ¸_kv = v(Af^∗_{−k} + f^∗_{−k} A) = vAf^∗_{−k} = 0, Ô.Å. ¸_k = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˛_k = 0 ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÉÈ k.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~A = ∑ k (¸_kf_k + ˛_kf^∗_k ), ÇÄÅ ¸_k; ˛_k

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ŒÙÛÅ. ôÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ A − ~A | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ~^∞2 , ÁÎ- ÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÊ ÓÏ ŒÓÅÍÉ f_i É f^∗_i . ôÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÞÅÔÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ. æÏÒÍÕÌÁ (2.7) ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ h_1 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ⟨·; ·⟩. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊂ h, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ f_i, f^∗_i Ó i < 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ A ∈ Norm_0(h; g) ÏÐÅÒÁÔÏÒ _A ÑŒÌÑÅÔÓÑ V -ËÏÎÅÞÎÙÍ É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÏÒÍÕ ⟨·; ·⟩.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ËÏÍ- ÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆ- ÆÏÒÄÁ. ðÕÓÔØ A ∈ Norm_0(h; g). ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ f_i (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÄŒÕÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÅÓÔØ xy + yx):

⟨_Af_i; f_j ⟩ + ⟨f_i; ad_A f_j ⟩ = [[x; f_i]; f_j] + [f_i; [x; f_j]] = = xf_if_j − f_ixf_j + f_j xf_i − f_j xf_i + f_ixf_j − f_if_j x + xf_j f_i − f_j xf_i = 0:

œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ f_i ÎÁ f^∗_i ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ V -ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ŒÏÚØÍÅÍ ÔÁËÏÅ N > 0, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k < 0, j > N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ vAf_kf^∗_{−j} = 0, ÇÄÅ v | ŒÁËÕÕÍÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ (ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). ôÏÇÄÁ v[Af_k; f^∗_{−j} ] = vAf_kf^∗_{−j} + vf^∗_{−j} Af_k = 0, ÏÔËÕÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ k < 0 Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ Af_k ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ f_i, f^∗_i ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÙ f_i Ó i > N. ïÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ f^∗_i Ó i > N, Á ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ ÐÒÏ Af^∗_k ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ñŒÎÙÊ ŒÉÄ ÞÅÔÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ ÔÁËÏŒ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.9. þÅÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ Norm_0(h; g) ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ

A = M Id + ∑ i;j a_{ij} f_if_j + ∑ i;j b_{ij}f_if^∗_j + ∑ i;j c_{ij} f^∗_i f^∗_j ; (3.21)

ÇÄÅ a_{ij} = −a_{ij} , c_{ij} = −c_{ij} , ÍÁÔÒÉÃÁ b_{ij} ÑŒÌÑÅÔÓÑ V -ËÏÎÅÞÎÏÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.4, Á ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ a_{ij} É c_{ij} ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N, ÞÔÏ a_{ij} = c_{ij} = 0 ÐÒÉ i > N ÉÌÉ j > N.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï.

ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a_{ij} = [Af_i; f^∗_{−j} ], b_{ij} = [Af_i; f_{−j} ], c_{ij} = [Af^∗_i ; f^∗_{−j} ], É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ~A ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÁ- ŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.21). õÓÌÏŒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÙ a_{ij} , b_{ij} , c_{ij} ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.8. éÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A− ~A ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ f_i, f^∗_i É ÐÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.3, ÒÁŒÅÎ M Id.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ad ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ) Norm_0(h; g) → o_V (h_1; ⟨·; ·⟩), ÇÄÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ o_V (h_1; ⟨·; ·⟩) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ V -ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ h_1, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕ (2.7). éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ (ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÒÁÔÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ), É ÐÏÜÔÏÍÕ Norm_0(h; g) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. íÏÖÎÏ ÐÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÃÉËÌ ÒÁŒÅÎ 2!_P , ÇÄÅ P | ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V . œÙÒÁÖÅÎÉÑ (3.21) ÚÁ- ÄÁÀÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ É, ÔÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ f_i ÎÁ E_i (ÓÒ. ÒÁÚÄÅÌ 3.3). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ H Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E_i, i ∈ Z, É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (·; ·), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.6). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ Heis(H; (·; ·)). œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ

ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ĂÞÉÓÔÏÊĄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ, ÂÅÚ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g ŒÏÚØÍÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ H_˘ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.1), Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ h | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎ- ÂÅÒÇÁ. óÉÍŒÏÌÏÍ V ⊂ H ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E_i, i < 0. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÅ Norm(h; g) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÏÞ- ÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.10. îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ Norm(h; g) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ A = ∑ i;j a_{ij} E_iE_j + ∑ k b_kE_k + M Id; (3.22)

ÇÄÅ ÍÁÔÒÉÃÁ a_{ij} | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ É V -ËÏÎÅÞÎÁÑ, Á ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ b_k ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÍ k. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ad_A : h → h ÐÒÉ A ∈ Norm(h; g) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÆÏÒÍÕ (·; ·). ìÀÂÏÅ V -ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B : h → h, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÆÏÒÍÕ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ad_A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ A ∈ Norm(h; g).

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ad_A, A ∈ Norm(h; g); ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ sp_V (h; (·; ·)). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ad ÚÁÄÁÅÔ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Á ÆÏÒÍÕÌÙ (3.22) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÉÍ- ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÃÉËÌ ÒÁŒÅÎ −!_P , ÇÄÅ P | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ H_˘ (ÐÒÉ – ÃÅÌÏÍ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁ- ÌÉÚÏŒÁÎÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.3), ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ôÁËÏÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ, ÐÏÍÉÍÏ ÓÁÍÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ E_k, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ L_p | ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ (3.10), (3.18), (3.21) É (3.22). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.11. œÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(~^∞2 ), ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÝÉÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÏÂÒÁÚÏŒ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ o_V É sp_V , ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ M Id + ∑ k (¸_kL_k +

+˛_kE_k), ÇÄÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N > 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¸_k = ˛_k = 0 ÐÒÉ k > N.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÉÄÁ (3.21), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÇÏ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÏÒ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ E_k ÄÏÌÖÅÎ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ E_k. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E_k ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÚÁ- ÒÑÄ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ a_{ij} = c_{ij} = 0. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

[A; E_k] = ∑ i;j (b_{i−k;j} − b_{i;j−k} )f_if^∗_j :

ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [A; E_k] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ E_s ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ p_{ij} = b_{i−k;j} − b_{i;j−k} ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØ- ËÏ ÏÔ i + j. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ u É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ —_s, ÞÔÏ b_{i;j} = ui + —_{i+j} , ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

§4. œÅÒÔÅËÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

4.1. âÏÚÏÎ-ÆÅÒÍÉÏÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ H_˘ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒ- ÇÁ, ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.1. äÌÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ E_{i1} : : :E_{ik} v_˘, i_1 ⩽ : : : ⩽ i_k ÎÁÚÏŒÅÍ ÅÇÏ ÜÎÅÒÇÉÅÊ ŒÅÌÉÞÉÎÕ i_1 + : : : + i_k. ðÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ H_n, ÇÄÅ n ∈ Z, ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^∞2^{+n} ÐÏÌÕ- ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÚÁÒÑÄÁ n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÚÄÅÓØ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÜÎÅÒÇÉÉ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙ- ÌÏ ÐÒÉÎÑÔÏ Œ §2: ÐÏ ÔÅÐÅÒÅÛÎÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÎÅÒÇÉÑ ÏÓÎÏŒÎÏ- ÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ v_˘ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÜÎÅÒÇÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ · · · ∧ f_{n−2} ∧ f_{n−1} ÒÁŒÎÁ n(n − 1)=2.

îÁÚÏŒÅÍ ÎÁÂÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ g^{(ff;˘)}_s : H_ff → H_{ff+˘} (s ∈ Z) ÓÉÓÔÅ- ÍÏÊ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚŒÁÎÉÑ ŒÓËÏ- ÒÅ ŒÙÑÓÎÉÔÓÑ), ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ- ÍÉ: 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ g^{(ff;˘)}_s ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÜÎÅÒÇÉÀ ÎÁ s. 2. œÙÐÏÌÎÅÎÙ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

[E_k; g^{(ff;˘)}_s ] = –g^{(ff;˘)}_{s+k} :

3. g^{(ff;˘)}_0 v_ff = v_{ff+˘}.

ëÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 2 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. ðÕÓÔØ U | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ u_i, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E_k | ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ E_ku_i = –u_{i+k} . ôÏ- ÇÄÁ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ {g^{(ff;˘)}_s } ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ H_ff ⊗ U → H_{ff+˘}.

äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ŒŒÅÄÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ z É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ g^{(ff;˘)}(z) = ∑ s∈Z g^{(ff;˘)}_s z^{−s}. ëÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÏÅ ÓÏÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÅ 2 ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ŒÉÄ

2^′. [E_k; g^{(ff;˘)}(z)] = –z^kg^{(ff;˘)}(z).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. äÌÑ ŒÓÅÈ ¸, – ŒÅÒÔÅËÓÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g^{(ff;˘)} ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D^˘_ff : H_ff → H_{ff+˘}, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ v_ff Œ v_{ff+˘} É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ E_i, i ≠ 0. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g^{(ff;˘)}(z) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

g^{(ff;˘)}(z)^{def}= exp ( −– ∑ k¡0 E_k k z −k ) D^˘_ff exp ( −– ∑ k¿0 E_k k z −k ) : (4.1)

óŒÏÊÓÔŒÁ 1 É 3 ÏÞÅŒÉÄÎÙ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 2 ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÐÅÒŒÕÀ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ Œ (4.1) E_−(z), Á ŒÔÏÒÕÀ E_+(z). éÚ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (3.4) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [E_i; E_−(z)] = 0, [E_i; E_+(z)] = –z^iE_+(z) ÐÒÉ i < 0, É [E_i; E_−(z)] = –z^iE_−(z), [E_i; E_+(z)] = 0 ÐÒÉ i > 0. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ E_0, ÔÏ ÏÎ ËÏÍÍÕÔÉÒÕ- ÅÔ Ó E_+(z) É E_−(z), Á ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [D^˘_ff; E_0] ÒÁŒÅÎ –D^˘_ff. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (4.1) ~g(z), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ∈ Z

[E_i; ~g(z)] = –z^i~g(z):

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ g_s ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ g_0 ÜÔÏ ÔÁË ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, g_sv = 0 ÐÒÉ s < 0 Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ g_sv ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÐÒÉ s < k. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 2 ÉÍÅÅÍ ÐÒÉ i > 0:

E_{−i}g_kv = g_kE_{−i}v + –g_{k−i}v = –g_{k−i}v;

Ô.Å. ÄÅÊÓÔŒÉÅ E_{−i} ÎÁ g_kv ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ H_˘, ŒÅËÔÏÒ g_kv ÒÁŒÅÎ P_k(E)v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ P_k . ôÏÇÄÁ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ E_{−i}P_k (E)v = −i

@P_k (E) @E_i v É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÎÁÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. îÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 1, P_k ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ- ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ŒÏŒÓÅ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ ŒÅËÔÏÒ g_sv ÄÌÑ ŒÓÅÈ s. ôÅÐÅÒØ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅ g_k ÎÁ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ w = E_{i1} : : :E_{is} v, É ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ l < s É ŒÓÅÈ k ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅ g_k ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ ŒÉÄÁ E_{i1} : : : E_{il} v ÉÚŒÅÓÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ g_kw = E_{i1} (g_sE_{i2} : : : E_{is} v) + –g_{k+i1} E_{i2} : : : E_{is} v ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. œÙÐÏÌÎÅÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ g^{(p;ff)}_k D^fi_{p+ff} = D^ff_p g^{(p+ff;fi)}_k : (4.2) ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (D^ff_p )^{−1}g^{(p;ff)}_k D^fi_{p+ff} ÏÂÌÁÄÁÀÔ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ H_{p+ff} → H_{p+ff+fi} .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ g^{(ff;˘)}_0 v_ff = —v_{ff+˘} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ —. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ 1 É 2 ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ —.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 4.1 ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÉ ¸ = 0 É ÃÅÌÏÍ – = n ÞÅÒÅÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ f_i.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ:

g^{(0;n)}_k = ∑ ff_1 +:::+ff_n=k

P_n(ff_1; ff_2 + 1; : : :; ff_n + n − 1) P_n(0; 1; : : :; n − 1) f^{ff1} f^{ff2+1} : : : f^{ffn+n−1}; (4.3) ÇÄÅ P_n(¸_1; : : :; ¸_n) = ∏ i¡j (¸_i − ¸_j ) | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ;

P_1^{def}= 1.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ìÅÍÍÁ 4.1. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ C

P_n(¸_1 + t; ¸_2; : : :; ¸_n) + : : : + P_n(¸_1; ¸_2; : : :; ¸_n + t) = = nP_n(¸_1; ¸_2; : : :; ¸_n):

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÎÏÇÏÞÌÅÎ

Q_t(¸_1; : : :; ¸_n) = n∑ s=1 (P_n(¸_1; : : :; ¸_s + t; : : : ; ¸_n) − P_n(¸_1; : : :; ¸_n))

ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ŒÓÅÍ ¸_i. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ P_n(¸_1; : : :; ¸_n). óÔÅÐÅÎØ ÅÇÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ P_n, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Q_t(¸_1; : : :; ¸_n) ≡ 0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Ñ 4.1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ~g^{(n)}_k ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.3). éÍÅÅÍ:

P_n(0; 1; : : :; n − 1)[E_i; ~g^{(n)}_k ] = = ∑ ff_1+:::+ff_n=k

[E_i; f_{ff1} f_{ff2+1} : : :f_{ffn+n−1}] ×

× P_n(¸_1; ¸_2 + 1; : : :; ¸_n + n − 1) =

ÐÏ (3.7) = ∑ ff_1+:::+ff_n=k n∑ s=1 f_{ff1} : : :f_{ffs+s−1+i} : : :f_{ffn+n−1} ×

× P_n(¸_1; : : :; ¸_n + n − 1) = = ∑ ff_1+:::+ff_n=k+i

f_{ff1} : : : f_{ffn+n−1} ×

× n∑ s=1 P_n(¸_1; : : :; ¸_s + s − 1 − i; : : :; ¸_n + n − 1) =

ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4.1 = n ∑ ff_1+:::+ff_n =k+i

f_{ff1} : : : f_{ffn+n−1}P_n(¸_1; : : :; ¸_n + n − 1) =

= nP_n(0; 1; : : :; n − 1)~g^{(n)}_{k+i}:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ~g^{(n)}_k ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ 2. óŒÏÊÓÔŒÁ 1 É 3 ÏÞÅŒÉÄÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1, ~g^{(n)}_k = g^{(0;n)}_k .

ðÒÉ k = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ~^∞2^{+0} ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g^{(0;1)}_k = f_k. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ~^∞2^{+n} ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉ- ÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f_i ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÁ n: g^{(n;1)}_k = f_{n+k} .

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ: ∑ s∈Z f_sz^{−s} = exp ( − ∑ k¡0 E_k k z^{−k} ) z^{E0} D exp ( − ∑ k¿0 E_k k z^{−k} ) ; (4.4)

ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ w = = · · · ∧ f_{i2} ∧ f_{i1} , ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏ ŒÓÅÍ i_p.

æÏÒÍÕÌÁ (4.4) ÏÂÒÁÝÁÅÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (3.2), (3.3) ĂÂÏÚÏÎÎÙÈĄ (Ô.Å. ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ E_k ÞÅÒÅÚ ĂÆÅÒÍÉÏÎÎÙÅĄ (Ô.Å. ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ f_i, f^∗_i . ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÕ (4.4) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÂÏÚÏÎ-ÆÅÒÍÉÏÎÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ.

æÏÒÍÕÌÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ (4.3) É (4.4), ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f^∗_i . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ∑ s∈Z f^∗_s z^{−s} = exp ( ∑ k¡0 E_k k z −k ) z^{−E0} D exp ( ∑ k¿0 E_k k z −k ) : (4.5)

œÙŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÁÒÁÆÅÒ- ÍÉÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ L_p | ÏÎÉ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. œÎÁÞÁÌÅ ŒÙŒÅÄÅÍ ÏÄÎÕ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (4.1) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ z ddz , ÐÏÌÕÞÉÍ:

z ddz g^{(ffi;˘)}(z) = – (( ∑ k¡0 E_kz^{−k} ) g^{(ffi;˘)}(z) + g^{(ffi;˘)}(z) ( ∑ k¿0 E_kz^{−k} )) : óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ z^{−l} Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

−lg^{(ffi;˘)}_l = – ( ∑ k¡0 E_kg^{(ffi;˘)}_{l−k} + ∑ k¿0 g^{(ffi;˘)}_{l−k} E_k ) : (4.6)

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ L_p ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (3.18), (3.19) ÐÒÉ ¸_0 = 0, ff = 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

[L_p; g^{(ffi;˘)}_s ] = ( s + p − ‹– + (p − 1)–^2=2 ) g^{(ffi;˘)}_{s+p} : (4.7) ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ p ≠ 0. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ŒÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ Õ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. éÍÅÅÍ:

[L_p; g_s] = − 12 ∑ k¡0 [E_kE_{p−k}; g_s] − 12 ∑ k⩾0 [E_{p−k}E_k; g_s] =

= − ˘2 ( ∑ k¡0 (g_{s+k}E_{p−k} + E_kg_{s+p−k} )+

+ ∑ k⩾0 (g_{s+p−k}E_k + E_{p−k}g_{s+k} ) ) = ÐÏ (4.7)

= − ˘2 ( − s + p̆g_{s+p} + ∑ k¡0 g_{s+k}E_{p−k}+

+ ∑ k⩾0 E_{p−k}g_{s+k} + g_{s+p}E_0 ) :

úÁÍÅÎÑÑ Œ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÓÕÍÍÁÈ k → p − k É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ÆÏÒÍÕÌÕ (4.7), ÐÏÌÕÞÉÍ:

[L_p; g_s] =

= − ˘2 ( −2 s + p̆ g_{s+p} + g_{s+p}E_0 + E_0g_{s+p} − p∑ k=1 [E_k; g_{s+p−k}] ) = = (s + p + p–^2=2)g_{s+p} − ˘2 (g_{s+p}E_0 + E_0g_{s+p}):

éÚ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g_iE_0 + E_0g_i = (2‹ + –)g_i, ÐÏÌÕÞÉÍ (4.7). äÌÑ p = 0 ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÔÁË ÖÅ | ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉÍÅÎÉÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ.

4.2. ðÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÂÏÚÏÎ-ÆÅÒÍÉÏÎÎÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÂÏÂ- ÝÅÎÉÅ ÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ (Ô.Å. ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f_i, f^∗_i | ÏÔÓÀÄÁ É ÎÁÚŒÁÎÉÅ. îÁÛÁ ÃÅÌØ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ

ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ (2.8).

îÁÚÏŒÅÍ ÎÁÂÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ g^{(p;ff;fi)}_{kl} : H_p → H_{p+ff+fi} ; (k; l ∈ Z) ÓÉÓÔÅÍÏÊ G-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1. ïÐÅÒÁÔÏÒ g^{(p;ff;fi)}_{kl} ÐÏŒÙÛÁÅÔ ÜÎÅÒÇÉÀ ÎÁ k + l. 2. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

[E_s; g^{(p;ff;fi)} kl ] = ¸g^{(p;ff;fi)}_{k+s;l} + ˛g^{(p;ff;fi)}_{k;l+s} :

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ G-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÉ g^{(p;ff;fi)} kl = g^{(p;ff)}_k g^{(p+ff;fi)}_l . éÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g^{(p;ff;fi)}

k;−k vp = —kvp+ff+fi ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ —k (ÓÒ. ÚÁ-

ÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ —_k (k ∈ Z) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ G-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ g^{(p;ff;fi)}_{k;−k} v_p = —_kv_{p+ff+fi} .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ g^{(p;ff;fi)}_{kl} ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ∑ k;l g^{(p;ff;fi)} kl z^{−k}_1 z^{−l}_2^{def}= exp ( − ∑ k¡0 E_k k (¸z −k 1 + ˛z^{−k}_2 ) ) ×

× ∑ j∈Z —_j z^{−j}_1 z^j_2

D^{ff+fi}_p exp ( − ∑ k¿0 E_k k (¸z^{−k}_1 + ˛z^{−k}_2 ) ) ;

ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1, 2 É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g^{(p;ff;fi)}_{k;−k} v_p = —_kv_{p+ff+fi} ÐÒÏŒÅ- ÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁ- ÎÉÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 2 Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.1.

œÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ —_k ÄÌÑ G-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ g^{(p;ff)}_k g^{(p+ff;fi)}_{−k} .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ —(t)^{def}= ∑ k∈Z —_kt^k ÒÁŒ- ÎÁ (1 − t)^{fffi}.

œŒÉÄÕ ŒÁÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄŒÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. ð Å Ò Œ Ï Å Ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4.1) ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ (ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ t) ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ z ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ

A(z; t) = v_p exp ( ¸ ∑ k¡0 E_k k t k z^k ) D^ff_p exp ( ¸ ∑ k¿0 E_k k t k z^k ) ×

× exp ( ˛ ∑ k¡0 E_k k z^k ) D^fi_{p+ff} exp ( ˛ ∑ k¿0 E_k k z^k )

ÒÁŒÅÎ —(t)v_{p+ff+fi} . ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E_k ÐÒÉ k < 0 ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÕÌÅÍ, ÉÍÅÅÍ:

@A(z; t) @t = ¸v^p exp ( ¸ ∑ k¡0 E_k k t k z^k ) D^ff_p ( ¸ ∑ k¿0 E_k k t k z^k ) ×

× ( ∑ l¿0 E_lt^{l−1}z^l ) exp ( ˛ ∑ k¡0 E_k k z k ) D^fi_{p+ff} exp ( ˛ ∑ k¿0 E_k k z k ) : ðÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ E_k Ó k > 0 ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏÌÕ- ÞÁÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ Œ

@A(z; t) @t ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ

¸v_p exp ( ¸ ∑ k¡0 E_k k t kz^k ) D^ff_p ( ¸ ∑ k¿0 E_k k t kz^k ) ×

× ∑ l¿0 t^{l−1}z^l [ E_l; exp ( ˛ ∑ k¡0 E_k k z k )] D^fi_{p+ff} exp ( ˛ ∑ k¿0 E_k k z k ) =

= −¸˛v_p exp ( ¸ ∑ k¡0 E_k k t^k z^k ) D^ff_p ( ¸ ∑ k¿0 E_k k t^kz^k ) ×

× ( ∑ l¿0 t^{l−1} ) exp ( ˛ ∑ k¡0 E_k k z k ) D^fi_{p+ff} exp ( ˛ ∑ k¿0 E_k k z k ) ;

ÏÔËÕÄÁ

—^′(t) = −¸˛

¯(t) 1 − t :

éÚ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ É ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ —(0) = 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

œ Ô Ï Ò Ï Å Ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÃÉ- ÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4.7). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L_p ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ H_ffi ÏÐÅÒÁÔÏÒ L_1 +‹E_1 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÕÌÅÍ: (L_1 + ‹E_1)v = 0. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g^{(p;ff)}_k g^{(p+ff;fi)}_{−k−1} :

0 = g^{(p;ff)}_k g^{(p+ff;fi)}

−k−1 (L1 + ‹E1)v = [L1 + ‹E1; g

(p;ff)

k g^{(p+ff;fi)}

−k−1 ]v = = ( (k + 1 − p¸)g^{(p;ff)}_{k+1} g^{(p+ff;fi)}_{−k−1} + (−k − 1 + 1 − (p + ¸)˛) ×

× g^{(p;ff)}_k g^{(p+ff;fi)}

−k + p¸g^{(p;ff)}_{k+1} g^{(p+ff;fi)}_{−k−1} + p˛g^{(p;ff)}_k g^{(p+ff;fi)}_{−k} ) v = = ((k + 1)—_{k+1} − (k − ¸˛)—_k )v:

ïÔÓÀÄÁ —_{k+1} = k − fffik + 1 —_k . ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ —_0 = 1 ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 3 ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏŒÙ ŒÙŒÅÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ŒÅÒÔÅËÓÎÙ- ÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ _0, _1, : : : | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ t ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (1 − t)^{−fffi} . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

g_{kl}^{def}= ∑ s⩾0 sg^{(p;ff)}_{k−s} g^{(p+ff;fi)} k+s :

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÓÉÓÔÅÍÁ G-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. éÚ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ (1 − t)^{fffi} (1 − t)^{−fffi} = 1 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ v_pg_{00} = v_{p+ff+fi} É v_pg_{k;−k} = 0 ÐÒÉ k ≠ 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, g^′_{kl}^{def}= g_{lk} ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ G-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, É v_pg^′_{k;−k} = v_pg_{k;−k} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g_{lk} = g^′_{kl} = g_{kl}. üÔÏ É ÄÁÅÔ ÎÕÖÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:

0g^{(p;ff)}_k g^{(p+ff;fi)} l + _1g^{(p;ff)}_{k−1} g^{(p+ff;fi)}_{l+1} + : : : = = _0g^{(p;fi)}_l g^{(p+fi;ff)} k + _1g^{(p;fi)}_{l−1} g^{(p+fi;ff)}_{k+1} + : : : : (4.8)

4.3. óÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÀÔ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÎ- ËÒÅÔÎÙÈ ¸ É ˛.

4.3.1. ¸; ˛ = ±1: ÁÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ¸ = ˛ = 1. úÄÅÓØ (1 − t)^{−fffi} = 1 + t + t^2 + : : : , É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

g^{(p;1)}_k g^{(p+1;1)} l + g^{(p;1)}_{k−1} g^{(p+1;1)}_{l+1} + : : : = = g^{(p;1)}_l g^{(p+1;1)} k + g^{(p;1)}_{l−1} g^{(p+1;1)}_{k+1} + : : ::

ôÏ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ k → k − 1, l → l + 1 ÄÁÅÔ

g^{(p;1)}_{k−1} g^{(p+1;1)} l+1 + g^{(p;1)}_{k−2} g^{(p+1;1)}_{l+2} + : : : = = g^{(p;1)}_{l+1} g^{(p+1;1)} k−1 + g^{(p;1)}_l g^{(p+1;1)}_k + : : : ;

ÞÔÏ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

g^{(p;1)}_k g^{(p+1;1)} l = −g^{(p;1)}_{l+1} g^{(p+1;1)}_{k−1} :

æÏÒÍÕÌÁ (4.4) É ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÅÅ ÅÊ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ g_k É f_i ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ (ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ p) ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ f_{p+k}f_{p+l+1} = −f_{p+l+1}f_{p+k} , Ô.Å. ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒ- ŒÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.8) | ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ f_i.

óÏŒÅÒÛÅÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉ ¸ = ˛ = −1 ÐÒÉŒÏ- ÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f^∗_i .

ðÒÉ ¸ = 1, ˛ = −1 ÉÍÅÅÍ (1−t)^{−fffi} = 1−t, É ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ:

g^{(p;1)}_k g^{(p+1;−1)} l − g^{(p;1)}_{k−1} g^{(p+1;−1)} l+1 = g^{(p;−1)}_l g^{(p−1;1)}_k − g^{(p;−1)}_{l−1} g^{(p−1;1)}_{k+1} :

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ g^{(p;1)}_k g^{(p+1;−1)}_l + g^{(p;−1)}_{l−1} g^{(p−1;1)}_{k+1} ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÕÍÍÙ k + l; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ u_{k+l}.

œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ g_s ÉÍÅÅÍ: [E_r; u_s] = u_{r+s} − −u_{r+s} = 0. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (4.2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ u_s ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÔÁËÖÅ É Ó D: u_rD^1_p = D^{−1}_{p+1}u_r. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u_r ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1 ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ g_s ÏÐÅÒÁÔÏÒ u_r ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÜÎÅÒÇÉÀ ÎÁ r, ÏÔËÕÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ r ≠ 0 ÏÐÅÒÁÔÏÒ u_r | ÎÕÌÅŒÏÊ. ðÒÉ r = 0 ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÅ 4.4 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ u_0 = 1. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉ p ÃÅÌÏÍ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌ (4.4), (4.5), Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÅÒÅÄ ÎÉÍÉ (Ï ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ g_i É f_i) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ

f_{p+k}f^∗_{−p+l} + f^∗_{−p+l}f_{p+k} = { 1; k + l = 0; 0; k + l ≠ 0;

Ô.Å. ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÆÏÒÍÕÌÕ Œ (2.8).

4.3.2. ¸; ˛ = ± √ 2: ÁÌÇÅÂÒÁ ^sl_2 ðÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ¸ = ˛ = √ 2. œ ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÁÈ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÐÉÓÁÔØ (p; √ 2) = (1), (p + √ 2; √ 2) = (2). ðÏÓËÏÌØËÕ

(1 − t)^{−fffi} =^∞ ∑ k=0 kt^{k−1}, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ:

(A_{kl}) : g^{(1)}_k g^{(2)}_l + 2g^{(1)}_{k−1}g^{(2)}_{l+1} + : : : = g^{(1)}_l g^{(2)}_k + 2g^{(1)}_{l−1}g^{(2)}_{k+1} + : : ::

œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (A_{kl}) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (A_{k−1;l+1}), ÐÏÌÕÞÉÍ:

(B_{kl}) : g^{(1)}_k g^{(2)}_l + g^{(1)}_{k−1}g^{(2)}_{l+1} + : : : = −g^{(1)}_{l+1}g^{(2)}_{k−1} − g^{(1)}_l g^{(2)}_k − : : :

ôÅÐÅÒØ ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ (B_{k−1;l+1}) ÉÚ (B_{kl}) ÄÁÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

g^{(1)}_k g^{(2)}_l = g^{(1)}_{l+2}g^{(2)}_{k−2}:

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ⨁ k∈Z H_k^√_2 ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÙ e_i ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ e_i|_{Hk}√_2 = g^{(k} √ 2; √ 2) i+2k . ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÓÏ-

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ e_i ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ:

[e_i; e_j ] = 0:

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÑ ¸ = ˛ = − √ 2 ÄÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f_i, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ f_i|_{Hk}√_2 = g^{(k} √ 2;− √ 2) i−2k :

[f_i; f_j ] = 0:

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ¸ = √ 2; ˛ = − √ 2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (p; √ 2) = (1), (p + √ 2; − √ 2) = (2), (p; − √ 2) = (3), (p − √ 2; √ 2) = (4). éÍÅ- ÅÍ (1 − t)^{−fffi} = 1 − 2t + t^2, É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

g^{(1)}_k g^{(2)}_l − 2g^{(1)}_{k−1}g^{(2)}_{l+1} + g^{(1)}_{k−2}g^{(2)}_{l+2} = g^{(3)}_l g^{(4)}_k − 2g^{(3)}_{l−1}g^{(4)}_{k+1} + g^{(3)}_{l−2}g^{(4)}_{k+2}:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ

u_{k;l} = g^{(1)}_k g^{(2)}_l − g^{(1)}_{k−1}g^{(2)}_{l+1} + g^{(3)}_{l−1}g^{(4)}_{k+1} − g^{(3)}_{l−2}g^{(4)}_{k+2}

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ u_{k;l} = u_{k−1;l+1}, É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÕÍÍÙ k + l: u_{k;l} = s_{k+l}.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ g_s ËÏÍÍÕÔÁÃÉÑ s_{k+l} c E_i ÄÁÅÔ:

[E_i; s_{k+l}] = √ 2(u_{k+i;l} − u_{k;l+i}) = √ 2(s_{k+i+l} − s_{k+i+l} ) = 0:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ s_p ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ- ÍÉ D √ 2 k √ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ s_p ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÏÄ- ÒÁÚÄÅÌÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

s_p = { 0; p ≠ 0; 1; p = 0:

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ v_{k;l} = g^{(1)}_k g^{(2)}_l −g^{(3)}_{l−2}g^{(4)}_{k+2} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÐÒÉ k + l ≠ 0 ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ v_{k;l} = v_{k−1;l+1} É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ k + l:

g^{(1)}_k g^{(2)}_l − g^{(3)}_{l−2}g^{(4)}_{k+2} = h_{k+l}:

ðÒÉ k + l = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ v_{k;−k} − v_{k−1;1−k} = 1, ÏÔËÕÄÁ

g^{(1)}_k g^{(2)}_{−k} − g^{(3)}_{−k−2}g^{(4)}_{k+2} = h_0 + k:

ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ h_p. ðÒÉ k + l ≠ 0 É i + k + l ≠ 0 ÉÍÅÅÍ:

[E_i; h_{k+l}] = √ 2(g^{(1)}_{k+i}g^{(2)}_l − g^{(1)}_k g^{(2)}_{l+i} + g^{(3)}_{l+i−2}g^{(4)}_{k+2} − g^{(3)}_{l−2}g^{(4)}_{k+i+2}) = = √ 2(h_{k+i+l} − h_{k+i+l}) = 0;

Á ÐÒÉ i = −(k + l):

[E_{−k−l}; h_{k+l}] = √ 2(g^{(1)}_{−l} g^{(2)}_l − g^{(1)}_k g^{(2)}_{−k} + g^{(3)}_{−k−2}g^{(4)}_{k+2} − g^{(3)}_{l−2}g^{(4)}_{−l+2}) = = √ 2(k + l):

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ h_p Ó E_i ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ √ 2E_p. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÖÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ É ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ D. ðÏ- ÜÔÏÍÕ h_p = √ 2E_p. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ É ÐÒÉ p = 0.

ëÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ h_p Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ g_s ÔÁËÏŒÙ:

[h_p; g^{(1)}_s ] = 2g^{(1)}_{s+p}; [h_p; g^{(4)}_s ] = 2g^{(4)}_{s+p}; [h_p; g^{(2)}_s ] = −2g^{(2)}_{s+p}; [h_p; g^{(3)}_s ] = −2g^{(3)}_{s+p}:

óŒÏÄÑ ŒÏÅÄÉÎÏ ŒÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ e_i É f_i, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

[e_i; e_j ] = 0; [f_i; f_j ] = 0;

[e_i; f_j ] = h_{i+j} + i‹_{i;−j} ; (4.9) [h_i; e_j ] = 2e_{i+j} ; [h_i; f_j ] = −2f_{i+j} :

üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ Œ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ( (sl_2)^{S1}

)_{pol}

ÐÏÌÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÔÏËÏŒ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ sl_2. œÍÅÓÔÅ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.9) ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ^sl_2.

äÒÕÇÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ^sl_2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÔØ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ⨁ k∈Z H_{(k+1=2)}^√_2.

ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ⨁ k∈Z H_k^√_2 É ⨁ k∈Z H_{(k+1=2)}^√_2 ŒÅÓØÍÁ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ | ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ŒŒÅÓÔÉ Œ ÎÉÈ ÂÁÚÉÓÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÁÚÉÓ Œ ⨁ k∈Z H_k^√_2 ÂÕÄÕÔ ÓÏÓÔÁŒÌÑÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ

"_I^{def}= : : : · e_{ik} · : : : · e_{i1} , ÇÄÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ I ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ i_1 > i_2 > : : : ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 2, É ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ N ÐÒÉ k > N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ i_k = −2k + 2c, ÇÄÅ c ∈ Z | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ÚÁÒÑÄ), ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ k (ÎÏ ÓŒÏÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ). äÌÑ ⨁ k∈Z H_{(k+1=2)}^√_2

ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ÎÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ: i_k = −2k + 2Ó + 1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ e_i ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ "_I ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ e_i ËÏÍ- ÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÎÏŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÎÁ ÎÁÄ- ÌÅÖÁÝÅÅ ÍÅÓÔÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÅÂÁÚÉÓÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ | Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ i_s ÍÏÇÕÔ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÅ É ÄÁÖÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÞÉÓÌÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (B_{kl}), ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ e_i ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ: ∑ s∈Z e_se_{k−s} = 0; ∀k: (4.10)

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ĂÐÏÎÉÖÁÀÝÉÈĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f_i, ÔÏ ÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓ "_I ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑÍÉ (4.9). óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ f_i ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÎÅÔÒÉŒÉ-

ÁÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÄÒÕÇÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÎÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÀ ÐÏ e_i.

ðÏÄÒÏÂÎÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÊ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅ.

4.3.3. ¸; ˛ = ± √ 3: ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ¸; ˛ = ± √ 2, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÉÈ ÐÏÌÎÏ- ÓÔØÀ.

ðÕÓÔØ ‹ = 0; 1 ÉÌÉ 2. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ⨁ k∈Z C_k ,

ÇÄÅ C_k = H_{(k+ffi=3)}^√_3, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_s^{def}= g^{((k+ffi=3)} √ 3; √ 3) s−3k−ffi ,

B_s = g^{((k+1+ffi=3)} √ 3;− √ 3) s+3k+ffi .

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4.8) Œ ÓÌÕÞÁÅ ¸; ˛ = √ 3 É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÒÉÖÄÙ ĂÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊĄ ÔÒÀË, ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÍÕ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÁÈ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_i ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ:

A_iA_j + A_j A_i = 0 (4.11)

É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ: ∑ ff+fi=k

(¸ − ˛)A_ffA_fi = 0; ∀k: (4.12)

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ B_i. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÐÁÒÁ- ÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ¸ = √ 3, ˛ = − √ 3 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ A_iB_j + B_j A_i ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L_{i+j} , E_{i+j} É ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ A_i É B_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ N = 2-ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÌÕÞÁÊ ‹ = 2. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A_0B_0 + B_0A_0 = −3L_0, ÇÄÅ

L_0|_{Ck} = −U − 3k^2 − k 2 ; Á U ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÜÎÅÒÇÉÉ (ÕÍÎÏÖÁÀÝÉÊ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓ- ÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ËÁÖÄÏÍ C_k ÎÁ ÅÇÏ ÜÎÅÒÇÉÀ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ). îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÓÄŒÉÎÕÔØ

ÎÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ ÜÎÅÒÇÉÉ, ÐÏÌÏÖÉŒ ÜÎÅÒÇÉÀ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Œ C_k ÒÁŒÎÏÊ (3k^2 − k)=2. ôÅÐÅÒØ ĂÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÜÎÅÒÇÉÉĄ ÂÕÄÅÔ ËÁË ÒÁÚ −L_0.

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ (4.11) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÞÔÏ A^2_0 = 0. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ A_0 ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ

: : :^{A0}−→ C_0^{A0}−→ C_1^{A0}−→ : : : :

éÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1 ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ g_s ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_0 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÜÎÅÒÇÉÀ (Œ ÎÏŒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ!) É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÐÌÅËÓ ÇÒÁÄÕÉ- ÒÏŒÁÎ | ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ∞⨁ p=0 C^{(p) def}= ∞⨁ s=0 ( : : :^{A0}−→ C^{(p)}_0^{A0}−→ C^{(p)}_1^{A0}−→ : : : ) ; (4.13)

ÇÄÅ C^{(p)}_k ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C_k, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÜÎÅÒÇÉÉ p. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^{(p)}_k ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ C^{(p)} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÚ C_k ÒÁŒÎÁ (3k^2 −k)=2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÍÐÌÅËÓ C^{(0)} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ : : : −→ 0 −→ 0 −→ C −→ 0 −→ 0 −→ : : : :

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ C^{(p)} ÐÒÉ p ≠ 0 ÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÙ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ. õ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C^{(0)} ÎÕÌÅŒÙÅ ÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ, Á ÐÒÏÞÉÅ | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ C^{(0)} ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p ≠ 0, É ÐÕÓÔØ x | ÃÉËÌ (ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ C^{(p)}: A_0x = 0. ôÏÇÄÁ x = A_0y, ÇÄÅ y = B_0x=(3p), ÔÏ ÅÓÔØ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÃÅÊ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C^{(p)} ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÔÅÐÅÒØ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ: ∑ k∈Z (−1)^k dim C^{(p)}_k = { 0; p ≠ 0; 1; p = 0:

õÍÎÏÖÁÑ p-Å ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ q^p É ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÐÏ p, ÐÏÌÕÞÉÍ 1 = ∞∑ k=−∞ (−1)^k ∑ p q^p dim C^{(p)}_k :

œÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÓÕÍÍÁ (ĂÈÁÒÁËÔÅÒĄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ H_˘) ÕÖÅ ŒÙ- ÞÉÓÌÑÌÁÓØ ÎÁÍÉ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1, ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ q^{(3k2−k)=2 ∞} ∏ l=1 1 1 − q^l

(ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÐÏÑŒÉÌÓÑ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÙ

ÓÄŒÉÎÕÌÉ ÎÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ ÜÎÅÒÇÉÉ). éÔÏÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ ∞∏ l=1 (1 − q^l) = ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{(3k2−k)=2}; (4.14)

ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 1.2 (ÆÏÒÍÕÌÁ (1.10)).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ É Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 1.2 É ÚÄÅÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÃÅÐÎÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅË- ÓÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Œ ËÏÍÐÌÅË- ÓÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 1.2, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ | ÐÅ- ÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ (ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ) Œ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÖÅ A_0 Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ (4.13) ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÒÁÚÄÅ- ÌÁ 1.2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍĄ | ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ Ó k É k + 1 ÓÔÒÏËÏÊ | Á ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÚÄÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ŒŒÅÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ⨁ k∈Z C_k ÂÁÚÉÓ,

ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏ- ÓÔÉ ‹ = 0. úÁÂÕÄÅÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_i ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÉÚ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, É ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÉÓ- ËÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÍÉ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (4.11) É (4.12). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÊ ŒÅËÔÏÒ v_k, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ A_i ÐÒÉ i < k ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÔ ÎÕÌÅÍ. üÔÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4.12) Œ ËÏÎÅÞÎÙÅ. ôÏÇÄÁ

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ | ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ D_k | ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ~^∗(A_{k+1}; A_{k+2}; : : :).

éÚ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.12) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ŒÅË- ÔÏÒ v_kA_{k+1} ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_{k+2} É A_{k+3} ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌÅÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÓÁÍ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏÄÒÏÂÎÏ- ÓÔÉ), ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_{k+1} ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ D_k ,→ D_{k+3}. ôÅÐÅÒØ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃ k∈Z D_{3k} ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÐÏÌÕ-

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ŒÉÄÁ _I^{def}= · · ·∧ A_{ik} ∧ · · ·∧ A_{i1} , ÇÄÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ I ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ i_1 > i_2 > : : : ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 3, É ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ N ÐÒÉ k > N ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ i_k = −3k + 3c, ÇÄÅ c ∈ Z| ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ÚÁÒÑÄ), ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ k (ÎÏ ÓŒÏÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ). ïÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ A_i ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ _I ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ | ÓÒ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⋃ k∈Z D_{3k}. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ E_i Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ A_j ÉÚŒÅÓÔÎÙ | ÜÔÏ

[E_i; A_j ] = √ 3A_{i+j} ; (4.15)

ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ E_i ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ŒÉÄÁ v_k = · · · ∧ A_{k−1} ∧ A_k. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ i < 0 ÏÐÅÒÁÔÏÒ E_i ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ (4.15) ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÎÁÍ ÓÒÁÚÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ E_k ÐÒÉ k, ËÒÁÔÎÏÍ 3. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ E_k ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÔÒÀËÏÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ œÉÒÁÓÏÒÏ. ëÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎ- ÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ L_i Ó A_j ÉÚŒÅÓÔÎÙ | ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.1. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ, ÍÏÖÅÍ ÓÒÁÚÕ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L_p, ÇÄÅ p < 0 ÉÌÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. îÏ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3.15) ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÔØ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ L_p. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ E_k (Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ k) ÔÅÐÅÒØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÊ (3.20) | ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ k, ËÒÁÔÎÏÍ 3, ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÙ E_k ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ.

óËÁÚÁÎÎÏÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÐÒÉÌÏÖÉÍÏ É Ë ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍÕ ÓÌÕ- ÞÁÀ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÚÁÍÅ- ÎÑÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ~^∗(A_{k+1}; A_{k+2}; : : :) ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ S^∗(e_{k+1}; e_{k+2}; : : :), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÉÊÓÑ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÐÏÌÕÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ. ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ E_k ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÌØÚÑ | ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÎÅ ÄÁÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ ÄÁÖÅ ÐÒÉ k, ËÒÁÔÎÏÍ 2 | ÓÌÕÞÁÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ! œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ "_I | ÎÅÒÅÛÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

4.3.4. ¸; ˛ = ± √ 5: ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ úÄÅÓØ ÍÙ ŒÙÎÕÖÄÅÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ‹, 0 ⩽ ‹ ⩽ 4, É ÐÕÓÔØ C_k = H_{(k+ffi=5)}^√_5. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ C = ⨁ k∈Z C_k ÏÐÅÒÁÔÏ-

ÒÙ A_s^{def}= g^{((k+ffi=5)} √ 5; √ 5) s−5k−ffi , Bs

def= g^{((k+1+ffi=5)} √ 5;− √ 5) s+5k+ffi . òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ

ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_i ÁÎ- ÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ:

A_iA_j + A_j A_i = 0 (4.16)

É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÅÝÅ ÄŒÕÍ ÓÅÒÉÑÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ: ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ∈ Z ∑ ff+fi=k

(¸ − ˛)A_ffA_fi = 0; ∑ ff+fi=k

(¸^3 − ˛^3)A_ffA_fi = 0:

üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ Œ C ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎØ- ÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ 5, É ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ i_k = −5k + 5c + ‹.

œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.16) ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_0 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÀ A^2_0 = 0, ÞÔÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ C Œ ÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ. ðÕÓÔØ ‹ = 3, Á U | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÜÎÅÒÇÉÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ A_0 ËÏÍÍÕÔÉÒÕ-

ÅÔ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ L_0, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ C_k ÒÁŒÅÎ U + 5k^2 + k2 . óÄŒÉÎÅÍ

Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C_k ÎÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ ÜÎÅÒÇÉÉ ÎÁ 5k^2 + k2 , ÔÏÇÄÁ L_0 ÂÕÄÅÔ ÎÏŒÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÜÎÅÒÇÉÉ, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ A_0 ÂÕÄÅÔ ÓÏ- ÈÒÁÎÑÔØ ÜÎÅÒÇÉÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓ C ÒÁÓÐÁÄÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ C^{(p)}, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÜÎÅÒÇÉÉ p.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ C^{(p)} ÚÎÁÞÉ- ÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 4.5. ðÒÉ- ŒÅÄÅÍ ÏÔŒÅÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.6. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ C^{(p)} ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ ÔÏÌØËÏ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0. èÁÒÁËÔÅÒ^∞ ∑ p=0 q^p dim H_0(C^{(p)}) ÒÁŒÅÎ

ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ q-ÞÉÓÌÕ æÉÂÏÎÁÞÞÉĄ f_∞(q) =^∞ ∑ k=0 q^{k2} (q)_k .

ôÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ ÄÌÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ (ÐÏ ÜÎÅÒ- ÇÉÉ) ËÏÍÐÌÅËÓÁ C ÄÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ: ∞∑ k=0 q^{k2} (q)_k = ∞∏ m=0 1 1 − q^m ∞∑ k=−∞ (−1)^kq^{k(5k+1)=2}:

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉ (1.8) Ó q → q^{5=2}, x → q^{1=2} Ë ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ òÏÄÖÅÒÓÁ{ òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ (1.14) (ÓÒ. Ó ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÜÔÁÐÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 1.3).

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C ÐÒÉ ‹ = 4 ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ŒÔÏÒÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ (1.16).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ, ÐÌÁÎ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎ ÚÄÅÓØ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍĄ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ A_0 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ (Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ). ðÒÏÓÔÏÇÏ ËÏÍ- ÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ ÄÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÎÅ ÎÁÊÄÅÎÏ. ôÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÏÌÖ- ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÑŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÒÁÚÍÅÒÙ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2, É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉ- ÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÒÁÚÍÅÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÀÔ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5 ÏÓÔÁÔ- ËÉ 1 ÉÌÉ 4. îÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ŒÙÂÒÁŒ

ŒÎÕÔÒÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ A_0 ÓÔÁÎÅÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÏÉÓË ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ (ÆÏÒÍÕÌÙ (1.12)) ÎÁ ÑÚÙËÅ ÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ÚÄÅÓØ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÓÔÉ ÄÌÑ ÐÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ¸; ˛ = ± √ 2p + 1, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ p. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒ çÏÒÄÏÎÁ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ òÏÄÖÅÒÓÁ{ òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ. üÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ Œ ËÎÉÇÅ ç. üÎÄÒÀÓÁ ĂôÅÏÒÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊĄ (í., îÁÕËÁ, 1982).

ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

âÏÚÏÎ-ÆÅÒÍÉÏÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔ- ŒÉÅ, 63

œÁËÕÕÍÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, 29 œÅÒÔÅËÓÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, 59 œÉÒÁÓÏÒÏ ÁÌÇÅÂÒÁ, 48

çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, 43

äÉÒÁËÏŒÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, 25

úÁÒÑÄ, 25

ëÏÛÉ ÆÏÒÍÕÌÁ, 13

îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ, 54 îÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ, 33

ïÂÏÂÝÅÎÎÏ-ÑËÏÂÉÅŒÁ ÍÁÔÒÉÃÁ, 32 ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 56

ðÁÒÁÆÅÒÍÉÏÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, 59 | ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, 68 ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, 29 | |, ÐÏÄÎÑÔÉÅ, 30 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ, 25

òÏÄÖÅÒÓÁ{òÁÍÁÎÕÖÁÎÁ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÏ, 23, 78 | |, ŒÔÏÒÏÅ, 24 | |, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, 19

óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 57 óÔÁÒÛÉÊ ŒÅËÔÏÒ, 51 óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ k-ÜÌÅ- ÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, 12 | | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÅÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, 18 óÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, 53

ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ˘, 47

ãÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, 31 ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÚÁÒÑÄ, 48

ûÕÂÅÒÔÁ ËÌÅÔËÁ, 11

üÊÌÅÒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ, 15, 75 üÎÅÒÇÉÑ, 25 | Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ H_˘, 59

àÎÇÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, 11

ñËÏÂÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ, 14, 28 | |, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, 14

2-ËÏÃÉËÌÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, 30 | | |, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔØ, 30 G-ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, 65 V -ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, 36 q-ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ, 12 q-ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, 8 q-ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞ- ÞÉ, 18 q-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ, 9 q-ÆÁËÔÏÒÉÁÌ, 8