ȷ ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÕÒÓÁ 5

1. 7 1.1. úÁÄÁÞÁ Ï ÞÉÓÌÅ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ. : : : : : : : : : : : : : : 7 1.2. ïÂÝÉÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10 1.3. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÄ ÎÉÍÉ. : : : : : : : : 11 1.4. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. : : : : : : : : : : : : 12

2. 14 2.1. äÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. : : : : : : : : : : : : : : : 14 2.2. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. 15 2.3. þÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15 2.3.1. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÁÔÁÌÁÎÁ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15 2.3.2. ðÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÓËÏÂÏÞÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. : : : : : : : : : : 16 2.3.3. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. : : : 17 2.3.4. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ. : : : : : 18 2.4. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. : : : : : : : : : : : : 19 2.5. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20 úÁÄÁÞÉ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21

3. þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n. ôÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ É ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. 22 úÁÄÁÞÉ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

4. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ŒÙŒÏÄÏÍ. ôÅÏ- ÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ 29 úÁÄÁÞÉ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35

5. 37 5.1. æÏÒÍÕÌÙ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ : : : : : : : : : : : : : : : 37 5.2. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÓÔÅ- ÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ, É ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. : : : : : : 39 úÁÄÁÞÉ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43

6. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. 45 6.1. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45 6.2. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. : : : : : : : : : 46 6.3. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 46 6.4. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ. : : : : : : : : : : : : : : : : 47 6.5. åÝÅ ÏÄÎÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ:

ÍÏÒÓÏŒÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É up-down ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. : : : : : : 48 6.6. œÙŒÏÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ ÓÔÏÒÏÎ âÅÒÎÕÌÌÉ É üÊ- ÌÅÒÁ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50 úÁÄÁÞÉ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

7. çÒÁÆÙ É ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ 53 7.1. òÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÆÏŒ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53 7.2. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 54 7.3. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ. : : : : : : : : : : : : 57 7.4. ðÌÁÎÁÒÎÙÅ É ÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59

8. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÅÒÅŒØÅŒ. 60 8.1. ëÏÒÎÅŒÙÅ É ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÄÅÒÅŒØÑ. : : : : : : : : : : : : : : : 60 8.2. õÔÏÞÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ. : : : : : : : : : : : : : : : : 62 úÁÄÁÞÉ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64

9. œÌÏÖÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ 65 9.1. œÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. : : : : : : : : : : : : : : : : 65 9.2. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÌÏÖÅÎÉÉ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67 úÁÄÁÞÉ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71

3

10.ï ÞÉÓÌÅ ÓËÌÅÅË ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. 72 10.1. ðÒÉÍÅÒÙ ÓËÌÅÅË. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72 10.2. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÓËÌÅÅË. : : : : : : : : : : : : : : 73 10.3. ôÅÏÒÅÍÁ èÁÒÅÒÁ-úÁÇÉÒÁ. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 74

úÁÄÁÞÉ ÜËÚÁÍÅÎÁ 77

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÕÒÓÁ

1. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. 2. äÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ, ÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Œ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ.

3. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ëÁÔÁÌÁÎÁ,...).

4. òÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. 5. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ. 6. þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n; ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ É ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. 7. æÏÒÍÕÌÙ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ.

8. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ŒÙŒÏÄÏÍ; ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏŒ Œ ÑÚÙËÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÇÒÁÍ- ÍÁÔÉËÏÊ Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ŒÙŒÏÄÏÍ.

9. ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

10. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ, É ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ.

11. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. 12. äÅÒÅŒØÑ; ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÄÅÒÅŒØÅŒ. 13. ðÌÏÓËÉÅ ÄÅÒÅŒØÑ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÎÉÈ. 14. ðÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ; ÔÅÏÒÅÍÁ ëÕÒÁÔÏŒÓËÏÇÏ; ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ. 15. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

16. çÒÁÆÙ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ (ÜÓËÉÚÙ); ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ.

òåëïíåîäõåíáñ ìéôåòáôõòá

1. ç.ðÏÌÉÁ, ç.óÅÇÅ úÁÄÁÞÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÔÔ. 1, 2. 2. ò.óÔÜÎÌÉ ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ, í., íÉÒ, 1990. 3. ñ.çÕÌØÄÅÎ, ä.äÖÅËÓÏÎ ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ, í., îÁ- ÕËÁ, 1990.

4. äÖ. òÉÏÒÄÁÎ œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. 5. œ.î.óÁÞËÏŒ œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÉ, íÏÓËŒÁ, "îÁÕËÁ", 1982.

ìåëãéñ 1.

æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ äÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

1.1. úÁÄÁÞÁ Ï ÞÉÓÌÅ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÏÊ á.á.ëÉÒÉÌÌÏŒ ÏÔËÒÙŒÁÌ ÓŒÏÊ ÓÅÍÉÎÁÒ ÌÅÔ ÄŒÁÄÃÁÔØ ÎÁÚÁÄ.

œ ÔÅ ŒÒÅÍÅÎÁ ÞÅÌÏŒÅË, ÅÄÕÝÉÊ Œ ÏÂÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÔÒÁÎÓÐÏÒÔÅ, ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ËÕÐÉÔØ Œ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÁÓÓÅ ÂÉÌÅÔ. õ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÉÌÅÔÁ ÂÙÌ ÎÏÍÅÒ. îÏÍÅÒ ÓÏÓÔÏÑÌ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÃÉÆÒ. âÉÌÅÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÐÅÒŒÙÈ ÔÒÅÈ ÃÉÆÒ ÅÇÏ ÎÏÍÅÒÁ ÒÁŒÎÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÅ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒÅÈ ÃÉÆÒ. âÉÌÅÔÙ 000 000, 123 060 | ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÅ, Á ÂÉÌÅÔ 123 456 | ÎÅ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÊ. óÞÁÓÔÌÉŒÙÊ ÂÉÌÅÔ ÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ ÎÁ ÓÞÁÓÔØÅ ÓSSÅÓÔØ.

óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ?

þÅÌÏŒÅËÕ, ŒÌÁÄÅÀÝÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÎÁŒÙËÁÍÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ ÐÏÄ- ÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÅÒÅÂÏÒÅ ŒÓÅÈ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ É ÏÔÂÏÒÅ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ. äÁŒÁÊÔÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÉÇÌÑÄÉÍÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÐÏŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÊ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÅ ÂÉÌÅÔÙ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ÐÅÒŒÙÈ ÔÒÅÈ ÃÉÆÒ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ. óÕÍÍÁ ÐÅÒŒÙÈ ÔÒÅÈ ÃÉÆÒ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 0 (ÄÌÑ ÔÒÏÊËÉ ÃÉÆÒ 000) ÄÏ 27 (ÄÌÑ ÔÒÏÊËÉ ÃÉÆÒ 999). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÒÁŒÎÏ 28. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_n ÞÉÓÌÏ ÔÒÏÅË ÃÉÆÒ Ó ÓÕÍÍÏÊ n. îÁÐÒÉÍÅÒ, a_0 = 1, ÔÁË ËÁË ÅÓÔØ ŒÓÅÇÏ ÏÄÎÁ ÔÒÏÊËÁ ÃÉÆÒ Ó ÓÕÍÍÏÊ 0. a_1 = 3, ÔÁË ËÁË ÅÓÔØ ÔÒÉ ÔÒÏÊËÉ ÃÉÆÒ Ó ÓÕÍÍÏÊ 1: 001, 010, 100.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ an ÄÌÑ n = 2; 3; 4.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ, ÓÕÍÍÁ ÐÅÒŒÙÈ ÔÒÅÈ ÃÉÆÒ Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ n, ÅÓÔØ a^2_n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÃÉÆÒ Ó ÓÕÍÍÏÊ n ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ, ÔÁË É ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ ÍÅÓÔÏ Œ ÎÏÍÅÒÅ ÂÉÌÅÔÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ a_n, Á ÚÁÔÅÍ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ an = a27−n. õÐÒÏÓÔÉÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕ-

ÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a_n ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏ- É ÄŒÕÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n = 0, 1, 2, ..., 9 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ n. âÕÄÅÍ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ A_1(s) = 1 + s + s^2 + s^3 + : : :+ s^9. óÍÙÓÌ Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ:

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ s^n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A_1 ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ n (ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ).

œÙÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A_2(s), ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÊ ÄŒÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ s^n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A_2(s) ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÄŒÕÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÃÉÆÒ n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A2. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. A2(s) = (A1(s))^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÏŒ s^k É s^m ÄÁÅÔ ŒËÌÁÄ Œ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ ÐÒÉ s^n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A_2 Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ k+m = n. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÍÏÎÏÍÅ s^n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A_2 Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÃÉÆÒ k, m = 0, 1, ..., 9. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. œÙÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A2(s).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A3(s) = a0 + a1s + a2s^2 + : : : + a_{27}s^{27} ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ

A_3(s) = (A_1(s))^3:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. œÙÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ á3 É ÐÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ

ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. œÙÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ

ÉÚ 2r ÃÉÆÒ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ q.

œÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÒÅÛÁÅÔ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ Œ ÎÁ- ÞÁÌÅ ÌÅËÃÉÉ ÚÁÄÁÞÕ. œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ŒÒÕÞÎÕÀ, ÚÁÔÒÁÔÉŒ ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÅÓÑÔÉ ÍÉÎÕÔ. îÁÄÏÂÎÏÓÔØ Œ ÎÁÐÉÓÁÎÉÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÔÐÁÄÁ- ÅÔ. ïÄÎÁËÏ, ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏÍ É ÐÏÊÔÉ ÄÁÌØÛÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ A_3(s) ĂÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÏÒÁÎÁĄA_3(1=s) ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (1=s):

A_3(1=s) = a_0 + a_1 1 s + a_2 (1 s )_2

+ · · · + a_{27} (1 s )_{27} : œÚÑŒ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A_3(s) · A_3(1=s) ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ Œ ÎÅÍ ÒÁŒÅÎ a^2_0 + a^2_1 + a^2 + : : : + a^2_7, É ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÏ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ ÒÁŒÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÞÌÅÎÕ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ ìÏÒÁÎÁ A_3(s)A_3(1=s).

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ:

A_3(s)A_3(1=s) = ( 1 − s^{10} 1 − s

)_3 (

1 − s^{−10} 1 − s^{−1}

)_3 = ( 2 − s^{10} − s^{−10} 2 − s − s^{−1}

)_3

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ôÅÏÒÅÍÁ (ëÏÛÉ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÏÒÁÎÁ p(s) ÅÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ

ÞÌÅÎ p_0 ÒÁŒÅÎ p_0 = 1 2ıi ∫ p(s)ds s ; ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ.

äÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÊ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œŒÏÄÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ’, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÎÁÛe ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ:

p_0 = 1 2ı ∫ (2 − 2 cos(10’) 2 − 2 cos(’)

)_3

d’ = 1 2ı ∫_2ı 0 ( sin^2(5’) sin^2(^’_2 )

)_3

d’ = = 1 ı ∫ ı 0 ( sin(10’) sin(’)

)_6 d’ îÁÞÅÒÔÉÍ ÇÒÁÆÉË ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−ı=2; ı=2].

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÕÌÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

              -

6

ÒÁŒÎÏ 1 000 000, É ÆÕÎËÃÉÑ ÓÉÌØÎÏ ËÏÌÅÂÌÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ.

éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ \ËÏÌÅÂÌÀÝÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ" ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÐÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ \ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ" 0. ðÏ- ÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÓÔØ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ âÅÓÓÅÌÑ, É ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÁÂÌÉ- ÃÁÈ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ âÅÓÓÅÌÑ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÍÙ ŒÙŒÅÄÅÍ \ÑŒÎÕÀ" ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÞÁÓÔ- ÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ( 6 0 )( 32 5 ) − ( 6 1 )( 22 5 ) + ( 6 2 )( 12 5 )

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!)

1.2. ïÂÝÉÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

éÔÁË, ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙŒÏÄÙ Ï ÚÁÄÁÞÁÈ É ÍÅÔÏÄÁÈ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ.

• ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÚÁÄÁÞ, ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÏÄÓÞÅÔÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓŒÏÊ ÎÏÍÅÒ (Œ ÚÁÄÁÞÅ Ï ÞÉÓÌÅ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ ÔÁËÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÂÙÌÁ ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏ- ÇÏ ÞÉÓÌÁ).

• ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ \Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ" ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁÊÔÉ ÎÅÔÒÕÄÎÏ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ \ÈÏÒÏÛÅÅ" ÒÅÛÅÎÉÅ.

• ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ ÔÏÖÅ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÒÕ- ÄÎÏ. íÏÖÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÌÉÛØ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ.

• ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÒÑÄÙ). œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌØÚÕ ÐÒÉÎÅÓ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A_3. ïÐÅ- ÒÁÃÉÉ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ŒÙÒÁÖÁ- ÀÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

• ðÒÉŒÌÅÞÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÏŒ ÉÚ ÓÍÅÖÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏŒÙÓÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÉŒ- ÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

1.3. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÄ ÎÉÍÉ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÔÒÏÇÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Á0; a1; a2; : : : | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÏ-

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÃÅÌÙÈ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÏÉÚ- ŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÍ ÒÑÄÏÍ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÚÁÐÉÓØ ŒÉÄÁ A(s) = a_0 + a_1s + a_2s^2 + : : : =^{∞∑}_{n=0} a_ns^n

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÕÍÁÔØ, ÂÕÄÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÅÍÕ ÒÁŒ- ÎÏ \ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ A Œ ÔÏÞËÅ s = s_0". ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ, É ÒÑÄ Á_0 + a_1s_0 + a_2(s_0)^2 + : : : ÓÍÙÓÌÁ ÎÅ ÉÍÅ- ÅÔ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÆÕÎËÃÉÀ A(s), ÜÔÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÎÕÌÅ ÒÁŒÎÏ a_0. åÓÌÉ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÒÑÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (Ô.Å. ŒÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒ- ÎÙ ÎÕÌÀ), ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ A(s) = a_0 + a_1s + a_2s^2 + a_3s^3 + : : : É B(s) = b_0 + b_1s + b_2s^2 + b_3s^3 + : : :

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

A(s) + B(s) = (a_0 + b_0) + (a_1 + b_1)s + (a_2 + b_2)s^2 + : : :

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ A É B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

A(s)B(s) = (a_0b_0) + (a_0b_1 + a_1b_0)s + (a_0b_2 + a_1b_1 + a_2b_0)s^2 + : : : ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A(s) = a0 +a1s+a2s^2 +: : : É B(s) = b1s+b2s^2 +: : :

| ÄŒÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ B(0) = 0. ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ B Œ ÆÕÎËÃÉÀ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ A(B(s)) = a_0 + a_1b_1s + (a_1b_2 + a_2b^2_1)s^2 + (a_1b_3 + 2a_2b_1b_2 + a_3b^3_1)s^3 + : : : åÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, B(s) = −s, ÔÏ A(B(s)) = a_0 − a_1s + a_2s^2 − a_3s^3 + : : : . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ A É B ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÓÕÍÍÙ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

1.4. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÕÄÏÂÎÏ ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ŒÉÄÅ ÒÑÄÁ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÆÕÎËÃÉÊ ŒŒÅÄÅÎÙ ÓÏ- ËÒÁÝÅÎÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

1) (1 + s)^¸ = 1 +¸ 1! s + ¸(¸ − 1) 2! s^2 + ¸(¸ − 1)(¸ − 2) 3! s^3 + : : : ;

ÇÄÅ ¸ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ s^n Œ ÜÔÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉ- ÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ ¸ ÐÏ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ^{(¸}_n^)).

2) exp(s) = 1 + 1 1! s + 1 2! s^2 + 1 3! s^3 + : : :

3) log( 1 1 − s

) = s + 1 2 s^2 + 1 3 s^3 + : : :

4) sin(x) = x − 1 3! x^3 + 1 5! x^5 − : : :

5) cos(x) = 1 − 1 2! x^2 + 1 4! x^4 − : : :

ðÒÉ ÃÅÌÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ¸ ÞÁÓÔØ 1) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁ- ÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ s = 1 É s = -1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ 1 + ¸ 1! + ¸(¸ − 1) 2! + : : : + ¸! ¸! = 2^¸ (1.1) 1 − ¸ 1! + ¸(¸ − 1) 2! − : : : + (−1)^¸ ¸! ¸! = 0 (1.2)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ¸.

íÅÖÄÕ ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÁÍÉ. äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ

exp(s) exp(−s) = 1:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ 1, Á ÐÒÉ n > 0 ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ s^n ÒÁŒÅÎ 1 n!0! − 1 (n − 1)!1! + 1 (n − 2)!2!

− : : : +

(−1)^n 0!n!

õÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ n!, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1.2) ÐÒÉ ¸ = n, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

1) sin^2(s) + cos^2(s) = 1;

2)(1 + s)^¸(1 + s)^˛ = (1 + s)^{¸+˛}; 3) exp(log(1 − s)^{−1}) = (1 − s)^{−1};

4) log(1 + s) = s − 1 2 s^2 + 1 3 s^3 − : : : +

(−1)^{n+1} n s^n;

5) log(1 − s)^{−¸} = ¸ log(1 − s)^{−1}:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ B = B(s) = b1s + b2s^2 + b3s^3 + · · ·

ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ B(0) = 0; B^′(0) = b_1 ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ A = A(s) = a_1s + a_2s^2 + · · ·, A(0) = 0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ B(A(s)) = s É ÆÕÎËÃÉÑ C = C(s) = c_1s + c_2s^2 + · · ·, C(0) = 0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ C(B(s)) = s. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ A(s) = C(s)?

ìåëãéñ 2.

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ òÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

2.1. äÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

îÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ, ŒÙÞÉÔÁÔØ É ÕÍÎÏ- ÖÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. îÁÍ ÂÙ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÔÁËÖÅ É ÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ-

ÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ B(s), ÞÔÏ sB(s) = 1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A(s) | ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, ÐÒÉÞÅÍ

A(0) ÎÅ ÒÁŒÎÏ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅ- ÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ B(s), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ, ÞÔÏ A(s)B(s) = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. b0 = 1=a0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ B ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n+1 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ a_0b_{n+1} + a_1b_n + : : : + a_{n+1}b_0 = 0. üÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ b_{n+1}, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_0 ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÎÅ-

ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÁ ÒÑÄ A(s) ÏÎ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÁÍÏÅ ÓÌÁÂÏÅ ÔÁËÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÍÉ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕ- ÅÔ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ) ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÁÌ- ÇÅÂÒÏÊ. üÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C [[s]] (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ R[[s]]; Q[[s]]).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C [[s]] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅ-

ÁÌÏŒ.

2.2. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ f_0 = 0; f_1 = 1; f_{n+2} = f_{n+1} + f_n ÄÌÑ n > 1. åÅ ÐÅÒŒÙÅ ÞÌÅÎÙ: 0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; : : : : œÙŒÅÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F ib(s) = s + s^2 + 2s^3 + 3s^4 + 5s^5 + : : : ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (F ib(s) − s)=s = F ib(s) + F ib(s)s, ÏÔËÕÄÁ F ib(s) = s=(1 − s − s^2).

2.3. þÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ.

2.3.1. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÁÔÁÌÁ- ÎÁ. åÝÅ ÏÄÎÁ ÏÞÅÎØ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÁÔÁÌÁÎÁ. åÅ ÐÅÒŒÙÅ ÞÌÅÎÙ: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, ...

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅÍ c_0 = 1; c_{n+1} = c_0c_n + c_1c_{n−1} + : : : + c_nc_0. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 5: c_5 = 14 = 1 · 5 + 1 · 2 + 2 · 1 + 5 · 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ:

Cat(s) = c_0 + c_1s + c_2s^2 + : : : = 1 + s + 2s^2 + 5s^3 + : : :

ïÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ:

Cat(s) = sCat(s)Cat(s) + 1

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ:

Cat(s) = 1 − √ 1 − 4s 2s : üÔÏÔ ŒÉÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ ÉÍÅÅÍ:

c_n = (1=2)(1=2)(3=2) : : : ((2n − 1)=2)4^{n+1} 2(n + 1)!

ÉÌÉ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÁ n! É ÓÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ 2^{n+1}, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ c_n =

(2n)!

n!(n + 1)! = 1 n + 1 ( 2n n ) : üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ É ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ: c_{n+1} = c_n

4n + 2 n + 2 : þÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÔ ÓÁÍÙÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ. éÚŒÅÓÔÎÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÓÏÒÏËÁ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. ðÒÉŒÅ- ÄÅÍ ÄŒÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÈ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ.

2.3.2. ðÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÓËÏÂÏÞÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ.

äÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ, Œ ÎÉÈ ÒÁÓÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓËÏÂËÉ. åÓÌÉ ÓÔÅÒÅÔØ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ËÒÏÍÅ ÓËÏÂÏË, ÔÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ, É ÂÕÄÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏ- ÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, (()(()()))().

œÓÑËÁÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÓËÏÂÏÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄŒÕÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1. ÞÉÓÌÏ ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÓËÏÂÏË Œ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ;

2. ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÌÅŒÙÈ ÓËÏÂÏË ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÐÒÁŒÙÈ.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÓËÏÂÏË, ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ 1) É 2), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ 1) É 2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÓËÏÂÏÞÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÐÁÒ ÓËÏÂÏË 1, 2 É 3:

() ()() (()) ()()() ()(()) (())() (()()) ((())) ëÁÖÄÏÊ ÌÅŒÏÊ ÓËÏÂËÅ Œ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÎÁÑ ÅÊ ÐÒÁŒÁÑ ÓËÏÂËÁ. üÔÁ ÓËÏÂËÁ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ:

ÄŒÉÇÁÑÓØ ÏÔ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÌÅŒÏÊ ÓËÏÂËÉ ŒÐÒÁŒÏ ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÌÅŒÙÈ É ÞÉÓÌÏÍ ÐÒÁŒÙÈ ÐÒÏÊÄÅÎÎÙÈ ÓËÏÂÏË (ŒËÌÀÞÁÑ ŒÙÂÒÁÎÎÕÀ). ðÅÒŒÁÑ ÐÒÁŒÁÑ ÓËÏÂËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÁÒÎÏÊ Ë ÉÓÈÏÄ- ÎÏÊ ÌÅŒÏÊ ÓËÏÂËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ÓËÏÂËÉ Œ ÐÒÁ-

ŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÉÚ n ÐÁÒ ÓËÏÂÏË ÞÅÒÅÚ b_n. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ c_n. ðÏÌÏÖÉÍ b_0 = 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÉÚ (n + 1) ÐÁÒ ÓËÏÂÏË ÐÁÒÕ ÓËÏÂÏË, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ŒÈÏÄÉÔ ÓÁÍÁÑ ÌÅŒÁÑ ÓËÏÂËÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÓËÏÂÏË ŒÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÓËÏÂÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ, É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓËÏÂÏË ŒÎÅ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÓËÏÂÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ: (: : : ): : : . åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÁŒÎÏ k, ÔÏ ŒÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ n − k ÐÁÒ ÓËÏÂÏË. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÏ ÌÀ- ÂÏÊ ÐÁÒÅ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÉÚ k É ÉÚ n − k ÓËÏÂÏË ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÉÚ n+1 ÐÁÒÙ ÓËÏÂÏË, ÚÁËÌÀÞÉŒ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Œ ÓËÏÂËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ b_n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÅËÕÒ- ÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

b_{n+1} = b_0b_n + b_1b_{n−1} + : : : + b_nb_0;

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ.

2.3.3. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÐÕËÌÙÊ (n + 2)-ÕÇÏÌØÎÉË. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ- ÃÉÅÊ ÎÁÚÏŒÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÍÉÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ. œÓÑËÁÑ ÔÁËÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n − 1 ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØ.

œÏÔ ŒÓÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ 4-È É 5-ÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏŒ.

ðÕÓÔØ t_n | ÞÉÓÌÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÊ (n+2)-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ t_n = c_n. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 0 ÄÏ n+1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ É ŒÙÄÅÌÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÐÒÉ- ÍÙËÁÀÝÉÊ Ë ÓÔÏÒÏÎÅ [0,1]. ðÕÓÔØ k | ÎÏÍÅÒ ÔÒÅÔØÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÜÔÏ- ÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. œÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ (n+2)-ÕÇÏÌØÎÉË

ÎÁ k-ÕÇÏÌØÎÉË É (n-k+3)-ÕÇÏÌØÎÉË, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏŒÁÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÊ ÚÁÄÁÅÔ ÔÒÉ- ÁÎÇÕÌÑÃÉÀ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ

t_{n+1} = t_0t_n + t_1t_{n−1} + : : : + t_nt_0:

É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t_n ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÁÔÁÌÁÎÁ.

2.3.4. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ.

òÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÍÏÇÁÀÔ ÎÁÍ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

(2n)!

n!(n+1)! | ÃÅÌÏÅ, ÜÔÏ ÔÒÕÄÎÏÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏŒÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. îÁÊÄÑ ÖÅ

ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÍÙ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÃÅÌÏÅ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÄŒÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n + 2 | ÐÒÏÓÔÏÅ, n > 1, ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ

ëÁÔÁÌÁÎÁ c_n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n + 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÔÒÉÁÎ- ÇÕÌÑÃÉÑÍÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ (n+2)-ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÊ ÇÒÕÐÐÁ ŒÙÞÅÔÏŒ Z_{n+2} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ (n+2)-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Õ ÎÅÅ ÎÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÉ n > 1. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n+2 | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÊ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÄÌÉÎÙ n + 2, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n+2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ

ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p, n + 2 = p^k, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ëÁÔÁÌÁÎÁ c_n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n | ÐÒÏÓÔÏÅ. ôÏÇÄÁ cn = 2 mod n.

ðÒÉÍÅÒ.

c_2 = 2 = 2 mod 2;

c_3 = 5 = 2 mod 3;

c_5 = 42 = 2 mod 5:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓËÏ- ÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ŒÙÞÅÔÏŒ Z_{2n} ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ- ŒÉÌÕ. ïÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÄŒÉÇÏÍ

ŒÌÅŒÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÄŒÉÇÅ ÓÁÍÁÑ ÌÅŒÁÑ ÓËÏÂËÁ ÓÔÉÒÁÅÔÓÑ É ÚÁ- ÍÅÎÑÅÔÓÑ ŒÎÏŒØ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÅÍÏÊ ÓÁÍÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÓËÏÂËÏÊ; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ÐÒÁŒÁÑ ÓËÏÂËÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÌÅŒÏÊ ÓËÏÂËÏÊ; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÎÅ ÍÅÎÑ- ÀÔÓÑ. ðÒÉ n > 1 Õ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ Õ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÏÒÂÉÔÁ ÄÌÉÎÙ 2. üÔÁ ÏÒÂÉÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ()(): : : () É ((): : : ()). äÌÉÎÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÒÂÉÔ ÒÁŒÎÙ n ÉÌÉ 2n, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ-

ÇÏ ÞÉÓÌÁ p, n = p^k, ÔÏ c_n = 2 mod p.

2.4. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÞÉÓÌÁÍ æÉÂÏÎÁÞÞÉ É ÓŒÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÎÉÍÉ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ f_{n+2} = f_{n+1} + f_n. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑ É ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÓÍÏÇÌÉ ÎÁÊÔÉ ÑŒ- ÎÙÊ ŒÉÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÎÁÛÅÍ ŒÙŒÏÄÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ŒÉÄ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÕÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÅËÕÒÅÎ-

ÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ k Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ c_0; : : : ; c_{k−1}:

a_{n+k} = c_{k−1}a_{n+k−1} + c_{k−2}a_{n+k−2} + : : : + c_0a_n

É ÞÉÓÌÁ a_0; : : : ; a_k ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ A(s) = a_0 +a_1s+a_2s^2 +: : : ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ, A(s) =^{P (s)}_{Q(s)} , ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÒÁŒÎÁ k, Á ÓÔÅÐÅÎØ P(s) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k-1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. òÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ:

A(s) − a_{k−1}s^{k−1} − a_{k−2}s^{k−2} − : : : − a_0 =

c_{k−1}(A(s) − a_{k−2}s^{k−2} − : : : − a_0)s + : : :

+c_0A(s)s^k òÁÚÒÅÛÁÑ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A(s), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÓÑËÏÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ- ÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ A(s) =^{P (s)}_{Q(s)} , ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(s) ÒÁŒÎÁ k,

Á ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(s) ÍÅÎØÛÅ k. ôÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑ- ÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ A(s) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÀ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

óËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ŒÉ- ÄÁ. ðÕÓÔØ A(s) =^{P (s)}_{Q(s)} , ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(s) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(s). ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ A(s) Œ ŒÉÄÅ A(s) = P_1(s) +^{P2(s)}_{Q(s)} , ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_2(s) ÕÖÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(s). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÏÖÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÁ.

2.5. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A(s) = a0 +a1s+a2s^2 +: : : | ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎË-

ÃÉÑ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ A^′(s) = a_1 + 2a_2s + 3a_3s^2 + ::: + na_ns^{n−1} + : : :

éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ (∫ A ) (s) = a_0s + a_1s^2=2 + a_2s^3=3 + ::: + a_ns^{n+1}=(n + 1) + : : :

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÂÙÞÎÙÍ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÄÓÞÉ- ÔÙŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

f(s) = 1 1 · 2 + 1 2 · 3 s + 1 3 · 4 s^2 + : : : + 1 (n + 1)(n + 2) s^n + : : :

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (s^2f)^{′′}(s) = log(1−s)^{−1}, ÐÏÜÔÏÍÕ f(s) = s^{−2} (^∫ log) ((1− s)^{−1}) , ÉÌÉ, ÐÏÓÞÉÔÁŒ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f(s) = s^{−2 (}(s − 1) log((1 − s)^{−1}) + s^) :

úÁÄÁÞÉ

1. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Á) 1; q; q^2; q^3; : : :; Â) 1; 2; 3; 4; 5; 6; : : :;

Œ) 2; 6; 12; : : : ; (k + 1)(k + 2); : : :.

2. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:

Á) 1; 4; 9; 16; : : : ; k^2; : : :; Â) 1; 1=4; 1=9; : : : ; 1=k^2; : : : ?

3. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÕÔÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÄÌÉÎÙ 1 ŒÐÒÁŒÏ ÉÌÉ ŒÌÅŒÏ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Œ 0 É ÎÅ ÚÁÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÐÕ- ÔÅÊ ÄÌÉÎÙ k , ËÏÎÞÁÀÝÉÈÓÑ

Á) Œ 0;

Â) Œ ÔÏÞËÅ N > 0.

4. ðÕÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÄÌÉÎÙ 1, ÉÄÕÝÉÈ ÎÁ ÓÅ- ŒÅÒ, ŒÏÓÔÏË ÉÌÉ ÚÁÐÁÄ (ÎÁ ÀÇ ÉÄÔÉ ÎÅÌØÚÑ). îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ k, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Œ 0 É ÎÅ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ.

5. ðÕÓÔØ A(s) = a_0 + a_1s + a_2s^2 + : : : | ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_0; a_1; : : : . îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

Á) a_0 + a_1; a_1 + a_2; a_2 + a_3; a_3 + a_4; : : :; Â) a_0; a_0 + a_1; a_0 + a_1 + a_2; a_0 + a_1 + a_2 + a_3; : : :.

6. äÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ

Á) f_0 + f_1 + : : : + f_n = f_{n+2} − 1; Â) f_0 + f_2 + : : : + f_{2n} = f_{2n+1} − 1; Œ) f_1 + f_3 + : : : + f_{2n−1} = f_{2n}; Ç) f^2_0 + f^2_1 + : : : + f^2_n = f_nf_{n+1}.

7. äŒÏÅ ÉÇÒÁÀÔ Œ ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ. ïÄÉÎ ÚÁÄÕÍÙŒÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 144, Á ŒÔÏÒÏÊ ÐÙÔÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÏÔÇÁÄÁÔØ, ÚÁÄÁŒÁÑ ŒÏÐÒÏÓÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒ- ŒÙÊ ÏÔŒÅÞÁÅÔ \ÄÁ" ÉÌÉ \ÎÅÔ". œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔŒÅÔÁ \ÄÁ" ŒÔÏÒÏÊ ÐÌÁÔÉÔ $1, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔŒÅÔÁ \ÎÅÔ" ÏÎ ÐÌÁÔÉÔ $2. ëÁË ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÉÇÒÁÔØ: ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÓŒÏÊ ÐÒÏÉÇÒÙÛ Œ ÎÁÉÈÕÄÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÍ?

ìåëãéñ 3. þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n. ôÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ É ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÙ àÎÇÁ.

îÁ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÒÅÛÁÑ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÏ ÞÉÓÌÏ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ, ÍÙ ÕÖÅ ÉÚÕÞÁÌÉ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÞÉÓÌÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. äÁŒÁÊÔÅ ÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÔÏÒÏÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅÌÉ- ÞÉÎÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (Œ ÚÁÄÁÞÅ Ï ÞÉÓÌÅ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÄÏÌÖ- ÎÙ ÂÙÌÉ ÂÙÔØ ÃÉÆÒÁÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÌÁ 9). âÕ- ÄÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÓÌÏ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ k ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. äŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ n = a_1 + a_2 + · · · a_k = b_1 + b_2 + · · · + b_k ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i; ≤ i ≤ k; a_i ÎÅ ÒÁŒÎÏ b_i. ôÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁŒÎÏ^{(n+k−1}_{k−1}^).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ ÞÉÓÌÏ n Œ ŒÉÄÅ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÉËÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. ëÁÖÄÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ n ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÕ k − 1 ÐÁÌÏÞËÉ ÍÅÖÄÕ ÛÁÒÉËÁÍÉ. üÌÅÍÅÎÔ a_i ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÛÁÒÉËÏŒ ÍÅÖÄÕ ÐÁÌÏÞËÁÍÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i − 1 É i. œÍÅÓÔÅ ÐÁÌÏÞËÉ É ÛÁÒÉËÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ n + k − 1 ÐÒÅÄÍÅÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÎÁÞÉÔØ k − 1 ÐÒÅÄÍÅÔÏŒ ÐÁÌÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÏŒÎÏ^{(n+k−1}_{k−1}^) ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ. ðÏ ÓÕÔÉ, ÍÙ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÌÉ ÜÔÏ ÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÎÁ k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏ-

ÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ B_k(x) = (1 − x)^{−k}.

óÌÏÖÎÅÅ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n. òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉ ÏÄ- ÎÏ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÅ ÒÁŒÎÏ 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. œÏÔ ŒÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÞÉÓÅÌ:

n = 1 1 n = 2 2 = 1 + 1 n = 3 3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1 n = 4 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 n = 5 5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÞÅÒÅÚ p_n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p_n:

n 0 1 2 3 4 5 p_n 1 1 2 3 5 7

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p_n.

œÏÔ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. ëÁÖÄÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ŒÉÄÅ ÔÁÂÌÉÃÙ æÅÒÒÅ ÉÌÉ ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ: s s s s ss s s s

s s s ss ss_{ôÁÂÌÉÃÁ æÅÒÒÅ ôÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ}

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ 5 + 4 + 4 + 2 + 1 ÞÉÓÌÁ 16. îÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÈ àÎÇÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ | ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ. ôÁËÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (É ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ. éÓÐÏÌØÚÕÑ

ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ æÅÒÒÅ ÉÌÉ àÎÇÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. þÉÓÌÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ

ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄ- ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÅÅ \ÃÅÎÔÒÁÌØ- ÎÙÈ ËÒÀËÏŒ". îÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÚÑŒ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÓÔÒÏË, ÍÙ ÍÏÖÅÍ \ÓÌÏÍÁÔØ" ËÁÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÐÏÓÅÒÅÄÉÎÅ É ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÜÔÉ ÓÔÒÏËÉ, ÐÏÌÕÞÉŒ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ.

ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ. ðÕÓÔØ p_1(s) | ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÒÁŒÎÙÅ 1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ p_1(s) = 1+s+s^2+s^3+· · · = (1−s)^{−1}. þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÒÁŒÎÙÅ ÄŒÏÊËÅ, ÒÁŒÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ É ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ p_2(s) = 1 + s^2 + s^4 + s^6 + · · · = 1=(1 − s^2). þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÅ ÄŒÕÈ, ÒÁŒÎÏ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, p_1(s)p_2(s) = 1=((1−s)(1−s^2)). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÊ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÒÁŒÎÙÅ ÔÒÅÍ, ÒÁŒÎÏ p_3(s) = 1=(1 − s^3), Á ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉ- ÅÎÉÊ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÅ ÔÒÅÈ, ÒÁŒÎÏ 1=((1 − s)(1 − s^2)(1 − s^3)). ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (üÊÌÅÒ). ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉ-

ÓÌÁ n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

p(s) = 1 (1 − s)(1 − s^2)(1 − s^3)(1 − s^4) : : :

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÄÁÔØ ÜÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÓÍÙÓÌ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÏÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ÓÔÏÑÝÉÍ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. üÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ q(s) = q_0 + q_1s + q_2s^2 + · · · = (1 − s)(1 − s^2) : : : äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ q_0; q_1; q_2; : : : ; ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

1 − s = 1 −s (1 − s)(1 − s^2) = 1 −s −s^2 +s^3 (1 − s)(1 − s^2)(1 − s^3) = 1 −s −s^2 +s^4 +s^5 −s^6 (1 − s) : : : (1 − s^4) = 1 −s −s^2 +s^5 +s^6 + · · · (1 − s) : : : (1 − s^5) = 1 −s −s^2 +s^5 + · · · œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÜÔÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÈ \ÓÔÁÂÉÌÉ- ÚÉÒÕÀÔÓÑ" | ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÐÅÒÅÓÔÁÀÔ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ. üÔÏ É ÎÅÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ 1 − s^k ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ ÐÒÉ ÓÔÅÐÅÎÑÈ, ÍÅÎØÛÉÈ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ q_k ÒÁŒÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ s^k Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ (1 − s)(1 − s^2) : : : (1 − s^k).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ:

þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (1 + s)(1 + s^2)(1 + s^3) : : :

þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏ- ÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (1 + s)(1 + s^3)(1 + s^5) : : :

þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ 1 (1 − s)(1 − s^3)(1 − s^5) : : :

É Ô.Ä.

äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑÄÁ q ÄÁÀÔ

q(s) = 1 − s − s^2 + s^5 + s^7 − s^{12} − s^{15} + s^{22} + s^{26}−

−s^{35} − s^{40} + s^{51} + s^{57} − s^{70} − s^{77} + s^{92} + s^{100} : : :

üÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÐÒÉŒÅÌÉ üÊÌÅÒÁ Ë ÇÉÐÏÔÅÚÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÕÅÍ Œ ŒÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ).

q(s) = 1 +^{∞∑}_{k=1}(−1)^k ( s^{3k2}

�k_2 + s^{3k2+k2} )

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ÒÑÄ

q(s) = (1 − s)(1 − s^2)(1 − s^3) : : :

ŒÈÏÄÑÔ ÔÅ ÖÅ ÞÌÅÎÙ, ÞÔÏ É Œ ÒÑÄ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ (1 + s)(1 + s^2)(1 + s^3) : : : . ïÄÎÁËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÌÅÎÙ ŒÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ.

úÎÁË ÐÌÀÓ ÉÍÅÀÔ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ; ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ | ÞÌÅÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ

ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÞÅÔ- ÎÏÅ É ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÒÏÍÅ ÉÓ- ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ æÅÒÒÅ. œÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÅÅ \ÂÏËÏŒÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ".s s s s s s s ss s s s s s s

s s s s s ss s ss s

ðÕÓÔØ l | ÄÌÉÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÉ, d | ÄÌÉÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, k | ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏÞÅË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, Ô.Å. ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏÞ- ËÁÍÉ Œ ÓÅÂÑ.

åÓÌÉ l < d, ÔÏ ÏÔÒÅÖÅÍ ÏÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÒÏÞËÕ É ÐÒÉËÌÅÉÍ ÅÅ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

åÓÌÉ l = d < k, ÔÏ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ.

åÓÌÉ l > d É k > l, ÔÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÏÔÒÅÖÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ É ÐÒÉËÌÅÉÍ ÅÅ ÎÉÖÅ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÉ.

ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ (ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÎÉ- ÞÅÇÏ.

îÁÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÅÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÎÅÔ ŒÏÏÂÝÅ, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ s^n Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ q(s) ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

éÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ: k = l = d ÉÌÉ k = d, l = k + 1.

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ n = k + (k + 1) + (k + 2) + · · · + (2k − 1) = (3k^2 − k)=2.

œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n = (k + 1) + (k + 2) + · · · + 2k = (3k^2 + k)=2. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ôÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ ÄÁÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n. éÍÅÎÎÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.

p_n = p_{n−1} + p_{n−2} − p_{n−5} − p_{n−7} + p_{n−12} + p_{n−15} − · · ·

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

p(s)q(s) = 1:

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÌÕÞÛÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÃÉÔÉÒÏŒÁÔØ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÑ \ÌÉÎÅÊËÉ æÕËÓÁ" ä.â.æÕËÓÁ (ëŒÁÎÔ, Ć8(1981), Ó. 15).

\üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÂÙÓÔÒÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÌÉÎ- ÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÞÉÓÅÌ p_n. œÏÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÏŒÅÔ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅ- ÌÁÔØ. œÏÚØÍÉÔÅ ÌÉÓÔ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ | ÌÕÞÛÅ ŒÓÅÇÏ ÄŒÏÊ- ÎÏÊ ÔÅÔÒÁÄÎÙÊ ÌÉÓÔ. ïÔÒÅÖØÔÅ ŒÄÏÌØ ÅÇÏ ÄÌÉÎÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÌÏÓËÕ ÛÉÒÉÎÏÊ 3-4 ËÌÅÔËÉ. ðÏÌÏÖÉÔÅ ÜÔÕ ÐÏÌÏÓËÕ ÐÅÒÅÄ ÓÏ- ÂÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ É Õ ÌÅŒÏÇÏ ÓÒÅÚÁ Œ ÎÉÖÎÅÊ ËÌÅÔËÅ ÐÏÓÔÁŒØÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÚÎÁË, ÓËÁÖÅÍ ÚŒÅÚÄÏÞËÕ. úÁÔÅÍ, ÄŒÉÇÁÑÓØ ŒŒÅÒÈ, ÐÏÓÔÁŒØÔÅ Œ ÐÅÒŒÏÊ ËÌÅÔËÅ +, ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ +, Œ ÐÑÔÏÊ -, Œ ÓÅÄØ- ÍÏÊ -, Œ ÄŒÅÎÁÄÃÁÔÏÊ +, Œ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔÏÊ + É Ô.Ä., ÎÁÓËÏÌØËÏ ÈŒÁÔÉÔ ÄÌÉÎÙ ÐÏÌÏÓËÉ. ÏÓÔÁŒÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÌÉÓÔÁ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅ ÐÅÒÅÄ ÓÏÂÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ É, ÏÔÓÔÕÐÑ 10-15 ËÌÅÔÏË ÏÔ ÅÅ ÌÅŒÏÇÏ ÓÒÅÚÁ, ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ÎÁ ÎÅÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÞÅÒÔÕ | ÓŒÅÒ- ÈÕ ÄÏÎÉÚÕ. œ ËÌÅÔËÉ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÞÅÒÔÅ ÓÌÅŒÁ, ÄŒÉÇÁÑÓØ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ, ŒÐÉÛÉÔÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ŒÁÍ ÞÉÓÌÁ p_n, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó p_0: 1, 1, 2, 3, 5, 7. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÐÒÉÌÏÖÉÔÅ ÏÔÒÅÚÁÎÎÕÀ ÐÏÌÏÓËÕ ÓÐÒÁŒÁ Ë ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÞÅÒÔÅ ÔÁË, ÞÔÏ- ÂÙ ÚŒÅÚÄÏÞËÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÐÒÏÔÉŒ ÐÅÒŒÏÊ ÐÕÓÔÏÊ ËÌÅÔËÉ. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÐÒÏÔÉŒ ÐÌÀÓÏŒ, ŒÙÞÔÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÞÉ- ÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÐÒÏÔÉŒ ÍÉÎÕÓÏŒ. þÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ | ŒÐÉÛÉÔÅ Œ ËÌÅÔËÕ ÐÒÏÔÉŒ ÚŒÅÚÄÏÞËÉ: ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ p_n. ïÐÕÓÔÉÔÅ ÐÏÌÏÓËÕ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒÎÉÚ É ÐÏŒÔÏÒÉÔÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. þÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ ŒÙ ÐÏÌÕÞÉÔÅ ËÏÌÏÎËÕ ÞÉÓÅÌ p_n ŒÙÓÏÔÏÊ Œ ŒÁÛ ÌÉÓÔ."

úÁÄÁÞÉ

ðó | ÚÁÄÁÞÎÉË ðÏÌÉÁ É óÅÇÅ, ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÉÊÓÑ ŒÙÛÅ. ó | ËÎÉÇÁ óÔÅÎÌÉ, ÔÁËÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÁÑÓÑ ŒÙÛÅ.

1. (ðó, 1.1.1) óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÍÅÎÑÔØ ÒÕÂÌØ ÎÁ ÍÏÎÅ- ÔÙ Œ 1, 2, 5, 10, 20 É 50 ËÏÐÅÅË?

2. (ðó, 1.1.5) óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ŒÚŒÅÓÉÔØ 78 Ç Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÎÏŒÅÓÏË 1, 1, 2, 5, 10, 10, 20, 50 Ç Á) ÎÁ ÏÄÎÏÞÁÛÅÞÎÙÈ ŒÅÓÁÈ? Â) ÎÁ ÄŒÕÈÞÁÛÅÞÎÙÈ ŒÅÓÁÈ?

(ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÎÏŒÅÓÏË ÏÄÎÏÇÏ ŒÅÓÁ ÄÁÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÚŒÅÛÉŒÁÎÉÑ.)

3. (ðó, 1.1.16) îÁÊÔÉ

(1 + qs)(1 + qs^2)(1 + qs^4) : : :

4. (ðó, 1.1.18) œÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ

(1 + s + s^2 + · · · + s^9)(1 + s^{10} + s^{20} + · · · + s^{90}) : : : = 1=(1 − s)

5. (ðó, 1.1.19)

(1 + s)(1 + s^2)(1 + s^3)(1 + s^4) : : : = 1=((1 − s)(1 − s^3)(1 − s^5) : : :)

6. äÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ çÁÕÓÓÁ Á) (1 − t)(1 − t^2)(1 − t^3) : : : (1 + t)(1 + t^2)(1 + t^3) : : :

= 1 − 2t + 2t^2 − 2t^3 + : : : Â) (1 − t^2)(1 − t^4)(1 − t^6) : : : (1 − t)(1 − t^3)(1 − t^5) : : :

= 1 + t + t^3 + t^6 + t^{10} + : : :

7. (ðó 1.1.20) ëÁÖÄÏÅ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÔÏÌØ- ËÉÍÉ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍ- ÍÙ ÎÅÞÅÔÎÙÈ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

8. (ðó 1.1.21) îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉ- ÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÅÎØÛÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ 2^{n−1} − 1 ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÅÓ- ÌÉ ÄŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ.

9. (ó, 1.1.14) ðÕÓÔØ —(n) | ÆÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ. ôÏÇÄÁ ∞∏ n=0 (1 − x^n)^{−—(n)=n} = exp(x):

10. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÊ.

11. (ó 1.24) ðÕÓÔØ P (x) | ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ˚(x) | ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. ôÏÇÄÁ

P^′(x) = P (x)˚(x):

ìåëãéñ 4. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ŒÙŒÏÄÏÍ. ôÅÏ- ÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ

ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÓËÏÂÏÞÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÞÉ- ÓÌÁÍÉ ëÁÔÁÌÁÎÁ. œÙÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÓËÏÂÏÞÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ 4:

1 2 3 4

   () (()) ((())) (((()))) (())(())
   ab aabb aaabbb aaaabbbb aabbaabb
         ()() (()()) ((()())) (())()()
         abab aababb aaababbb aabbabab
                  (())() ((())()) ()((()))
                  aabbab aaabbabb abaaabbb
                  ()(()) (()(())) ()(()())
                  abaabb aabaabbb abaababb
                  ()()() (()()()) ()(())()
                  ababab aabababb abaabbab
                            ((()))() ()()(())
                            aaabbbab ababaabb
                            (()())() ()()()()
                            aababbab abababab

åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÌÅŒÕÀ ÓËÏÂËÕ ÂÕËŒÏÊ a, Á ÐÒÁŒÕÀ | ÂÕËŒÏÊ b, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÓËÏÂÏÞÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Œ ŒÉÄÅ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {a; b}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {a; b}, Á ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏŒÁ a; b; aa; ba ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÉËÁËÉÍ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÙÍ ÓËÏÂÏÞÎÙÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÚÁÐÉÓÉ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {(; )} ÉÚ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÓËÏÂÏË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A = ¸1; : : : ; ¸k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁ-

ÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕËŒ. óÌÏŒÏÍ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕËŒ ˛_1 : : : ˛_m, ÇÄÅ ˛_i ∈ A ÐÒÉ i = 1; : : : ; m. þÉÓÌÏ m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÓÌÏŒÁ. ñÚÙËÏÍ ÎÁÄ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ A ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÆÁ- ŒÉÔÅ A.

ðÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ – ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 0 É ÍÏÖÅÔ ŒÈÏÄÉÔØ ÉÌÉ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔØ Œ ÑÚÙË.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÑÚ- ÙË ÎÁÄ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ {a; b} (ÉÌÉ ÎÁÄ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ {(; )}). üÔÏÔ ÑÚÙË ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÑÚÙËÏÍ äÉËÁ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÑÚÙË F , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {a; b},

ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄŒÕÈ ÂÕËŒ b ÐÏÄÒÑÄ: a; b; ab; ba; aaa; : : :.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ l(t) ÑÚÙËÁ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

l(t) = l_0 + l_1t + l_2t^2 + : : :

ÇÄÅ l_k ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ k Œ ÑÚÙËÅ L.

œÙÐÉÓÙŒÁÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ | ÔÒÕÄÏÅÍËÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ðÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ Œ ÑÚÙËÅ äÉËÁ.

œŒÅÄÅÍ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÂÕËŒÕ r:

1. r → –

2. r → arbr

óÔÒÅÌËÁ Œ ÐÒÁŒÉÌÁÈ ŒÙŒÏÄÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÆÒÁÚÕ \ŒÓÑËÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÉÍ- ŒÏÌÁ r Œ ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÏŒÏ, ÓÔÏÑÝÅÅ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÓÔÒÅÌËÉ". ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÜÔÉ ÐÒÁŒÉÌÁ: ŒÙŒÅÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÓËÏÂÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÐÏ ÜÔÉÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÓÌÏŒÏ aabaabbb. œÏÔ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ŒÙŒÏÄ:

r^{2)}→ arbr^{1)}→ arb^{2)}→ aarbrb^{1)}→ aabrb^{2)}→ aabarbrb^{1)}→ aabarbb 2) → aabaarbrbb^{1);1)}→ aabaabbb

îÁÄ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ Œ ŒÙŒÏÄÅ ÎÁÐÉÓÁÎ ÎÏÍÅÒ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ, ÐÒÉ- ÍÅÎÑŒÛÅÇÏÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÛÁÇÅ.

ðÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ Œ ÑÚÙËÅ äÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: œÓÑËÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÑÚÙËÅ äÉËÁ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ 1) ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ÌÉÂÏ 2) ÓÌÏŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÎÕÔÒÉ ÓÁÍÏÊ ÌÅŒÏÊ ÐÁÒÙ ÓËÏÂÏË ÓÔÏÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÑÚÙËÁ äÉËÁ, É ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÓÔÏÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÑÚÙËÁ äÉËÁ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÑÚÙËÁ äÉËÁ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ.

œÙÞÉÓÌÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙŒÏÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ äÉËÁ. äÌÑ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ ŒÙÐÉÛÅÍ \ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÑÝÉÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ" ÄÌÑ ÑÚÙËÁ äÉËÁ. üÔÏÔ ÒÑÄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÑÚÙËÁ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍÙÈ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÎÉÑ ÄÌÉÎÙ:

D(a; b) = – + ab + aabb + abab + aaabbb + aababb + · · ·

ôÅÏÒÅÍÁ 3. òÑÄ D ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

D(a; b) = – + aD(a; b)bD(a; b)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÏÑÔ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÑÚÙËÁ äÉËÁ. œ ÐÒÁŒÏÊ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

\œÓÑËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÑÚÙËÁ äÉËÁ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ 1) ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ; ÌÉÂÏ 2) ÓÌÏŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÎÕÔÒÉ ÓÁÍÏÊ ÌÅŒÏÊ ÐÁÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓËÏÂÏË ÓÔÏÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÑÚÙËÁ äÉËÁ É ÚÁ ÜÔÏÊ ÐÁÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÑÚÙËÁ äÉËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ."

þÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÇÏ ÒÑÄÁ Ë ÏÂÙÞÎÏÍÕ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ a = t; b = t; – = t^0 = 1. ðÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

D(t; t) = 1 + t^2D^2(t; t)

éÌÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉŒ D(t; t) ÞÅÒÅÚ d(t),

d(t) = 1 + t^2d(t)

üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÄÁÅÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÌÏŒÏ w = ˛1 : : : ˛k Œ ÑÚÙËÅ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ- ÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÏÅ ÅÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ˛_{i+1} : : : ˛_{i+l} ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÑÚÙËÕ L.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÑÚÙË L ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: 1. ðÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÑÚÙË L;

2. îÁÞÁÌÏ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÎÃÏÍ ÄÒÕ- ÇÏÇÏ ÉÌÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ;

3. åÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÂÕËŒÁÍÉ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÑÚÙËÁ L ŒÓÔÁŒÉÔØ ÓÌÏŒÏ ÑÚÙËÁ L, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏŒÏ ÑÚÙËÁ L.

4. åÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÑÚÙËÁ L ŒÙËÉÎÕÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏ, ŒÈÏÄÑÝÅÅ Œ ÑÚÙË L, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏŒÏ ÑÚÙËÁ L.

ðÕÓÔØ n(t) = n_0 + n_1t + n_2t^2 + · · · | ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÓÌÏŒ ÑÚÙËÁ L, l(t) = l_0 + l_1t + l_2t^2 + · · · | ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÑÚÙËÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 4. l(t) = n(tl(t)) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÍÕ ÓÌÏŒÕ ¸_{i1} : : : ¸_{ik} Œ ÑÚÙËÅ L ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙŒÏÄÁ r → – r → ¸_{i1} r¸_{i2} r : : : ¸_{ik} r ôÏÇÄÁ ŒÙŒÏÄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ˛_1 : : : ˛_m | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÑÚÙËÁ L. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ r → ˛_1r˛_2r : : : ˛_mr ;

ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÉÍŒÏÌÁ r ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÓÌÏŒÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÍ ÓÁÍÏÅ ÐÒÁŒÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ Œ ÎÅÍ, ŒÙËÉÎÅÍ ÅÇÏ É ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ L ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

L(a_1; : : : ; a_m) = – + ¸_{11}L(a1; : : : ; a_m)¸_{12}L(a1; : : : ; a_m) : : : + : : : äÅÌÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ – = 1; a_i = t, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ. äÌÑ ÑÚÙËÁ äÉËÁ n(t) = 1 + t^2. îÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÓÌÏŒÁ | ÜÔÏ –

É ab.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ

ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÑÚÙË L ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ.

ïÄÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÂÙŒÁÅÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÍÍÁ- ÔÉËÉ ÑÚÙËÁ. äÁÄÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ R = {r1; : : : ; rl} | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÉÍ-

ŒÏÌÏŒ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÁÌÆÁŒÉÔ A. ðÒÁŒÉÌÏÍ ŒÙŒÏÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÐÉÓØ ŒÉÄÁ r_i → w ÇÄÅ r_i ∈ R, Á w | ÓÌÏŒÏ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A^⋃ R. íÎÏÖÅÓÔŒÏ G (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÐÒÁŒÉÌ ŒÙŒÏÄÁ r_1 → w_{11} r_1 → w_{12} : : :

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ (ÎÁÄ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ A). óÌÏŒÏ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A ÐÏ- ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ r_i, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒÏË, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ŒÙŒÏÄÁ, ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÁ r_i. ñÚÙË L_i ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ r_i, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÑÚÙËÁ L_i , É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÐÏÒÏÖÄÁ- ÀÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ r_i. çÒÁÍÍÁÔÉËÁ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÙÍ ŒÙŒÏÄÏÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ŒÙŒÏÄÉÍÏÅ Œ ÎÅÊ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÁ r_i ÓÌÏŒÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙŒÏÄÁ r_i → w_{ik}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÄÅÓØ ÄÁÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉ- ËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÌØËÏ É ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ.

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ, Œ ÏÓ- ÎÏŒÎÏÍ, ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ŒÙŒÏÄÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÑÚÙË ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ F . œÏÔ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÄÌÑ ÎÅÇÏ r_1 → – r_1 → b r_1 → r_2b r_1 → r_2 r_2 → r_1a üÔÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÁË:

1) ŒÓÑËÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÑÚÙËÅ F ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÌÉÂÏ ÓÌÏŒÏ b, ÌÉÂÏ ÓÌÏŒÏ, ËÏÎÞÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ a, ÌÉÂÏ ÓÌÏŒÏ, ËÏÎÞÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ab;

2) ŒÓÑËÏÅ ÓÌÏŒÏ, ËÏÎÞÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ a, ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÑÚÙËÅ F , Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÐÉÓÁÎÏ a.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ

ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÑÚÙË F É ÞÔÏ ŒÙŒÏÄ Œ ÎÅÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ F ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ ÇÒÁÍÍÁÔÉ-

ËÕ Ó ÏÄÎÉÍ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ŒÙŒÏÄÏÍ

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØG | ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ŒÙŒÏÄÏÍ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ L. ðÕÓÔØ r_i(t) | ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏŒ Œ ÑÚÙËÅ L, ŒÙ- ŒÏÄÉÍÙÈ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÁ r_i. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ r_i ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ r_i(t) =^∑_j t^{ij ∏}_k r^{¸kj}_k (t)

ÇÄÅ _{ij} ÞÉÓÌÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÉÚ A Œ ÓÌÏŒÅ w_{ij} , ¸_{kj} | ÞÉÓÌÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ r_k Œ w_{kj}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÕÐÉÍ, ËÁË É Œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ | ŒŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏŒ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ r_i. œŒÉÄÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÒÑÄÏŒ. äÅÌÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ – = t^0 = 1; a_i = t, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏŒ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ ÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÙŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 4. üÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓŒÑÚÙŒÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏŒ Œ ÑÚÙËÅ É ÞÉÓÌÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÓÌÏŒ Œ ÑÚÙËÅ. îÁÍ ÂÙ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÕÍÅÔØ ÒÅÛÁÔØ ÅÇÏ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÁÄÁÎÁ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏ.

þÔÏÂÙ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÎÁÛÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÄÏÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÎÁ t É ÐÏÌÏÖÉÍ tl(t) = ~l(t)

~l(t) = tk(~l(t)) (4.1)

ôÁËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ, É ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ôÅÏÒÅÍÁ 6 (ìÁÇÒÁÎÖ). ðÕÓÔØ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ (4.1) ÚÁÄÁÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÏ-

ÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ k(t); k(0) ≠ 0 ÉÌÉ ~l(t) (~l(0) = 0; ~l^′(0) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÚÁ- ÄÁÎÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ~l(t) = ~l_1t + ~l_2t^2 + · · ·

k(t) = k_0 + k_1t + k_2t^2 + · · · õÒÁŒÎÅÎÉÅ (4.1) ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ

~l_1t + ~l_2t^2 + ~l_3t^3 + · · · = k_0t + k_1t(~l_1t + ~l_2t^2 + · · ·) + k_2t(~l^2_1t^2 + 2~l_1~l_2t^3 + · · ·) + k_3t(~l^3_1t^3 + · · · (4.2)

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ~l(t) ÚÁÄÁÎÁ, ÔÏ k(t) ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k_0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ k_0 = ~l_1. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ k_0; k_1; : : : ; k_{n−1} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. ôÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k_n ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÎÉÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (4.2):

k_n~l^n_1 + k_{n−1}–_{n−1;n} + k_{n−2}–_{n−2;n} + · · · + k_1~l_{n−1} = ~l_n (4.3)

úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ –_{m;n} ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ t^n Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ~l^m(t). üÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ k_n, ÐÒÉÞÅÍ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ k_n(= ~l^n_1 ) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÚÎÁÞÉÔ k_n ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (4.3) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ k(t) ÚÁÄÁ- ÎÁ, ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔØ ~l_1 = k_0. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ~l_n ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (4.3), ÔÁË ËÁË ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ –_{m;n}(m ≤ n) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ~l_1; : : : ; ~l_{n−1}. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏËÏÎÞÅÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÕÎËÃÉÉ l | ÃÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É l_1 = 1 , ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÕÎËÃÉÉ k | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ.

úÁÄÁÞÉ

1. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ F .

2. œŒÅÓÔÉ ÑÚÙËÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅËÃÉÊ, ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÄÌÑ ÎÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÄÌÑ ÎÉÈ.

3. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ ÐÁÒ ÓËÏÂÏË É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÎÅÇÏ.

4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÕ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ ÐÒÁŒÉÌØ- ÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {(; ); +; 1} ÅÓÌÉ Á) ÄÌÉÎÁ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÁ 1;

Â) ÄÌÉÎÁ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 1.

5. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÑÚÙËÏŒ L_1 = {a^{3i}b^i|i ≥ 1} L_2 = {a^ib^j|i ≥ j ≥ 0} L_3 = {ÞÉÓÌÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕËŒÙ a ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕËŒÙ b} L_4 = {ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÌÉÎÄÒÏÍÏŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÂÕËŒ} É ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÑÚÙËÏŒ.

6. ðÒÉÍÅÒ ÎÅ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ x_0 → yxy yx → yz zx → xxz zy → xxy x → a y → – äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔ ÑÚÙË {a^{2n}} Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {a}.

ìåëãéñ 5.

5.1. æÏÒÍÕÌÙ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ. ðÕÓÔØ B | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÇÕÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ c_1; : : : ; c_m. ðÕÓÔØ N(c_i); 1 ≤ i ≤ m | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ c_i, N(c_i; c_j); i ≠ j | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄŒÕÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ c_i É c_j; N(c_i; c_j; c_k); i ≠ j; j ≠ k; k ≠ i | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÔÒÅÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ c_i, c_j É c_k; É Ô.Ð. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ N(1) ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B.

ôÅÏÒÅÍÁ 7 (ÐÒÉÎÃÉÐ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ). þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ c_i; i = 1; : : : ; m ÒÁŒÎÏ

N(1) − N(c_1) − N(c_2) − · · · − N(c_m) + N(c_1; c_2) + · · · − N(c_1; c_2; c_3) − · · · :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÏÂØÅÍ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ: B0; B_1; : : : ; B_m, ÐÒÉÞÅÍ ÇÒÕÐÐÁ B_l ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÒÏŒÎÏ l ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ

N(1)

N(1) − N(c_1) − · · · − N(c_m)

N(1) − N(c_1) − · · · − N(c_m) + N(c_1; c_2) + · · · + N(c_{m−1}; c_m)

: : :

ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÕ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÇÒÕÐÐÁÈ B_l. ðÅÒŒÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉÓŒÏÅÎÉÀ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÞÉÓÌÁ 1 | ÍÙ ÕÞÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. œÔÏÒÏÍÕ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÉÓÅÌ B_l → (1 − l), ÔÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ B_l ÍÙ ÐÒÉ ŒÙÞÉÔÁÎÉÉ ÕÞÌÉ l ÒÁÚ. ôÒÅÔØÅÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÉÓÅÌ^{(1−l+l}_2^), É Ô.Ð. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ l Ë ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ l + 1 ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÅÔ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ B_0; : : : ; B_l; ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ 1−^{(l}_1^)+^{(l}_2^)−· · ·+(−1)^{l(l}^) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ l ËÒÏÍÅ l = 0, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ. .

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÍÎÅÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÌÑ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÐÒÉÎ- ÃÉÐÁ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ: ÐÕÓÔØ 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂSSÅËÔÁÍ, ÏÂÌÁÄÁ- ÀÝÉÍ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÔÏÇÄÁ 1 − c_1 | ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÎÅ

ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ c_1, 1 − c_2 - ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁ- ÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ c = 2 É Ô.Ä. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ c_1; : : : ; c_m ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ

(1 − c_1)(1 − c_2) : : : (1 − c_m)

ïÔËÕÄÁ, ÒÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(1 − c_1) : : : (1 − c_m) = 1 − c_1 − c_2 − · · · − c_m + c_1c_2 + · · · − c_1c_2c_3 · · ·

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ.

îÁÂÌÀÄÅÎÉÅ. þÉÓÌÏ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÂÉÌÅÔÏŒ Ó ÓÕÍ- ÍÏÊ 27. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÂÉÌÅÔ a_1b_1c_1a_2b_2c_2 | ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÊ. ðÏÓÔÁ- ŒÉÍ ÅÍÕ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÂÉÌÅÔ a_1b_1c_1(9 − a_2)(9 − b_2)(9 − c_2), ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ 27. üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ 27 Œ ÛÅÓÔÉ ÐÏÚÉÃÉÑÈ. œŒÅÄÅÍ ÛÅÓÔØ ÓŒÏÊÓÔŒ ÔÁËÉÈ ÒÁÓÓÔÁ- ÎÏŒÏË.

óŒÏÊÓÔŒÏ u_l ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ l-Ê ÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 10.

ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒÏË ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ 27 Œ ÛÅÓÔØ ÐÏÚÉÃÉÊ ÒÁŒÎÏ^{(32}_5^). þÉÓÌÏ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒÏË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÕ u_l, ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ l = 1; : : : ; 6 É ÒÁŒÎÏ^{(22}_5^). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÓÔÁŒÉÍ ÞÉÓÌÏ 10 Œ l-À ÐÏÚÉÃÉÀ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÁŒÌÑÅÍ Œ ÛÅÓÔØ ÐÏÚÉÃÉÊ ÛÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÂÝÅÊ ÓÕÍÍÏÊ 17.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒÏË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄŒÕÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ u_l É u_k, ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÓŒÏÊÓÔŒ É ÒÁŒÎÏ^{(12}_5^): ÍÙ ÓÔÁŒÉÍ ÞÉÓÌÏ 10 Œ l-À É k-À ÐÏÚÉÃÉÉ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÓÔÁ- ŒÌÑÅÍ ÛÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ 7. þÉÓÌÏ ÖÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒÏË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÔÒÅÍ É ÂÏÌÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒ, ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÁË ËÁË ÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎØÛÅ 30. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒÏË, ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ u_l. üÔÏ ÞÉÓÌÏ É ÂÕÄÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. þÉÓÌÏ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ ÒÁŒÎÏ ( 32 5 ) − 6 ( 22 5 ) + 15 ( 12 5 )

òÅÛÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ Ï ÂÅÓÐÏÒÑÄËÁÈ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ı ÞÉÓÅÌ (1; 2; 3; : : : ; n ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÏÍ, ÅÓÌÉ ı(k) ≠ k ÄÌÑ ŒÓÅÈ k = 1; : : : ; n. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÏŒ.

œÏÔ ÎÁÞÁÌÏ ÔÁÂÌÉÃÙ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÏŒ:

n 0 1 2 3 4 d(n) 1 0 1 2 9

œŒÅÄÅÍ n ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË. óŒÏÊÓÔŒÏ c_l ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ ı(l) = l, Ô.Å. l-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ l-Í ÍÅÓÔÅ. þÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÒÁŒÎÏ n!. þÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÕ c_l, ÒÁŒÎÏ (n − 1)! | ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, Á ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ. þÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÉÈ ÄŒÕÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ c_k É c_l, ÒÁŒÎÏ (n − 2)! | ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÆÉËÓÉÒÕÀÔÓÑ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ. œÏÏÂÝÅ, ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ m ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ, ÒÁŒÎÏ (n − m)!. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÏŒ

d(n) = n! − n(n − 1)! + ( n 2 ) (n − 2)! − ( n 3 ) (n − 3)! + · · · ;

ÉÌÉ, ŒÙÎÏÓÑ ÚÁ ÓËÏÂËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ n!,

d(n) = n!(1 − 1 2! + 1 3! − · · ·) ðÒÉ n → ∞ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÓËÏÂËÁÈ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ, ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, Ë e^{−1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÅÓÐÏÒÑÄËÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ 1=e-À ÞÁÓÔØ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÅÓÐÏ- ÒÑÄËÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÌÉÖÁÊÛÉÍ ÃÅÌÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ n!=e.

5.2. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÍÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ, É ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ.

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÎÔÅ- ÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞ ÐÒÉ ÒÏÓÔÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÅÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. üÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÏÂSSÅËÔÙ ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ É ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÏÃÅÎÉÔØ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. æÕÎËÃÉÉ f : N → R É g : N → R ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÐÒÉ n → ∞, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{n→∞}^{f (n)}_{g(n)} É ÏÎ ÒÁŒÅÎ 1. æÕÎËÃÉÑ f ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ g, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{n→∞}^{f (n)}_{g(n)} É ÏÎ ÒÁŒÅÎ 0. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g ÒÁÓÔÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ f.

ðÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ \ÏÂÒÁÚÃÁÍÉ", Á ÄÒÕÇÉÅ \ÓŒÏÄÉÍ" Ë ÜÔÉÍ ÏÂÒÁÚÃÁÍ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ \ÏÂÒÁÚ- ÃÏŒ" ÂÅÒÕÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ a^n ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ a, ÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ n^¸ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ¸, ÆÁËÔÏÒÉÁÌ n!, ÌÏÇÁÒÉÆÍ log n, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÈ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ − log^1_{1−s} ÒÁÓÔÕÔ ËÁË 1=n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÆÕÎËÃÉÉ (1 − s)^{1=2}.

îÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÃÅÎËÉ ÓËÏ- ÒÏÓÔÉ ÒÏÓÔÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ ÒÑÄ F (s) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ r.

ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎ- ÎÅÅ, ÞÅÍ (1=r + ›)^n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ›.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏ- ÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁŒÅÎ^(lim_{n→∞}^n √ f_n^{)−1}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ, ÞÅÍ ›^n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ › > 0.

ðÒÉÍÅÒ. ôÁËÏŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÑÄ exp(s).

œ ËÕÒÓÅ ÔÅÏÒÉÉ ÒÑÄÏŒ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅÚÎÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ F (s), ÓÈÏ-

ÄÑÝÉÍÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ F (s) ÒÁŒÅÎ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÂÌÉ- ÖÁÊÛÅÊ Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ F ib(s) =^1_{1−s−s2} . åÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ, Ô.Å. ÔÏÞËÉ s_1 = (−1 − √ 5)=2 É s_2 = (−1 + √ 5)=2. âÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ s_2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ F ib(s) ÒÁŒÅÎ √ 5 − 1 2 õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÏÃÅÎÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÏ-

ÓÔÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ Cat(s), ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁ- ÔÁÌÁÎÁ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏÍÕ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÏŒ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏ-

ŒÁ, ÞÔÏ a_{n+1} a_n

= An^k

+ ¸_1n^{k−1} + · · · + ¸_k n^k + ˛_1n^{k−1} + · · · + ˛_k

(5.4)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n, ÐÒÉÞÅÍ ¸_1 ≠ ˛_1. ôÏÇÄÁ a_n ÒÁÓÔÅÔ ËÁË const · A^n · n^{(¸1−˛1)}.

ðÒÉÍÅÒ. äÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ c_{n+1} c_n = 4n + 2 n + 2 = 4 n + 1=2 n + 2 ; ÐÏÜÔÏÍÕ c_{n+1} ∼ const · 4^n · n^{−3=2}.

ðÒÉÍÅÒ. îÁÊÄÅÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ (a−s)^¸. œ ÃÅÌÏÍ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÜÔÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ¸ = −1 É a | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ (a − s)^¸ ÉÍÅÅÍ

(a−s)^¸ = a^¸(1− s ¸ ) = a^¸(1− ¸ 1! s a + ¸(¸ − 1) 2! ( s a )^2−

¸(¸ − 1)(¸ − 2) 3! ( s a )^3+· · ·)

åÓÌÉ ¸ | ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÒÑÄ ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ É ŒÏÐÒÏÓÁ ÏÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÌÅÍÍÕ:

a_{n+1} a_n = − 1 a · ¸ − n n + 1 = 1 a n −¸ n + 1 ðÏÜÔÏÍÕ a_n ∼ const · a^{−n} · n^{−¸−1}. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ −(1 − 4s)^{1=2} ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ËÁË const · 4^n · n^{−3=2}. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏŒÔÏÒÎÙÊ ŒÙŒÏÄ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} a_n=(A^nn^{¸1−˛1} ), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ, ÐÒÏÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÉÒÏŒÁŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

lim_{n→∞} ln a_n − n ln A − (¸_1 − ˛_1) ln n

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ, Ô.Å. ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ:

∀› > 0 ∃N : ∀n > N ∀m > 0 | ln a_{n+m} − ln n− (n + m) ln A + n ln A − (¸_1 − ˛_1) ln(n + m) + (¸_1 − ˛_1) ln n |< › ÉÌÉ ∀› > 0 ∃N : ∀n > N ∀m > 0 | ln a_{n+m} − ln n − m ln A − (¸_1 − ˛_1)(ln(n + m) − ln n) |< › (5.5)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a_{n+1}=a_n:

a_{n+1}=a_n = A1 + ¸^1n^{−1} + · · · + ¸^kn^{−k} 1 + ˛_1n^{−1} + · · · + ˛_kn^{−k}

= Af(1=n)

ìÏÇÁÒÉÆÍÉÒÕÅÍ:

ln a_{n+1} − ln a_n = ln A + ln f(1=n)

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ln f(x). œÎÁÞÁÌÅ ŒÙÐÉÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f(x) Œ ÒÑÄ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 0:

f(x) = 1 + (¸_1 − ˛_1)x + 1 2 f^{′′}(0)x^2 + · · ·

ðÏÜÔÏÍÕ | ln f(x) − (¸_1 − ˛_1)x |< Cx^2, Ô.Å.

| ln a_{n+1} − ln a_n − ln A − (¸_1 − ˛_1)^1_n | < C^1_{n2} | ln a_{n+2} − ln a_{n+1} − ln A − (¸_1 − ˛_1)^1_{n+1} | < C^1_{(n+1)2} : : : : : : : : :

| ln a_{n+m} − ln a_{n+m−1} − ln A − (¸_1 − ˛_1)^1_{n+m−1} | < C^1_{(n+m−1)2}

(5.6) îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÒÁÚÎÏÓÔØ (5.5):

| ln a_{n+m} − ln n − m ln A − (¸_1 − ˛_1)(ln(n + m) − ln n) |= | ln a_{n+m} − ln n − m ln A − (¸_1 − ˛_1) m∑ i=0 1 n + i + +(¸_1 − ˛_1) m∑ i=0 1 n + i

− (¸_1 − ˛_1)(ln(n + m) − ln n) |≤ (5.7)

| ln a_{n+m} − ln n − m ln A − (¸_1 − ˛_1) m∑ i=0 1 n + i | + | (¸_1 − ˛_1)( m∑ i=0 1 n + i

− − ln(n + m) + ln n) | (5.8) ðÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ( 5.7) ÏÃÅÎÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÙÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ (5.6). ðÏÌÕÞÉÍ:

| ln a_{n+m} − ln n − m ln A − (¸_1 − ˛_1) m∑ i=0 1 n + i |≤ C m∑ i=0 1 (n + i)^2

(5.9)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ^{∑∞}_{n=0} n^{−2} ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ ÓÐÒÁŒÁ Œ (5.9), ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÍÅÎØÛÅ ›.

ïÃÅÎÉÍ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ (5.7) . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÑÝÁÑ Œ ÎÅÍ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 1=⌈x⌉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [n; n + m + 1]. ïÎÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ 1=x, ÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ 1=x − 1. úÎÁÞÉÔ ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÓÔÏÑÝÁÑ ÐÏÄ ÍÏÄÕÌÅÍ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ Œ (5.7) (ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÌÏÝÁÄÅÊ 1=x É 1=x − 1) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÁÍÏÊ ÌÅŒÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ | m∑ i=0 1 n + i

− ln(n + m) + ln n |< 1=n

üÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. .

úÁÄÁÞÉ

1. (ðó, 8.1.24) ðÕÓÔØ p_1; p_2; : : : ; p_k | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ n. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó ÎÉÍ, | ’(n) | ÒÁŒÎÏ ’(n) = n(1 − 1=p_1)(1 − 1=p_2) : : : (1 − 1=p_k ):

2. (ðó, 8.1.60) þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÒÁŒÎÏ ’(n)=2.

3. (ðó, 8.1.63) óËÏÌØËÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ n^2 ÄÒÏ- ÂÅÊ 1=1; 1=2; 1=3; : : : ; 1=n 2=1; 2=2; 2=3; : : : ; 2=n 3=1; 3=2; 3=3; : : : ; 3=n : : :

n=1; n=2; n=3; : : : ; n=n ?

4. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ:

Á) (x − a)^¸ log(x − a) Â) Cat^2(x) Œ) ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.

ìåëãéñ 6. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÓ- ËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÓÞÉÔÙŒÁÀÔ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÄŒÕÍÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. õÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ŒÉÄÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ËŒÁÄÒÁÎÔÅ).

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

6.1. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ. ↙ 1 ↘ 1 1 1 2 1 1 3 3 1 : : : : : : : : :

þÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÕ ÐÕÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÅÄÕÔ ÉÚ ÓÁÍÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÄÁÎÎÕÀ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ, ÕËÁ- ÚÁÎÎÙÈ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ.

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ðÁ- ÓËÁÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ðÕÓÔØ n | ÓÔÒÏËÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ, k | ÎÏÍÅÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÓÔÒÏËÅ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ: ∞∑ n;k=0 ( n k ) x^ky^n =^{∞∑}_{n=0} ( ∞ ∑ k=0 ( n k ) x^k ) y^n =^{∞∑}_{n=0}(1 + x)^ny^n = 1 1 − y − xy

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ŒÄÏÌØ ÓÔÒÅÌÏË, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ. äÌÑ ÎÅÇÏ ÉÍÅÅÍ:

c_{n;m} = ( n + m m ) = ( n + m n )

∞∑ n;m=0

c_{n;m}x^ny^m =^{∞∑}_{n;m=0} ( n + m n ) x^ny^m =^{∞∑}_{k=0}^∑_{n+m=k} ( n + m n ) x^ny^m = = ∞∑ k=0 (x + y)^k = 1 1 − x − y

é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÅÔÉÊ ÓÐÏÓÏÂ: ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ðÁ- ÓËÁÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÂÅÒÕÔÓÑ ÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n, Á^{an}_{n!} .

6.2. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÍÙ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n, ËÁË, ŒÐÒÏÞÅÍ, É Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n, É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕ- ÇÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄ a_nb_n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ:

{a_n} ↔ ∑∞ n=0 a_nx^n | ÐÒÏÓÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ {a_n} ↔ ∑∞ n=0 an n! x^n | ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ {a_n} ↔ ∑∞ n=0 a_nb_nx^n | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ {b_n} îÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÌÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÈ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÒÅÄËÏ. þÅÍ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÐÒÏÓÔÙÈ? ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ ÎÁÄ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑ- ÝÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. óÕÍÍÁ ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÔÁË ÖÅ: ∑ a_n n! x^n +^∑ b_n n! x^n =^∑

(a_n + b_n) n! x^n

á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎÁÞÅ: ( a_0 0! + a_1 1! x + a_2 2! x^2 + : : :)( b_0 0! + b_1 1! x + b_2 2! x^2 + : : :) = = a_0 0! b_0 0! + ( a_0 0! b_1 1! + a_1 1! b_0 0! )x + ( a_0 0! b_2 2! + a_1 1! b_1 1! + a_2 2! b_0 0! )x^2 + : : :

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:

c_n = a_nb_0 ( n 0 ) + a_{n−1}b_1 ( n 1 ) + : : : + a_0b_n ( n n )

éÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÐÒÉ ŒÚÑÔÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ Ë ÓÄŒÉÇÕ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÉÈ ŒÅÌÉÞÉÎÙ. ( a_0 0! + a_1 1! x + a_2 2! x^2 + : : :)^′ = a_1 + a_2 1! x + a_3 2! x^2 + : : :

6.3. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ.

éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ, ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ÓÔÒÅÌ- ËÁÍÉ: ∑ 1 (n + m)! ( n + m n ) x^ny^m =^{∞∑}_{k=0} 1 k! ∑ n+m=k ( n + m n ) x^ny^m =

= ∞∑ k=0 1 k! (x + y)^k = e^{x+y}

6.4. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ.

üÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ËÁË É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ, ÍÎÏÇÉÍÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÄŒÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÅÇÏ: 1 1 0 0 1 1 2 2 1 0 0 2 4 5 5 16 16 14 10 5 0 0 16 32 46 56 61 61 : : : : : : : : : : : : : : : : : :

ìÅŒÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÏÊ âÅÒÎÕÌÌÉ, ÐÒÁŒÁÑ | ÓÔÏÒÏÎÏÊ üÊÌÅÒÁ.

þÉÓÌÁ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ ÔÁËÖÅ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÉÓÌÏ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ŒÅÒÈÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÄÁÎÎÕÀ. îÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÚÉÇÚÁÇÏÍ: ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÛÁÇÉ ŒÌÅŒÏ, ÞÅÔÎÙÅ | ŒÐÒÁŒÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÓÔÏÑÝÉÈ ÐÅÒÅÄ ÎÉÍ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ, ÓÞÉÔÁÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ Œ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ, É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ Œ ÞÅÔÎÙÈ.

íÏÖÎÏ ÄÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ, ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÄÏŒÁÔØ ÚÎÁËÉ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÅ ÄŒÅ ÓÔÒÏÞËÉ: 1 1 0 0 −1 −1 −2 −2 −1 0 0 2 4 5 5 16 16 14 10 5 0 0 −16 −32 −46 −56 −61 −61 : : : : : : : : : : : : : : : : : :

ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÓÔÏÑÝÉÈ ÓÐÒÁŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÓŒÅÒÈÕ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÓÈÅÍÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÖÎÏ ËÁË-ÔÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÏÒÏÎÕ üÊÌÅ- ÒÁ.

6.5. åÝÅ ÏÄÎÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ âÅÒ- ÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ: ÍÏÒÓÏŒÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É updown ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÆÕÎËÃÉÊ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p(x) = x^{n+1} + a_1x^n +: : :+a_{n+1} É ÉÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ. ôÏÞËÁ x_0 | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ, ÅÓÌÉ p^′(x_0) = 0.

éÍÅÅÔÓÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, n ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÒÓÏŒÓËÉÍ, ÅÓÌÉ

1. ŒÓÅ ÅÇÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ;

2. ŒÓÅ ÅÇÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n:

ðÒÉ n=1 É n=2 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 1 ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ

n=3. éÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ

n=4. éÍÅÅÔÓÑ ÐÑÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ

íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÎÁ ÂÏËÏŒÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ, ÌÅŒÁÑ ÓÔÏ- ÒÏÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ n, ÐÒÁŒÁÑ | ÞÅÔÎÙÍ.

ëÁÖÄÏÍÕ ÍÏÒÓÏŒÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÕ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ É ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÎÉÑ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ÔÁË: ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÎÏÍÅÒ ËÒÉÔÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ i-Ê ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÉ ÌÉÂÏ ÂÏÌØÛÅ ÏÂÏÉÈ ÓŒÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, ÌÉÂÏ ÍÅÎØÛÅ, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÓÅÇÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ. ôÁËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÉÌÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ÉÌÉ up-down ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍ-

ÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ÏÔËÕÄÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÓŒÑÚØ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊ- ÌÅÒÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÉÐÙ ÍÏÒÓÏŒÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÏÅ ËÒÉ- ÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ k.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ cn;k | ÞÉÓÌÏ ÔÉÐÏŒ ÍÏÒÓÏŒÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

ÓÔÅÐÅÎÉ n+1, Õ ËÏÔÏÒÙÈ 1-Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-Í ÐÏ ŒÅ- ÌÉÞÉÎÅ. ôÏÇÄÁ c_{n;k} ÅÓÔØ k-Å ÞÉÓÌÏ Œ n-Ê ÓÔÒÏËÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ âÅÒÎÕÌÌÉüÊÌÅÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ n-Ê ÓÔÒÏËÉ, ÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n + 1. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ n + 1 ÞÅÔÎÏ. ôÏÇÄÁ n É n + 2 ÎÅÞÅÔÎÙ; ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ n + 2. ðÅÒŒÏÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÁËÏÍ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍÏÍ, ŒÔÏÒÏÅ | ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ; ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÔÏÒÏÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÅ 1-ÇÏ.

ïÔÂÒÏÓÉŒ ÐÅÒŒÏÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ n + 1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÓÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1-Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ k-Í, k + 1, : : :, n-Í ÐÏ ŒÅÌÉÞÉÎÅ. îÁ- ÏÂÏÒÏÔ, ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÓÔÅÐÅÎÉ n + 1, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1-Å ËÒÉÔÉÞÅ- ÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ l-Í ÐÏ ŒÅÌÉÞÉÎÅ (l ≥ k), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n+2, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1-Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-Í. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

c_{n+1;k} =^∑_{l≥k} c_{n;l}

äÌÑ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ, ÞÔÏ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÉ É ÓÔÏÑÔ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ.

6.6. œÙŒÏÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ ÓÔÏÒÏÎ âÅÒ- ÎÕÌÌÉ É üÊÌÅÒÁ.

œÙŒÅÄÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ up-down ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË (ÔÉÐÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÓÁÍÙÊ ŒÙÓÏËÉÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ É ÕÎÅÓÅÍ ÅÇÏ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.

ðÏÌÕÞÉÍ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÉÍÅÌÁÓØ n + 1 ËÒÉ- ÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó k É n − k ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, n − k | ÎÅÞÅÔÎÏ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ n ÎÅÞÅÔÎÏ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÉÓÌÏ up-down ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ËÁË p_n, Á ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ | P (x) ), É ËÏÇÄÁ n | ÞÅÔÎÏ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ up-down ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË e_n, Á ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ | E(x)). äÌÑ ÞÉÓÅÌ p_n ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

p_{n+1} =^∑ k | ÎÅÞÅÔÎÏ ( n k ) p_kp_{n−k} (6.1)

âÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÅÒÅ- ÍÅÛÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÁ- ŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ P (x), Á ÌÅŒÁÑ | ÅÅ ÖÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ: P^′(x) = P^2(x) + 1 (6.2) õÒÁŒÎÅÎÉÅ (6.2) | Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. òÅÛÉŒ ÅÇÏ, ÐÏÌÕÞÁ- ÅÍ: dP = dx(P^2 + 1) ∫ dP P^2 + 1 = ∫ dx arctg P = x + C

P = tg(x + C) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÏÒÏÎÁ âÅÒÎÕÌÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÒÑÄ ÔÁÎÇÅÎÓÁ:

tg x = x + 2 x^3 3! + 16 x^5 5! + 272 x^7 7! + : : :

åÓÌÉ ÖÅ n | ÞÅÔÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:

e_{n+1} =^∑ k | ÎÅÞÅÔÎÏ ( n k ) e_kp_{n−k} (6.3)

ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ E^′(x) = E(x)P (x) (6.4) òÅÛÁÑ ÅÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: E^′(x) E(x)

= P (x)

(ln E(x))^′ = P (x) = tg x ln E(x) = ∫ tg xdx

E(x) = 1 cos x

úÁÄÁÞÉ

1. îÁÊÔÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ âÅÒÎÕÌÌÉ-üÊÌÅÒÁ ∑ be_{n;m} x^n n! y^m m! = BE(x; y)

2. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÕÔÅÊ ÄÏ ÔÏÞËÉ n ÚÁ m ÛÁÇÏŒ ÐÏ ÐÒÁŒÏÊ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÊ.

3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÜÔÏ ÕÖÅ ÂÙÌÏ, ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÕÔÉ ÐÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÅÎÙ ÛÁÇÉ Œ ÔÒÅÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ: ÎÁÌÅŒÏ, ÎÁÐÒÁŒÏ É ŒŒÅÒÈ. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑ- ÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 0) Œ ÔÏÞËÕ (n; m) ÚÁ k ÛÁÇÏŒ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ËŒÁÄÒÁÎÔÅ.

4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

h(z) = 1 + (1 2 )_2 z + (1 · 3 2 · 4

)_2

z^2 +

(1 · 3 · 5 2 · 4 · 6

)_2

z^3 + : : :

Á) ÎÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ; Â) ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

z(1 − z)h^{′′}(z) + (1 − 2z)h^′(z) − 1 4 h(z) = 0

5. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ k ÉÚ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄÒÕÇÕÀ, ÏÔÓÔÏÑÝÕÀ ÏÔ ÎÅÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ m ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ Á) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÐÏÒÑÄËÁ 3: Â) ÇÅËÓÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ:

ìåëãéñ 7. çÒÁÆÙ É ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

7.1. òÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÆÏŒ.

âÌÉÖÁÊÛÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅËÃÉÊ ÂÕÄÕÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍ ÁÓÐÅËÔÁÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÁËÔÉŒÎÏ ÒÁÚŒÉ- ŒÁÀÝÉÍÓÑ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ.

ïÄÎÁ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÓÔÁÒÙÈ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÉŒÌÅËÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ | ÜÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓÏË.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ 4-ÒÁÓËÒÁÛÉŒÁÅÍ.

äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÅ ÕÓÉÌÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÁÆÏÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÒÏÊËÕ ` = {V; E; I}, ÓÏÓÔÏ-

ÑÝÕÀ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅÒÛÉÎ V , ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÂÅÒ E É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ I : E → V × V , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÐÁÒÕ ŒÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÕÀ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ.

çÒÁÆ ÏÂÙÞÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ; ŒÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÅÂÒÁÍ | ÏÔÒÅÚËÉ ÄÕÇ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ: ’ $s

s s s s^{œœ ÒÅÂÒÏŒÅÒÛÉÎÁ}

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

1. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÇÒÁÆÏÍ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÏÂSSÅËÔ, Á ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. äŒÅ ÔÒÏÊËÉ `_1 = {V_1; E_1; I_1} É `_2 = {V_2; E_2; I_2} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ v : V_1 → V_2 É e : E_1 → E_2, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ I_2 ∘ e = (v × v) ∘ I_1.

2. õ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔÓÑ ŒÁÒÉÁÎÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÏ- ÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I ÂÙÌÏ ÉÎSSÅËÔÉŒ- ÎÙÍ, Ô.Å. ÞÔÏÂÙ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÐÁÒÕ ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÏÈÏÄÉÌÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. éÎÏÇÄÁ ÚÁÐÒÅÝÁÀÔÓÑ ÐÅÔÌÉ | ÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ŒÅÒÛÉÎÕ Ó ÓÁÍÏÊ ÓÏÂÏÊ É Ô.Ä. íÙ ÂÕÄÅÍ ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÔØ ÜÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ.

3. ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÒÁÆ ÑŒÌÑÅÔÓÑ \ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÏÍ". åÓÌÉ ÎÁ ÒÅÂÒÅ ŒŒÅÓÔÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÔÏ \ÇÒÁÎÉÃÁ ÒÅÂÒÁ" | ÜÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-

ÓÔŒÕÅÔ ÒÅÂÒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓ- ÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ u; v ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ v_1; v_2; : : : ; v_k ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ v_i É v_{i+1} ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; k − 1 É v_1 = u; v_k = v.

œÓÑËÉÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÙ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ÐÏÄÇÒÁÆÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÎÅÍ ÓÏÄÅÒÖÁÔ- ÓÑ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÇÒÁÆÁ Œ q ÃŒÅÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ c : V → Q ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q = {1; : : : ; q} ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÏËÒÁ- ÛÅÎÙ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÃŒÅÔÁ (Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ŒÅÒÛÉÎ v_1; v_2 É c(v_1) ≠ c(v_2)).

œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÇÒÁÆ Ó ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ:

s s s s sss s s s 3 1 2 3 1 2 1 2 2 3 3 2 1 1 úÁÍÅÞÁÎÉÅ. çÒÁÆ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÅÔÌÀ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÒÁÓ- ËÒÁÛÅÎ: ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁ Œ ÎÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÅÊ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏËÒÁÛÅÎÁ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÃŒÅÔÁ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÏŒ ÂÅÚ ÐÅ- ÔÅÌØ.

7.2. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f_Γ(q) ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÆÁ ` Œ q ÃŒÅÔÏŒ. æÕÎËÃÉÀ f_Γ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÇÒÁÆÁ `.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ ` ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ŒÅÒÛÉÎ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ

ÐÕÓÔÏ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

f_Γ(q) = q^n

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ ÐÏÄÓÞÅÔÅ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÒÁÆÁ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÐÁÒÕ ŒÅÒÛÉÎ, ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. œÁÖÎÏ ÌÉÛØ, ÓÏÅÄÉ- ÎÅÎÙ ÄÁÎÎÙÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ, ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ. óÏÓÞÉÔÁÅÍ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÇÒÁÆÁ A2

A_2s s

ìÅŒÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÁÓÉÔØ Œ q ÃŒÅÔÏŒ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁŒÕÀ | Œ q − 1 ÃŒÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ f_{A2} (q) = q(q − 1).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ` = `1 ∪ : : : `k | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ` ÎÁ ÓŒÑÚÎÙÅ

ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ôÏÇÄÁ f_Γ = f_{Γ1} · : : : · f_{Γk} :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÇÒÁÆÁ ÎÉËÁË ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÔÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÔÁËÉÈ ÒÁÓ- ËÒÁÓÏË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÇÒÁÆÁ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

óÏÓÞÉÔÁÅÍ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÅÝÅ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. âÌÁ- ÇÏÄÁÒÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÌÉÛØ ÓŒÑÚ- ÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ Kn | ÜÔÏ ÇÒÁÆ ÉÚ n ŒÅÒÛÉÎ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀ-

ÂÁÑ ÐÁÒÁ ŒÅÒÛÉÎ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÒÅÂÒÏÍ. åÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ

f_{Kn} (q) = q(q − 1)(q − 2) : : : (q − n + 1)

ðÒÉÍÅÒ. çÒÁÆ An:s s s s : : : A_n n ŒÅÒÛÉÎ ðÅÒŒÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ Œ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÁÓÉÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ q ÃŒÅÔÏŒ, ŒÔÏÒÕÀ | Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ q−1 ÃŒÅÔÏŒ, ÔÒÅÔØÀ | Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ q−1 ÃŒÅÔÏŒ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÃŒÅÔÁ ŒÔÏÒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ É Ô.Ä. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_{An} (q) = q(q − 1)^{n−1}.

ðÒÉÍÅÒ. çÒÁÆ D4: ss s

s D4

ãÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ Œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÁÓÉÔØ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ q ÃŒÅÔÏŒ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ŒÅÒÛÉÎ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÁÓÉÔØ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ q − 1 ÃŒÅÔÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ F_{D4} = q(q − 1)^3.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ Tn | ÜÔÏ ÄÅÒÅŒÏ (ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÃÉËÌÏŒ) Ó n

ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ q(q − 1)^{n−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. äÌÑ n = 1 ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ | ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÒÁŒÎÁ q.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ Ó n ŒÅÒ- ÛÉÎÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ Ó n + 1 ŒÅÒÛÉÎÏÊ. œÙËÉÎÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÌÉÓÔ (ŒÅÒÛÉÎÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ). èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÏÓÔÁŒÛÅÇÏÓÑ ÄÅÒÅŒÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÒÁŒÎÁ q(q − 1)^{n−1}, Á ŒÙËÉÎÕÔÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ËÒÁÓÉÔØ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ q − 1 ÃŒÅÔÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ T_n ÒÁŒÎÁ q(q − 1)^n, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ Cn | ÃÉËÌ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ.

çÒÁÆ C_3 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ K_3, ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ: f_{K3} (q) = q(q − 1)(q − 2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ C_4. œÙËÉÎÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ AB, ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÒÁÆ A_4. þÉ- ÓÌÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÇÒÁÆÁ C_4 ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÇÒÁÆÁ A_4 ÍÉÎÕÓ ÞÉÓÌÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÇÒÁÆÁ A_4, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ A É B ÏËÒÁÛÅÎÙ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÃŒÅÔ. îÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ A É B ÍÙ ÍÏÖÅÍ \ÓËÌÅÉÔØ" É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ \ÓËÌÅÅÎÎÏÇÏ" ÇÒÁÆÁ C_3. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ

f_{C4} = f_{A4} − f_{C3} = q(q − 1)^3 − q(q − 1)(q − 2) = q(q − 1)(q^2 − 3q + 3):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ Ó n ŒÅÒ- ÛÉÎÁÍÉ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

f_{Cn+1} = f_{An+1} − f_{Cn}

úÁÄÁÞÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ C(q; s) =^∑_n fC_n (q)s^n ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÃÉËÌÏŒ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. îÁÊÄÉÔÅ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ-

ÃÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ:

s s^{T4}

7.3. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ.

œÓÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÌÉ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÒÁŒÎÑÌÉÓØ ÞÉÓÌÕ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÇÒÁÆÅ. üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÇÉÐÏÔÅÚÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ` Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏŒÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÃÉËÌÁ. äÌÑ ÅÇÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ Œ ÇÒÁÆÅ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ.

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ ÒÁŒÎÏ 0, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó m ÒÅÂÒÁÍÉ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó m + 1 ÒÅÂÒÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ AB ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `^′ ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ÉÚ ÇÒÁÆÁ ` ÒÅÂÒÁ AB, Á ÞÅÒÅÚ ~` | ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ŒÅÒÛÉÎ A É B. ôÏÇÄÁ f_Γ = f_Γ0 − f~_Γ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ f_Γ0 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, Á f~_Γ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

ôÁË ËÁË ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÅ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÇÒÁÆÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÎÁÂÖÁÅÔ ÎÁÓ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. œÙËÉÄÙŒÁÑ ÐÏÏÞÅ- ÒÅÄÎÏ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÑ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÇÒÁÆÕ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ÒÅÂÅÒ. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ. ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÒÅÂÕÅÔ ÂÏÌØÛÉÈ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÓÕÒÓÏŒ, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÛÁÇ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÚÁÍÅÎÅ ÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÄŒÕÍÑ. õÖÅ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÉÅ Ë ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÐÏÒÑÄËÁ 15 ÔÒÅÂÕÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÁÖÎÏ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏŒÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÙÅ Ë ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ ÇÒÁÆÏŒ. œ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅŒ (ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ŒÙÛÅ) ÕÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ ÔÒÉ- ÁÎÇÕÌÑÃÉÉ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÇÒÁÆÁ ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØ-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ q, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ Œ q ÃŒÅ- ÔÏŒ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÆÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ: ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ q, ÞÔÏ f_Γ(q) ≠ 0. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏ- ÍÉÍÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÓÅÔ ÅÝÅ ÍÁÓÓÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÎÅ ŒÉÄÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. îÁÊÄÉÔÅ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÁÆÏŒ:

7.4. ðÌÁÎÁÒÎÙÅ É ÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ.

œÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÇÒÁÆÏŒ ÉÇÒÁÀÔ ÉÈ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÉÚÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÁ ÒÅÂÒÁ ÎÅ ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ. äŒÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÏÒÉÅÎÔÁ- ÃÉÀ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÁÆÁ. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÁÎÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ.

ïÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ:

s ss s s s

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÌÏÓËÉÍ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ (`; i), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ

ÇÒÁÆÁ ` É ÅÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ i.

ôÅÐÅÒØ ÄÁÎÙ ŒÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÅ- ÔÙÒÅÈ ËÒÁÓËÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓËÁÈ ÚÁÎÉÍÁÅÔ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÉÐÏÔÅÚÏÊ É ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ. ôÅËÓÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ

ÎÁ ÏÂÛÉÒÎÙÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑ- ÅÍ. äÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎ É ŒÅÒÅÎ, ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÁËÔÕÁÌØÎÁ. œÏÚÍÏÖÎÏ ÔÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ õÉÔÎÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. çÒÁÆÏÍ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁ- ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÊ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏŒÙ ÇÒÁÆÙ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÒÑÄÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ | ÐÌÁ-

ÎÁÒÎÙÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ. (õÉÔÎÉ). çÉÐÏÔÅÚÁ Ï ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓËÁÈ ŒÅÒÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓ-

ËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏŒ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ.

ìåëãéñ 8. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÅÒÅŒØÅŒ.

8.1. ëÏÒÎÅŒÙÅ É ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÄÅÒÅŒØÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÇÒÁÆÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ŒÙ-

ÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÅ ÒÅÂÅÒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÍÅÞÅÎÎÙÍ ÄÅÒÅŒÏÍ ÉÚ n ŒÅÒÛÉÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏ,

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ {1; : : : ; n}, ÐÒÉ- ÞÅÍ ÒÁÚÎÙÍ ŒÅÒÛÉÎÁÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÅÒÅŒÏ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ËÏÒÎÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ŒÙÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ËÏÒÎÅÍ ÄÅÒÅŒÁ.

œÏÔ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ Ó ÞÉÓÌÏÍ ŒÅÒÛÉÎ ÏÔ 1 ÄÏ 3-È:

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ÎÁÐÉÓÁÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑ- ÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ T (s) =^{∑∞}_{n=0}^1_{n!} T_n ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ T_n ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÅ- ÒÅŒØÅŒ ÉÚ n ŒÅÒÛÉÎ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f(s) =^{∑∞}_{n=−∞} fns^n | ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ (ÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ s). âÕÄÅÍ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ s ÞÅÒÅÚ [s^n]f(s), Ô.Å. f_n = [s^n]f(s).

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ f_{−1} = [s^{−1}]f(s) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÞÅÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f.

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ŒÙËÉÎÅÍ ÉÚ ÄÅÒÅŒÁ ËÏÒÅÎØ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÒÁÓ- ÐÁÄÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÒÅŒØÅŒ. åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÂÙÌÏ ÐÏÍÅÞÅÎ- ÎÙÍ, ÔÏ ÎÏŒÙÅ ÄÅÒÅŒØÑ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ: ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏÍÅÔËÉ {l_1; : : : ; l_i} ÎÁ ÞÉÓÌÁ {1; : : : ; i}, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÉÈ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË. ëÏÒÎÅÍ ÎÏŒÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ Ó ËÏÒÎÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÒÎÅ- ŒÏÍÕ ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ÄÅÒÅŒÕ Ó ËÏÒÎÅÍ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ (ÍÕÌØ- ÔÉ)ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ k ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÍÕÌØ- ÔÉÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÔÁË ËÁË ÓÒÅÄÉ ŒÎÏŒØ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ ÍÏÇÕÔ ŒÓÔÒÅ- ÞÁÔØÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ.

ôÁË ËÁË ËÁÖÄÏÍÕ ÄÅÒÅŒÕ Ó ËÏÒÎÅÍ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ k ÄÅÒÅŒØÅŒ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÄÅÒÅŒØÑ ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ sT^k(s). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒËÌÁÄ Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ s^{n+1} Œ sT^k(s) ÄÁÀÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ

T^{l1} l_1!

: : : T^{lk} l_k!

s^{l1+:::+lk} ;

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ l_1 + : : : + l_k = n. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÍÅÔÏË n ŒÅÒÛÉÎ k ÄÅÒÅŒØÅŒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ k ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ l_1; : : : ; l_k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ^{n!}_{l1!:::lk!} ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ ÉÚ n+1 ŒÅÒÛÉÎÙ Ó ËÏÒÎÅÍ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k ÒÁŒÎÏ n![s^{n+1}]T^k(s) óËÌÁÄÙŒÁÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ T (s) ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÏ-

ÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÉÈ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ŒÅÒÛÉÎ, ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ

T (s) = se^{T (s)}:

8.2. õÔÏÞÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ ÆÕÎËÃÉÉ T (s), ÏÄÎÁËÏ ÎÅ ÄÁÅÔ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÎÉÈ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ! = !(t) É ’ = ’(!) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅ-

ÎÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ !(t) = t’(!(t)):

ôÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^n Œ ÆÕÎËÃÉÉ ! ÒÁŒÅÎ

[t^n]!(t) = 1 n [!^{n−1}]’^n(!)

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ T (s). éÍÅÅÍ

T_n = n![t^n]T (s) = n! 1 n [!^{n−1}]e^{n!} = (n − 1)!

n^{n−1} n! = n^{n−1}:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ. (ëÜÌÉ). þÉÓÌÏ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ

ÒÁŒÎÏ T_n = n^{n−1}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. þÉÓÌÏ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁŒÎÏ n^{n−2}.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÍ ÄÅÒÅŒÅ ËÏÒÅÎØ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ n ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, É ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ìÅÍÍÁ. (ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ŒÙÞÅÔÁ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ). ðÕÓÔØ ÆÕÎË-

ÃÉÑ g(t) ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ g(0) = 0; g^′(0) ≠ 0. ôÏÇÄÁ

[s^{−1}]f(s) = [t^{−1}]f(g(t))g^′(t):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f(s) =^{∑∞}_{i=−N} fns^n, g(t) =^{∑∞}_{n=1} gnt^n. ðÒÉ n ≠ −1 [t^{−1}]g^n(t)g^′(t) = [t^{−1}] 1 n + 1

(g^{(n+1)(t)})^′ = 0;

ÔÁË ËÁË ŒÙÞÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÒÉ n = −1

[t^{−1}]g^{−1}(t)g^′(t) = 1:

ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ [t^n]! Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ !.

[t^n]! = [t^{−1}]t^{−(n+1)}!(t) = [t^{−1}] ( ! ’(!)

)−_(n_{+1)} ! = = [t^{−1}]

’^{n+1}(!)

!^n

= [!^{−1}]

’^{n+1}(!)

!^n · ’(!) − !’^′(!)

’^2(!) = = [!^{−1}] ( ’^n(!) !^n − ’^{n−1}(!)’^′(!)

!^{n−1} ) = = [!^{n−1}]’^n(!) − 1 n [!^{n−1}] (’^n(!))^′ = 1 n [!^{n−1}]’^n(!)

ðÌÏÓËÉÅ ÄÅÒÅŒØÑ

âÉÎÁÒÎÙÍ ÄÅÒÅŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÒÁŒÎÙ 1 ÉÌÉ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÓËÉÅ ÄÅÒÅŒØÑ Ó ŒÉÓÑÞÉÍ (ŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ 1) ËÏÒÎÅÍ É ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÐÌÏÓËÉÅ ÄÅÒÅŒØÑ Ó ŒÉÓÑÞÉÍ ËÏÒÎÅÍ. œÏÔ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÉÈ ÔÉÐÙ ÐÒÉ ÎÅÂÏÌØÛÏÍ ÞÉÓÌÅ ŒÅÒÛÉÎ:

úÁÄÁÞÉ.

1. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÐÌÏÓËÉÅ ÄÅÒÅŒØÑ Ó ŒÉÓÑÞÉÍ ËÏÒÎÅÍ.

2. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÐÌÏÓËÉÅ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÄÅÒÅŒØÑ Ó ŒÉÓÑÞÉÍ ËÏÒÎÅÍ.

3. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ (1-1)-ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÔÉÐÁÍÉ ÄÅ- ÒÅŒØÅŒ?

4. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÐÏÓÏÂ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÄÅÒÅŒØÅŒ (ÎÅÐÏÍÅÞÅÎ- ÎÙÈ).

5. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ËÏÒÎÅŒÙÅ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÌÅÓÁ (ëÁÖÄÁÑ ÓŒÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÁ ÌÅÓÁ | ÄÅÒÅŒÏ).

ìåëãéñ 9. œÌÏÖÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ

9.1. œÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ.

îÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÐÌÁÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ É ÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ. ðÌÁÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ | ÜÔÏ ÇÒÁÆÙ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ; Á ÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ | ÜÔÏ ÇÒÁÆÙ ÕÖÅ ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÒÁÚÎÏÍÕ ŒËÌÁÄÙ- ŒÁÔØ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ | ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ.

ïÔËÒÙÔÙÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÐÒÏÓ | ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ Ó ÇÒÁÆÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, Ô.Å. Ó ÎÅÐÌÁÎÁÒÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ. œ ÌÅËÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÁÑ ŒÌÏÖÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ.

ðÏÄ ÇÒÁÆÏÍ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ, ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, ÐÅÔÌÉ | ÒÅÂÒÁ, ÄŒÁ ËÏÎÃÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, É ËÒÁÔÎÙÅ ÒÅÂÒÁ | Ô.Å. ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ.

éÚ ËÕÒÓÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ŒÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÏÒÉÅÎ- ÔÉÒÕÅÍÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ. œÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ

ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÓÆÅÒÅ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉËÌÅÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÕ- ÞÅË.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ `. ðÕÓÔØ M | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁÑ ÄŒÕÍÅÒ- ÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ ` Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁ-

ËÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ

1) ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ` ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ ÏÄÎÁ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M;

2) ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ e_k ∈ E(`) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ "_k : [0; 1] → M, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e_k ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ŒÅÒÛÉÎÙ v_i É v_j, ÔÏ ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÂÒÁÚÙ ŒÅÒÛÉÎ v_i É v_j ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, É ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ e_k; e_l ÏÂÒÁÚÙ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ "_k ((0; 1)) É "_l ((0; 1)) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ;

3) ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ M Ë ÏÂÒÁÚÕ ÇÒÁÆÁ ` ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË: ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆ- ÎÙÈ ËÒÕÇÕ.

ôÒÅÂÏŒÁÎÉÑ 1) É 2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ Ó ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. ôÒÅÂÏ- ŒÁÎÉÅ 3) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏŒÙÍ. ïÎÏ ÐÒÉÚŒÁÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

ÇÒÁÆÁ Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÎÅÍÕ ÉÍÅÅÔ ÒÕÞËÉ (ÉÌÉ ÎÅÓŒÑÚÎÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ):

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë `_1 | ÃÉÌÉÎÄÒ, Ë `_2 | ÉÍÅÅÔ ÒÕÞËÕ.

íÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆ ÒÁÚÒÅÚÁÌ ŒÓÅ ÒÕÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. îÁ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ (ÉÌÉ ÓÆÅÒÅ) ÜÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍ, ÔÁË ËÁË Õ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÕÞÅË ÎÅÔ.

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÇÒÁÆÏŒ, ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÔÏÒ É ËÒÅÎÄÅÌØ:

õÖÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÇÒÁÆ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÌÏÖÅÎ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ôÁË, ÇÒÁÆ

œæ ß̧œæ ß̧s

ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÌÏÖÅÎ É Œ ÔÏÒ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ.

ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ ` Ó œ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ É ò ÒÅÂÒÁÍÉ ŒÌÏÖÅÎ Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ë ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÆÕ ` ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ œ, ò É ë ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ üÊÌÅÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ. (üÊÌÅÒ) œ − ò + ë = ffl_M = 2 − 2g, ÇÄÅ g | ÒÏÄ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M (ÞÉÓÌÏ ÒÕÞÅË Œ ÎÅÊ), Á ffl_M | ÅÅ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. çÒÁÆ Ó œ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ, ò ÒÅÂÒÁÍÉ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÌÏÖÅÎ

Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÒÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ (ò − œ + 1)=2.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÒÏÄ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, ÔÏ g = (ò − œ − ë + 2)=2 ≤ (ò − œ + 1)=2, Ô.Ë. ë ≥ 1.

9.2. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÌÏÖÅÎÉÉ.

îÁÛÁ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ` ŒÌÏÖÅÎ Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ É ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ` Ó ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M.

ðÕÓÔØ v | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ `. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÌÅÎØËÕÀ ËÒÕ- ÇÏŒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÏÔÏÂÒÁÚÉÍ ÅÅ ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ:

æßœş^{b a ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ}

ïÂÒÁÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ËÒÕÇ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÄÅÌÅÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁ É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÅ \ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ". ïÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË | ÍÙ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÒÅÂÒÏ b ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ ÐÏÌÕÒÅÂÒÏÍ a, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ ÐÏÌÕÒÅÂÒÏÍ a ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÏÔ ÎÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ, ŒÙ- ÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÁÆÏÍ Ó ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒ-

ÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÅ ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ É ÄŒÕÈ ÒÅÂÅÒ

| ÐÅÔÅÌØ, ÏÂÁ ËÏÎÃÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ. éÚ ŒÅÒÛÉ- ÎÙ ŒÙÈÏÄÉÔ ÞÅÔÙÒÅ ÐÏÌÕÒÅÂÒÁ, É ÅÓÔØ ÄŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ÎÉÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË:

œæ ß̧œæ ß̧s ’& $%œæ ß̧s

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÐÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ Œ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ, Á ŒÔÏÒÏÊ | ÅÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÔÏÒ. œÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ Ó ŒÒÁÝÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÀÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÐÏÌÕÒÅÂÒÁÈ, ÞÔÏ É Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó ŒÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ

ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÌÏÖÅÎ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ŒÒÁÝÅÎÉÊ.

ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äŒÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÌØÚÑ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÏÄÎÏ Œ ÄÒÕÇÏÅ ÉÚÏÔÏÐÉÅÊ ÔÏÒÁ:

úÁÄÁÞÁ. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ-

ÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ Œ ÔÏÒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ É ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ` Œ ŒÉÄÅ ÎÁÂÏÒÁ \ÅÖÅÊ" ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ Œ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

óÏÅÄÉÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÎÃÙ ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÇÒÁÆ `. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÒÅÂÅÒ ÍÏÇÕÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞØÓÑ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÌÉ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÙ. òÁÓÓÔÁŒÉÍ ÎÁ ÒÅ- ÂÒÁÈ ÇÒÁÆÁ ` ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÅÌËÉ (\ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ" ÒÅÂÒÁ) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÕËŒÏÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÂÙÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ:

ðÏ ÜÔÉÍ ÄÁÎÎÙÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÉ- ÓÅÔØ ÎÉ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÔÒÅÌÏË, ÎÉ ÏÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ ÂÕËŒÁÍÉ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÛÁÇÏŒ. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁÂÏÒ ËÌÅÔÏË, Á ÚÁÔÅÍ ÓËÌÅÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÅÔÏË ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. âÕÄÅÍ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÁÂÏÒÁ ËÌÅÔÏË ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏ- ÇÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ëÌÅÔËÉ ÎÁÂÏÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ `, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÏÅ ÂÕËŒÏÊ a. äŒÉÇÁÑÓØ ÐÏ ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Œ ŒÅÒÛÉÎÕ 1. œ ŒÅÒÛÉÎÅ 1 Õ ÎÁÓ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÌÕÒÅÂÅÒ, É ÍÙ ŒÙÈÏÄÉÍ ÉÚ ÎÅÅ ÐÏ ÔÏÍÕ ÐÏÌÕÒÅÂÒÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ ÐÏÌÕÒÅÂÒÏÍ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏ- ÍÕ ÍÙ Œ ÎÅÅ ÐÒÉÛÌÉ. ôÏ ÅÓÔØ, ÍÙ ŒÙÈÏÄÉÍ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ 1 ÐÏ ÒÅÂÒÕ f É ÐÒÉÈÏÄÉÍ Œ ŒÅÒÛÉÎÕ 3. éÚ ŒÅÒÛÉÎÙ 3 ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÊÔÉ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÏÌÕÒÅÂÒÕ c, ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÍÓÑ ÏÐÑÔØ Œ ŒÅÒÛÉÎÕ 3. îÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÊÔÉ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ 3 ÐÏ ÒÅÂÒÕ f, ÎÏ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÓÔÒÅÌËÏÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÅ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÂÕËŒÏÊ f^{−1}. îÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÍÙ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÍÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÕ 1, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÌÖÎÙ ÕÊÔÉ ÐÏ ÒÅÂÒÕ d.

üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÁÛ ÐÕÔØ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÕÄÅÔ ÓÎÏŒÁ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÁÍÏÍÕ ÒÅÂÒÕ É Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÁÍÏÍ ÎÁÐÒÁ- ŒÌÅÎÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÕÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÌÉ. ôÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÏÎ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁŒÅÒÛÉÔÓÑ.

úÁÐÉÛÅÍ ÐÕÔØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÐÒÏÛÌÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÅÍÕ ÂÕËŒÏÊ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏŒÏ afcf^{−1}dbc^{−1}b^{−1}. íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÕÔØ \ÚÁÃÉËÌÉÌÓÑ" | ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÛÁÇ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÌÉ ÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏ ÒÅÂÒÕ a. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÝÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ: ÐÅÒŒÙÍ ÐÏŒÔÏÒÉŒÛÉÍÓÑ ÒÅÂÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÎÁ- ÞÁÌÉ ÐÕÔØ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, É ÐÅÒŒÙÍ ÄÏÌÖÎÏ ÐÏŒÔÏ- ÒÉÔØÓÑ ÒÅÂÒÏ x, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÒÅÂÒÏÍ ÐÕÔÉ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ

ÎÁ ÒÅÂÒÏ, ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÅÅ x. üÔÏ ÒÅÂÒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØÓÑ ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ x, ÞÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ.

éÔÁË, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÐÅÒŒÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÃÉËÌÕ ÉÚ ÒÅ- ÂÅÒ afcf^{−1}dbc^{−1}b^{−1}. äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ŒÏÚØÍÅÍ ËÁËÕÀ- ÎÉÂÕÄØ ÂÕËŒÕ x^i; i ∈ {−1; +1}, ÎÅ ŒÏÛÅÄÛÕÀ Œ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÃÉËÌÙ, É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÃÉËÌ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÒÅÂÒÁ. œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÞÁÔØ, ÓËÁÖÅÍ, Ó ÂÕËŒÙ e. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÃÉËÌÁ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ôÁË ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ ÎÅÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ ÂÕËŒÙ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÐÕÔÅÊ ÐÏ ÇÒÁÆÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÂÕËŒ x^i ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.

œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÐÕÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

afcf^{−1}dbc^{−1}b^{−1}; ea^{−1}d^{−1}; e^{−1}

îÁÛÁ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ËÌÅÔÏË, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÕÔÑÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÌÅÊËÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÒÅ- ÂÒÁÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÍ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ −1 Œ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ) ÂÕËŒÁÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ ÔÁËÖÅ ÉÚ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÏÄÎÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ Ó ŒÒÁÝÅÎÉ- ÑÍÉ Œ ÄÒÕÇÏÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓËÌÅÉÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÌÅÔÏË (ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ Œ ÌÀÂÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÕÔØ ÐÏ ÒÅÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ).

œ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÔÏÒÅ ÅÓÔØ ËÁÒÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ Œ 6 ÃŒÅÔÏŒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ K_7 Œ ÔÏÒ. íÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÒÉÓÕÎÏË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÔÏÒÁ ÎÁ 7 ËÌÅÔÏË, ËÁ- ÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÁÎÉÞÉÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÏÍ K_7

úÁÄÁÞÉ

1. çÒÁÆ K_4 | ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ. íÏÖÎÏ ÌÉ ŒÌÏÖÉÔØ ÅÇÏ:

Á) Œ ÔÏÒ;

Â) Œ ËÒÅÎÄÅÌØ?

2. éÍÅÀÔÓÑ ÌÉ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ

3. íÏÖÎÏ ÌÉ ŒÌÏÖÉÔØ ÇÒÁÆ K_5 Œ ËÒÅÎÄÅÌØ? 4. íÏÖÎÏ ÌÉ ŒÌÏÖÉÔØ K^4_2 | 4-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ | Œ ÔÏÒ? 5. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ 2n−ÕÇÏÌØÎÉË, ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÁŒÌÅÎÙ ÂÕËŒÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÒÁÚÕ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ a; : : : ; a^{−1}, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÓËÌÅÊËÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÁÒ ÓÔÏÒÏÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ

Á) ËÁËÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÏÄ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÁËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ? Â) ÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÉ ÂÕËŒ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ ÜÔÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÄÁ?

ìåëãéñ 10. ï ÞÉÓÌÅ ÓËÌÅÅË ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ.

10.1. ðÒÉÍÅÒÙ ÓËÌÅÅË.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ 2n-ÕÇÏÌØÎÉË É ÒÁÚÏÂØÅÍ

ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁ ÐÁÒÙ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÐÁÒÙ ÓËÌÅÉÍ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ðÒÉ ÓËÏÌØ- ËÉÈ ÓÐÏÓÏÂÁÈ ÓËÌÅÊËÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ 0, ÒÏÄÁ 1, : : :, ÒÏÄÁ g? îÁÞÎÅÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, Ó ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÕÓÔØ n = 2, É ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓËÌÅÊËÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ. óÔÏÒÏÎÙ ËŒÁ- ÄÒÁÔÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÐÁÒÙ ÔÒÅÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. äŒÁ ÐÅÒŒÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÒÉ ÓËÌÅÊËÅ ÄÁÀÔ ÓÆÅÒÕ; ÔÒÅÔØÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÔÏÒ. ðÒÉ n = 3 ÉÍÅ- ÅÔÓÑ 15 ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÐÁÒÙ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 5 ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÄÁÀÔ ÐÒÉ ÓËÌÅÊËÅ ÓÆÅÒÕ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 10 | ÔÏÒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.2. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓËÌÅÅË ÓÔÏÒÏÎ 2n-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.3. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÚÁÄÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎ 2n-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÁÒÙ. óÏÅÄÉÎÉÍ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÙ ÏÔÒÅÚËÁ- ÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓËÌÅÊËÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÁÅÔ ÓÆÅÒÕ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÁ ÉÚ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.4. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

ÓËÌÅÅË ÓÔÏÒÏÎ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÁÀÝÉÈ ÓÆÅÒÕ, ÒÁŒÎÏ n-ÍÕ ÞÉÓÌÕ ëÁÔÁÌÁ- ÎÁ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.5. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ ÓËÌÅÅË ÓÔÏÒÏÎ 8-ÍÉ É 10-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÁÀÝÉÈ ÔÏÒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÏÄ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ

ÓËÌÅÉÔØ ÉÚ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ^{[ n}_2^].

ðÏÓÌÅ ÓËÌÅÊËÉ ÓÔÏÒÏÎ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÁÆ ÎÁ ÓËÌÅÅÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ | ÜÔÏ ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ, ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏ- ÖÅÎÎÙÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ. þÉÓÌÏ ò ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ ÒÁŒÎÏ n | ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ- ËÁ. þÉÓÌÏ ç ÇÒÁÎÅÊ ÒÁŒÎÏ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ œ É ÒÏÄ g ÓËÌÅÅÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

œ − ò + ç = œ − n + 1 = 2 − 2g

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÏÄ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ŒÅÒ- ÛÉÎ Œ ÇÒÁÆÅ, ÓËÌÅÅÎÎÏÍ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓËÌÅÊËÁ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ

ÄÁÅÔ ÓÆÅÒÕ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓËÌÅÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÓÔÏÒÏÎ | ÄÅÒÅŒÏ.

10.2. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÓËÌÅÅË.

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ T_n = T_n(N) | ÐÒÏÉÚŒÏÄÑ- ÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÓËÌÅÊËÉ ÓÔÏÒÏÎ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. ëÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ N^œ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ T_n ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÓËÌÅÊËÉ ÓÔÏÒÏÎ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÌÅÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÓÔÏÒÏÎ ÉÍÅÅÔ œ ŒÅÒÛÉÎ. òÏÄ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏ ÜÔÉÍ ÄÁÎÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÓËÌÅÊËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g ÉÚ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÏ [ N^{n−2g+1]} T_n(N):

œÙÐÉÛÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ T_n. ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ T_0(N) = N. äÁÌÅÅ, T_1(N) = N^2 | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓËÌÅÊËÁ \ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ" ÄÁÅÔ ÇÒÁÆ Ó ÄŒÕÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÂÙÌÉ ÎÁÍÉ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÄÓÞÉÔÁÎÙ: T_2(N) = 2N^3 + N; T_3(N) = 5N^4 + 10N^2:

íÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÖÅ T_4(N) = 14N^5 + 70N^3 + 21N; T_5(N) = 42N^6 + 420N^4 + 483N^2:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Tn

ÎÅÞÅÔÅÎ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

œÙÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÏÂÙÞ- ÎÕÀ ÐÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ N É ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÐÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ s:

T (N; s) = 1+2sT_0(N)+2s^2

T_1(N) 1!! +2s^3

T_2(N) 3!! +: : : = 1+2s ∞∑ n=0 s^n

T_n(N) (2n − 1)!!

éÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ:

îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ T (N; s).

10.3. ôÅÏÒÅÍÁ èÁÒÅÒÁ-úÁÇÉÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ (èÁÒÅÒ, úÁÇÉÒ, 1986).

T (N; s) =

(1 + s 1 − s )N

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ ËÒÁÓÉŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ.

ìÅÍÍÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ t(N; n) =^{Tn(N )}_{(2n−1)!!} ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ n

ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ N. ôÏÇÄÁ t(N; n) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÓÔÅÐÅÎÉ N − 1.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÔÅÈÎÉËÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÇÁÕÓÓÏ- ŒÏÊ ÍÅÒÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ñ ÅÇÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÕ.

úÁÄÁÞÁ (ÎÅÒÅÛÅÎÎÁÑ). îÁÊÔÉ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ïÓÔÁŒÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÏÓÉÔ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÒÅÒÁ-úÁÇÉÒÁ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÁÛÅÇÏ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ Œ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÃŒÅÔÏŒ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓËÌÅÊËÁ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÓËÌÅÊËÉ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÃŒÅÔÏŒ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. þÉÓÌÏ Tn(N) ÅÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ ÓËÌÅÅË ÓÔÏÒÏÎ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ Œ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ) N ÃŒÅÔÏŒ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓËÌÅÊËÉ ÇÒÁÎÉÃÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÇÒÁÆ Ó œ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. òÁÓËÒÁÓÉÍ ËÁÖÄÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÇÒÁÆÁ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ N ÃŒÅÔÏŒ. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ŒÅÒÛÉÎ ÉÓ- ÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÂÒÁÎÎÁÑ ÓËÌÅÊËÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÜÔÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ. œÓÅÇÏ ÖÅ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ œ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ Œ N ÃŒÅÔÏŒ ÍÏÖ- ÎÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ N^œ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. (íÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÂÙÌÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ | Ô.Å. ÞÔÏÂÙ ÓÍÅÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÂÙÌÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÃŒÅÔÁ).

œŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ —T_n(N) | ÞÉÓÌÏ ÓËÌÅÅË 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Œ N ÃŒÅÔÏŒ. ôÏÇÄÁ

(∗) T_n(N) =^{N∑}_{L=1} ( N L ) —T_n(L)

Ô.Ë. L ÃŒÅÔÏŒ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÙ ÉÚ N ÃŒÅÔÏŒ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ^{(N}_L^) ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ —T_0(N) = —T_1(N) = : : : = —T_{N−2}(N) = 0, ÔÁË ËÁË ŒÅÒÛÉÎÙ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅÌØÚÑ ÐÏËÒÁÓÉÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Œ n+1 ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÃŒÅÔÏŒ (ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÁ ÓËÌÅÊËÁ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ).

æÕÎËÃÉÑ —t(N; n) =^{T̄n(N )}_{(2n−1)!!} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÐÏ n ÓÔÅÐÅÎÉ N − 1, ÐÒÉÞÅÍ ÍÙ ÚÎÁÅÍ N − 1 ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ: 0; 1; 2; : : : ; N − 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ a_n, ÞÔÏ

—t(n; N) = a_nn(n − 1)(n − 2) : : : (n − N + 2) = A_N ( n N − 1 ) (N − 1)!

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (*), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

T_n(N) = (2n − 1)!!^{N∑}_{L=1} A_L ( n L − 1 )( N L ) (L − 1)!

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏ N ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T_n(N) ÒÁŒÅÎ

A_{n+1}n! (n + 1)!

(2n − 1)!!:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ n-ÍÕ ÞÉÓÌÕ ëÁÔÁÌÁÎÁ: A_{n+1}n! (n + 1)!

(2n − 1)!! = c_n =

(2n)!

n!(n + 1)!

ðÏÜÔÏÍÕ A_{n+1} =^{2N}_{N !} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

T_n(N) = (2n − 1)!!^{N∑}_{L=1} 2^{L−1} ( N L )( n L − 1 ) : óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ^{( 1+s}_{1−s}^{)N} ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ s, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÒÅÒÁ-úÁÇÉÒÁ.

úÁÄÁÞÁ Ï ÓËÌÅÊËÁÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÔ ŒÁÖÎÕÀ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒ- ËÕ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓËÌÅÊËÉ ÅÖÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÓËÌÅÅÎÎÏÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÇÒÁÆ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÓËÌÅÊËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ. õ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÏÄÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁ (ÔÁË ËÁË Õ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÎÏ- ÇÏ ÇÒÁÆÁ ÂÙÌÁ ÏÄÎÏ ÇÒÁÎØ), n ÒÅÂÅÒ (ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ É Õ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ) É œ ÇÒÁÎÅÊ, ÇÄÅ œ | ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÌÏÖÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÓËÌÅÊËÏÊ 2n-ÅÖÁ.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÓÑËÁÑ ÓËÌÅÊËÁ 2n-ÅÖÁ ÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓËÌÅÊËÕ 2n-ÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. þÉÓÌÏ ÓËÌÅÅË 2n-ÅÖÁ, ÄÁÀÝÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ n, ÒÁŒÎÏ T_n(N).

úÁÄÁÞÉ ÜËÚÁÍÅÎÁ

6 ÉÀÎÑ 1993 ÇÏÄÁ 1. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÇÒÁÆÁ ` ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

ffl_Γ(t) = t^{v(Γ)} + : : : ;

ÇÄÅ v(`) | ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ` . îÁÊÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ffl_Γ.

2. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ( n 0 )_2 + ( n 1 )_2

+ : : : + ( n n )_2 = ( 2n n )

Â) îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÐÕÔÅÊ ÌÁÄØÉ ÉÚ ÌÅŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ËÌÅÔËÉ Œ ÐÒÁŒÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ËÌÅÔËÕ ÄÏÓËÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2n×2n, ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÒÅÚÁÎÁ ÄÏÓËÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2m × 2m.

3. íÏÖÎÏ ÌÉ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÌÉÓÔ íÅÂÉÕÓÁ: Á) ÇÒÁÆ K_5;

Â) ÇÒÁÆ K_{3;3}? åÓÌÉ ÏÔŒÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ÔÏ ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

4. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ n × n ÒÁŒÎÙ 0. ðÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

5. ðÕÓÔØ ff(n) | ÓÕÍÍÁ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n ≥ 1 (ŒËÌÀÞÁÑ 1 É n; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ff(6) = 12). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ˚(x) = ∑∞ n=1 ff(n)x^n É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P (x) =^{∑∞}_{n=1} p(n)x^n ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.

Á)ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˚(x) = x^P

0_(x_)

P (x) ;

Â) ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ff(n).

6. îÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f_n^2, ÇÄÅ f_n | ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ: f_0 = 0; f_1 = 1; f_{n+1} = f_n + f_{n−1}; n ≥ 1.