22.11.93. ÌÅËÃÉÑ 9

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ

îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ: ∇_kf = (^{∂f}_{∂xk} ) | ËÏŒÅËÔÏÒ. îÏ

Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ ∇_kT^{(i)}_{(j)} =^{∂T (i)(j)}_{∂xk} | ÎÅ ÔÅÎÚÏÒ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÏÔ ÔÅÎÚÏÒÁ ÔÉÐÁ (p; q) ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÔÅÎÚÏÒÕ ÔÉÐÁ (p; q + 1).

éÄÅÑ | ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÄÏÂÁŒËÕ D^{(i)}_{(j)}, ÞÔÏÂÙ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÔÅÎ- ÚÏÒ. üÔÁ ÄÏÂÁŒËÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ; ËÁË ÎÁÊÔÉ ÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ∇_kT^i =^{∂T i}_{∂xk} + ç^i_{pk}T^p. ç^i_{pk} | ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ | ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÎÅ ÐÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ, Á ÐÏ ÄÒÕ- ÇÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ: z → z^0, ÔÏÇÄÁ ç^k0_p0_q0 =^{∂zk} 0 ∂zk (ç^k_{pq}^{∂zp}_{∂zp}0^{∂zq}_{∂zq}0 +^{∂2zk}_{∂zp}0_{∂zq}0 ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ- ŒÉÔØ ÔÅÎÚÏÒ ÔÏÊ ÖÅ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÁÂÏÒ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ, ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÉÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ∇_k | ŒÚÑÔÉÅ ËÏ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÔÅÎ- ÚÏÒÏŒ ŒÙÓÏËÉÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÄÏÌÖÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ: ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÏ ÓŒÅÒÔËÏÊ, ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÄÅÊÓÔŒÕ- ÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁŒÎÁ ÇÒÁÄÉÅÎÔÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ. áÆÆÉÎÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔ ÔÁËÏÅ

ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ∇_k, ÞÔÏ:

1) ∇_k | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ;

2) ∇_kf = (^{∂f}_{∂xk} ).

3)^∂_{∂xk} (T^iT_i) = (∇_kT^i)T_i + T^i(∇_kT_i).

4) ∇_k(R^{(i)}_{(p)}S^{(j)}_{(q)}) = (∇_k(R^{(i)}_{(p)})S^{(j)}_{(q)} + R^{(i)}_{(p)}(∇_kS^{(j)}_{(q)}).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ: 5) ∇_kT^{(i)}_{(j)} =

@T^{(i)}_{(j)}

@x^k

− T^{(i)}_{jj2�jq} ç^j_{j1k} − · · · − T^{(i)}_{j1�jq}�_{1j} ç^j_{jqk} + +T^{i,i2�is} (j) ç^{i1}_{ik} + · · · + T^{i1�ip}�^{1,i}_{(j)} ç^{ip}_{ik} :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 3) ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ŒÉÄ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ T = T^{i1�ip}_{j1�jq} e_{i1} ⊗ · · · ⊗ e_{ip} ⊗ e^{j1} · · · e^{jq} . œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1)-4), ÐÏÌÕÞÉÍ 5). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁ- ÌÉ É ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ, É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ.

éÍÅÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÎÚÏÒ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ŒÅËÔÏÒÁ: ∇_ξT = ^k ∇_kT .

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ ÐÏ ËÒÉŒÏÊ Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ:

dT i dt = 0;^{dxk}_{dt} ·^{∂T i}_{∂xk} = 0: ðÏÓÌÅÄÎÀÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÁË ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÎÁ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ

@x^k @t ∇_kT^i = 0:

ðÕÓÔØ ËÒÉŒÁÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ 0 ≤ t ≤ 1. T^i(0) | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ, T^i(1) | ËÏÎÅÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. T^i(1) ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ T^i(0) ŒÄÏÌØ x(t), ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ ÐÁ-

ÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ T^i(0), ËÏÎÃÏÍ T^i(1). éÌÉ: T^i(1) | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ T^i(0) ŒÄÏÌØ x(t).

œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ^{dT i}_{dt} + (^{dxk}_{dt} ç^i_{jk} )T^j = 0. òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ É ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄ- ËÏÍ ç ÇÌÏÂÁÌØÎÏ. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÒÉŒÏÊ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ËÏÎÃÅ ËÒÉŒÏÊ.

œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÅÒÅÎÏÓ | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ É ÕÇÌÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÍÅÔÒÉËÉ g_{ij} .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ ("ÒÉ-

ÍÁÎÏŒÁ" Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ), ÅÓÌÉ ∇g_{ij} = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ detgij ≠ 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ-

ÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ç^k_{ij} = ç^k_{ji}, ÇÄÅ

ç^k_{ij} = 1=2g^{kl} (

@gl_j @x^i + @g_il @x^j − @g_{ij} @x^k

) (∗)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ∇kgij = 0 ⇔^{∂gij}_{∂x}k = gl_j ç^l_{ik} + gilç^l_{jk}:

ðÅÒÅÓÔÁŒÉÍ ÉÎÄÅËÓÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ:

@g_ik @x^i

= g_{lk} ç^l_{ji} + g_{jl}ç^l_{ki}; @g_{ki} @x^j

= g_{li}ç^l_{kj} + g_{kl} − ç^l_{ij}

óÕÍÍÏÊ É ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (∗).

îÁÓËÏÌØËÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÅÔÒÉËÉ, ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓÏÇÌÁ- ÓÕÀÔÓÑ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÅÊ? íÅÔÒÉËÁ ÎÕÖÎÁ ÄÌÑ ÐÏÄÎÑÔÉÑ É ÏÐÕÓËÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ { ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ, ÍÁÔÒÉÃ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ É Ô.Ð.

úÁÄÁÞÉ:

1)ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÏÐÕÓËÁÎÉÅÍ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ.

2) åÓÌÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÐÅ- ÒÅÎÏÓÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ S^i(t) ÎÁ T^i(t).

îÅÄÏÓÔÁÔÏË ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ | ÏÎÁ ÎÅ ÔÅÎÚÏÒ. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÉ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ.

ôÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ:

R^i_{qkl} =

@ç^i_{qk} @x^l − @ç^i_{ql} @x^k

+ ç^i_{pl}ç^p_{qk} − ç^i_{pk}ç^p_{ql}:

ôÅÎÚÏÒ ËÒÕÞÅÎÉÑ:

T^p_{kl} = ç^p_{kl} − ç^p_{lk}

úÁÄÁÞÁ

1) R; T | ÔÅÎÚÏÒÙ. (äÌÑ T ÏÞÅŒÉÄÎÏ).

2) (ôÅÏÒÅÍÁ). (∇_k∇_l − ∇_l∇_k)T^i = −R^i_{qkl}T^q + T^p_{kl}^{∂T i}_{∂xp} :

œÙÑÓÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ ; ”; ¸.

ðÏÌÏÖÉÍ

[T (; ”)]^i = T^i_{kl}^k ”^l; [R(; ”)¸] = R^i_{jkl}^k ”^l¸^j :

úÁÄÁÞÁ

1) T (; ”) = ∇_ξ” − ∇_η − [; ”]:

2) R(; ”)¸ = ∇_η∇_ξ¸ − ∇_ξ∇_η¸ + ∇_{[ξ,η]}¸

úÄÅÓØ [; ”] = ^{j ∂ηi}_{∂xj} − ”^{j ∂ξi}_{∂xj} | ÓËÏÂËÁ ìÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ; ” . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÏÌÀ ¸ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏŒÏÅ ÐÏÌÅ, Ô.Å. ÉÍÅÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ. œ ÔÏÞËÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÎ ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË: ŒÏÚØÍÅÍ ËÏÎÔÕÒ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄËÅ Ë ; ” ; ÏÂÎÅÓÅÍ ÐÏ ÎÅÍÕ ¸. òÁÚÎÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ É ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÎÔÕÒÁ É ÕÓÔÒÅÍÉÍ Ë 0. ðÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÄÅÌØ- ÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Ô.Å. ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÏÔÌÉÞÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ.

üÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÏÖÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ: ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÐÏÌÑÈ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ËÒÕÞÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ 0. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÍÅÔÒÉËÉ ÏÐÕÓÔÉÍ ŒÎÉÚ ÉÎÄÅËÓ ËÒÉŒÉÚÎÙ. R_{iqkl} = g_{ip}R^p_{qkl} | ÒÉÍÁÎÏŒ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

óËÁÌÑÒÎÁÑ ËÒÉŒÉÚÎÁ R = g^{ql}R^i_{qli}. òÉÍÁÎÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÎÏ- ÇÉÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ:

R_{iqkl} = −R_{qikl}; R_{iqkl} = R_{kliq}(ÚÁÄÁÞÁ):

úÁÄÁÞÁ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ

g_{ij} = ‹_{ij} = 1=3R_{ikjl} x^kx^l + E_{ikjl}x^kx^l ; ÇÄÅ E → 0 ÐÒÉ x → 0:

üÔÁ ËÁÒÔÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ: ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ

ðÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÄÌÉÎÙ. ôÁË É ÐÏÌÕÞÉÍ ËÁÒÔÕ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. éÚ- ÚÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÅÒŒÙÅ É ŒÔÏÒÙÅ ÄŒÁ ÉÎÄÅËÓÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ R_{1212}.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÁ ËÁË ÇÒÁÆÉË z = f(x; y). ôÏÇÄÁ:

dx^2 + dy^2 + dz^2 = dx^2 + dy^2 + df^2; g_{ij} = ‹_{ij} + @f @z^i @f @z^j ; ÇÄÅ z^0 = x; z^2 = y:

åÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ g Œ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ R_{1212} = det _{fxx fxy} f_{yx} f_{yy} ! | ÇÅÓÓÉÁÎ.

üÔÏÔ ÔÅÎÚÏÒ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ: R = 2det _{fxx fxy} f_{yx} f_{yy} ! = 2 × ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ.