äéææåòåîãéáìøîáñ çåïíåôòéñ.

II ËÕÒÓ, II ÓÅÍÅÓÔÒ, 1995/96 ÕÞ.Ç.; ÌÅËÔÏÒ ó.í.çÕÓÅÊÎ{úÁÄÅ.

ìÅËÃÉÑ N 10 (18 ÁÐÒÅÌÑ 1996 Ç.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ (ÔÅÏÒÅÍÙ) óÁÒÄÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏŒÏÄÉÔØÓÑ ÍÅÔÏ- ÄÏÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ. þÔÏÂÙ ÎÅ ÐÅÒÅÇÒÕÖÁÔØ ÅÇÏ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÐÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N^p_{ÒÅÇ} ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M^n → N^p ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ ÏÂÒÁÚÅ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÑÍ. ðÕÓÔØ M^n =^∞ ⋃ i=1 K_i, ÇÄÅ K_i | ËÏÍÐÁËÔÙ. ôÏÇÄÁ N^p_{ÒÅÇ} =^∞ ⋂ i=1 N_i,

ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N_i = (N \ f({ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞÅË f} ∩ K_i)) ÏÔËÒÙÔÙ, Ô.Ë. ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞÅË f}∩K_i ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙ.

ïÂÝÉÊ (ŒÐÒÏÞÅÍ, ËÁË É ÐÅÒŒÙÊ) ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎ ÎÁ ÌÅÍÍÅ óÁÒÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ (Ô.Å. ÄÌÑ p = 1). üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ (ÓÍ. ÎÉÖÅ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ (n − 1) Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (p − 1). äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ p. œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÌÅÍÍÏÊ 2 ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ (ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓŒÏÊÓÔŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, ÔÏ É ŒÓÅ ÏÎÉ ÏÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : U → R^p ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^n. ðÕÓÔØ f = (f_1, . . . , f_p), ÇÄÅ f_i : U → R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ p-ÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ f_p : U → R ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ f. éÚ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_p ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ R. ðÕÓÔØ y_p | ÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f_p. íÎÏÖÅÓÔŒÏ L^{n−1} = {x ∈ U : f_p(x) = y_p} ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ (n − 1)-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ U. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ f^∗ = (f_1, . . . , f_{p−1}) : L^{n−1} → R^{p−1}. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f^∗ ÐÌÏÔÎÏ Œ R^{p−1}. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ y^∗ = (y_1, . . . , y_{p−1}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^∗, ÔÏ ÔÏÞËÁ y = (y_1, . . . , y_{p−1}, y_p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ L^{n−1} ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÙ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏ-

ÓÔÉ | ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_p. œ ÔÁËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ x ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( df^∗(x) ∗ 0 1 )

É ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ rk(df^∗(x)) = p−1, ÔÏ rk(df(x)) = p. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ R^p.

ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Ë ÄŒÕÍ ÓÌÕÞÁÑÍ: 1) n = 0, p > 0; 2) p = 1. ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, Á ŒÔÏÒÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÌÅÍÍÅ óÁÒÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÒÉÓÔÕÐÁÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏŒÏÄÉÔØÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. åÅ ÐÅÒŒÙÊ ÛÁÇ (n = 0) ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n. ðÕÓÔØ f : U → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ). œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁŒÛÉÍÉÓÑ ÐÒÉÞÉÎÁÍÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ËÕÂÁ I^n Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÒÁÚÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ f, ÌÅ- ÖÁÝÉÈ Œ I^n, ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ R. âÅÚ ÐÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÕÂ I^n | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ. ðÕÓÔØ X_n | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ËÕÂÁ I^n, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ n-ÏÇÏ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÄÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÒÁÚÕ X_n É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÒÁÚÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ I^n \ X_n, ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙ Œ R.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ C > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x ∈ X_n É y ∈ I^n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(y) − f(x)| < C‖y − x‖^{n+1}. (∗) üÔÏÔ ÆÁËÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÉÌÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙŒÅÄÅÎ ÉÚ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ x É y). òÁÚÏÂØÅÍ ËÕÂ I^n ÎÁ N^n ËÕÂÉËÏŒ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 1/N É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÕÂÉËÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÐÕ- ÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó X_n. éÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÖÅ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ

N^n. œÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (∗) ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÂÉËÏŒ ÐÏ- ÍÅÝÁÅÔÓÑ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÄÌÉÎÙ 2C( √ n/N)^{n+1}. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_n ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2C( √ n)^{n+1}/N É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÉËÁËÏÊ (ÎÅÐÕÓÔÏÊ) ÉÎÔÅÒŒÁÌ Œ R.

ðÕÓÔØ x | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÌÅÖÁÝÁÑ Œ I^n \ X_n. óÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ j = (j_1, . . . , j_n), ÞÔÏ ∂_jf =^{∂|j|f}_{∂xj11 ...∂xjnn} = 0, grad(∂_j f) ≠ 0. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V_j = {a ∈ U : ∂_jf = 0, grad(∂_jf) ≠ 0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ (n − 1)-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ U. ôÏÞËÁ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ U É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V_j. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÚ I^n \ X_n ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ É ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÅÇÏ ÄÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ R.

üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏÛÅŒÅÌÅÎÁ (ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÓÍ. Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÉÖÅ) ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ëÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ x (ÇÌÁÄËÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ f : M^n →

R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË-

ÃÉÉ f Œ ÎÅÊ (Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ, Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É Œ ÌÀÂÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, Ô.Å.

det(

∂^2f ∂x_i∂x_j ) ≠ 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ

ÔÁËÁÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ l(x) =^n ∑ i=1 l^ix_i, ÞÔÏ ÆÕÎË-

ÃÉÑ ~f(x) = f(x)−l(x) ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ grad f : R^n → R^n:

grad f(x) = ( ∂f ∂x_1 (x), . . . , ∂f ∂x_n (x)). ôÏÞËÁ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ~f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ grad f(x) = (l^1, . . . , l^n). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏ-

ÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ ~f Œ ÔÏÞËÅ x ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ grad f Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÏ ÌÅÍÍÅ óÁÒÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ (l^1, . . . , l^n) ∈ R^n, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ grad f, ÐÌÏÔÎÏ Œ R^n.

óÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ M^n É N^p | ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÂÅÚ ËÒÁÑ), ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ. L^q | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ N^p. éÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÐÒÏ- ÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ: 1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M^n → N^p, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØ- ÎÙÅ Ë L^q, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M^n → N^p; 2) ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M^n → N^p ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L^q, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(L^q) ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ L^q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − (p − q) Œ M^n (ÐÕÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ n − (p − q) < 0). íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ n = (p − q) É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(L^q) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ L^q ÎÕÌØÍÅÒÅÎ, Ô.Å. ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M^n → N^p Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L^q Œ ÔÏÞËÅ x ∈ f^{−1}(L^q) ⊂ M^n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ T_{f(x)}N^p = T_{f(x)}L^q ⨁ f_∗T_xM^n (ÐÒÉ ÜÔÏÍ f_∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ T_xM^n ÎÁ f_∗T_xM^n). åÓÌÉ π | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ T_{f(x)}N^p ÎÁ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_{f(x)}N^p/T_{f(x)}L^q, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ π ∘ f_∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ T_xM^n É T_{f(x)}N^p/T_{f(x)}L^q. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ν_yL = T_yN^p/T_yL^q (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (p − q)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L^q ⊂ N^p Œ ÔÏÞËÅ y ∈ L^q. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M^n, N^p É L^q ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙ. ïÒÉÅÎ- ÔÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ T_{f(x)}N^p, T_{f(x)}L^q É f_∗T_xM^n (ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ f_∗T_xM^n ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_xM^n, Ô.Ë. f_∗ : T_xM^n → f_∗T_xM^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ). ïÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÉÈ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ T_{f(x)}L^q ⨁ f_∗T_xM^n = T_{f(x)}N^p. üÔÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_{f(x)}N^p, ÌÉÂÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÅč. ðÕÓÔØ ÚÎÁË sgn(x) ÔÏÞËÉ x ÒÁŒÅÎ 1 Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÏÒÉÅÎ- ÔÁÃÉÊ É (-1) Œ ÓÌÕÞÁÅ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÉÑ. úÎÁË sgn(x) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ π ∘ f_∗ : T_xM^n → ν_{f(x)}L (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ν_{f(x)}L = T_{f(x)}N^p/T_{f(x)}L^q, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ T_{f(x)}N^p É T_{f(x)}L^q).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. éÎÄÅËÓÏÍ indL(f) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M^n → N^p ÐÏ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L^q ⊂ N^p, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ x ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ f^{−1}(L^q) ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ L^q ÚÎÁËÏŒ sgn(x): ind_L(f) = ∑ x∈f^−1(L^q ) sgn(x). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. éÎÄÅËÓÏÍ indL(f) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

f : M^n → N^p ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L^q ⊂ N^p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓ ind_L( ~f) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÇÏ Ë f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØ- ÎÏÇÏ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L^q.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÛÅŒÅÌÅÎÉÑ ~f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ M^n É N^p | ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, M^n ËÏÍ-

ÐÁËÔÎÏ, f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ (ÄÁÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ) ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ M^n → N^p. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ Ë f (Œ ËÌÁÓÓÅ C^0) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ f.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M^n, N^p É L^q | ÔÁËÉÅ

ÖÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ (ÂÅÚ ËÒÁÑ, L^q ⊂ N^p, M^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ, n = (p − q)), f_i (i = 0, 1) | ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ (ÇÌÁÄËÉÅ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M^n → N^p, ÔÒÁÎÓŒÅÒ- ÓÁÌØÎÙÅ Ë L^q. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÉÎÄÅËÓÙ ind_L(f_0) É ind_L(f_1) ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L^q ÒÁŒÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 1 ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ ft : M^n → N^p (t ∈ I =

[0, 1]) | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ f_0 É f_1. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f_t = f_0 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ f_t = f_1) ÄÌÑ t, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë 0 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ | Ë 1). ðÕÓÔØ F | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÃÉÌÉÎÄÒÁ M^n × I Œ N^p: F (x, t) = f_t(x) ÄÌÑ x ∈ M^n, t ∈ I. ðÏÛÅŒÅÌÉŒ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F , ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ É ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L^q ⊂ N^p (É F (x, t) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t ÐÒÉ t ÂÌÉÚËÉÈ Ë ËÏÎÃÁÍ ÏÔÒÅÚËÁ I). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ F^{−1}(L^q) ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ L^q ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ (ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ) ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÃÉÌÉÎÄÒÁ M^n × I, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÍ Ó ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ f^{−1}_0 (L^q) (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ |

ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ f^{−1}_1 (L^q)) ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË ÏËÏÌÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ M^n × {0} (ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ | ÏËÏÌÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ M^n×{1}) ÃÉÌÉÎÄÒÁ M^n×I. ëÒÉŒÁÑ F^{−1}(L^q) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÎÁÞÉÎÁÀ- ÝÉÈÓÑ É ËÏÎÞÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÈ ÃÉÌÉÎÄÒÁ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔ- ÒÅÚËÏŒ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ L^q, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ | ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ. õÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁËÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÏÞÅË (ËÏÎÃÏŒ ÏÔÒÅÚËÁ) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Á Œ ÐÅÒŒÏÍ | ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ ind_L(f_0) É ind_L(f_1). äÏËÁÖÅÍ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÚÎÁËÏŒ ËÏÎÃÏŒ ÏÔÒÅÚËÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÃÉÌÉÎÄÒÁ (ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÈ, ÒÁÚÂÉ- ÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÒÅÚÏË ℓ = {w(τ)} = (τ ∈ [0, 1], ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ τ : [0, 1] → M^n × I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ, Ô.Å. ÅÇÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ F^{−1}(L^q), w(τ) = (x(τ), t(τ)), ÇÄÅ x(τ) ∈ M^n, t(τ) ∈ I, ÔÏÞËÉ w(0) É w(1) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ M^n × {0} (Ô.Å. t(0) = t(1) = 0, x(i) ∈ f^{−1}_0 (L^q) ÄÌÑ i = 0, 1). íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ sgn(x(1)) = −sgn(x(0)). éÍÅÅÍ sgn(x(i)) = sgn(det(π_i ∘ f_{0∗|x(i)})), ÇÄÅ π_τ | ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ T_{F (w(τ))}N^p → ν_{F (w(τ))}L = T_{F (w(τ))}N^p/T_{F (w(τ))}L^q, π_i ∘ f_{0∗|x(i)} : T_{x(i)}M^n → ν_{f(x(i))}L (τ ∈ I, i = 0, 1). œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÃÉÌÉÎ- ÄÒÅ M^n × I ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ {x} × I ÃÉÌÉÎÄÒÁ (x ∈ M^n) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÅÇÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍ. ðÕÓÔØ ˝_τ | ÐÒÏÅËÃÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_{w(τ)}(M^n × I) ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_{w(τ)}ℓ Ë ËÒÉŒÏÊ ℓ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉ- ËÏÊ. äÌÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ T_{w(τ)}(M^n × I) ÐÏÌÏÖÉÍ ˝_τ (v) = a_τ (v) ·^{dw(τ)}_{dτ} . a_τ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÌÉÎÅÊÎÙÍ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_{w(τ)}(M^n × I) ÎÁ R^1. ðÕÓÔØ A_τ = (π_τ ∘ F_{∗|w(τ)}, a_τ ) | ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_{w(τ)}(M^n × I) Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ν_{F (w(τ))}L

⨁ R^1 ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ν_{F (w(τ))}L É (ËÁÎÏÎÉ-

ÞÅÓËÏÇÏ) ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_{w(τ)}(M^n × I) Ë ÃÉÌÉÎÄÒÕ M^n × I ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ T_{xτ} M^n ⨁ R^1. äÌÑ i = 0, 1 ÉÍÅÅÍ

A_i = π_i ∘ f_{0∗|x(i)} 0 0 (_{dt(τ)} dτ )_{−1} |τ=i . (*) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A_τ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ π_τ ∘ F_∗ : T_{w(τ)}(M^n × I) → ν_{F (w(τ))}L ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ (ÞÔÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L^q Œ ÔÏÞËÅ w(τ) ∈ M^n × I), Á ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ {0} × R^1 ⊂ ν_{F (w(τ))}L

⨁ R^1

ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A_τ , ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÎÅÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_{w(τ)}ℓ ⊂ T_{w(τ)}(M^n×I) Ë ËÒÉŒÏÊ ℓ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A_τ ÏÂÒÁÔÉÍÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ τ ∈ I, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ sgn(det A_0) =

sgn(det A_1). œÓÌÅÄÓÔŒÉÅ (*) ÉÍÅÅÍ det A_i = det(π_i ∘ f_{0 ∗|x(i)}) · (_{dt(τ)} dτ )_{−1} . ðÒÉ ÜÔÏÍ (_{dt(τ)} dτ ) |τ=0 > 0, (_{dt(τ)} dτ ) |τ=1 < 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ sgn(x(1)) =

det(π_1 ∘ f_{0 ∗|x(1)}) = − det(π_0 ∘ f_{0 ∗|x(0)}) = −sgn(x(0)), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÕÓÔØ n = p, q = 0, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N^n ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, L^0 | ÔÏÞËÁ y ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N^n. ôÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M^n → N^n ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÏÞËÅ y ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. éÎÄÅËÓ indy(f) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M^n → N^n ÐÏ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÏÞËÅ (ÎÕÌØÍÅÒÎÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ) y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅ- ÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f (É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg f).

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô.Å. ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ y) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ôÅÏÒÅÍÙ 2 É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ yt (t ∈ [0, 1]) | ÇÌÁÄËÉÊ ÐÕÔØ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ N^n.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏ t ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ φ_t ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N^n Œ ÓÅÂÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ϕ_0 = id, ϕ_1(y_0) = y_1.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N^n ÎÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ deg f = 0.

ìÅËÃÉÑ N 11 (25 ÁÐÒÅÌÑ 1996 Ç.)

óÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÉÎÄÅËÓ ind_L(f) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M^n → N^p ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M^n Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N^p ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ L^q ⊂ N^p (n = p − q) É ÓÔÅÐÅÎØ deg f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M^n → N^n ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M^n ÚÁÍËÎÕÔÏ). ïÂÁ ÕËÁ- ÚÁÎÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. ïÂÓÕÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÏ- ÎÑÔÉÊ.

ðÕÓÔØ M^n | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ìÀÂÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ n {ÆÏÒÍÁ ω ÎÁ M^n ÚÁÍËÎÕÔÁ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n{ÆÏÒÍÁ ω ÔÏÞÎÁ, ÔÏ Åč ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ŒÓÅÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M^n ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ n{ÆÏÒÍÙ ω ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ËÌÁÓÓÁ ÆÏÒÍÙ ω Œ ÇÒÕÐÐÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ H^n_{dR}(M^n). æÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËÁËÏÊ{ÎÉÂÕÄØ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÎÁ ÎčÍ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ n{ÆÏÒÍÏÊ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ M^n ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÐÉÍÏÒ- ÆÉÚÍ int : H^n_{dR}(M^n) → R. (œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ int ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ (ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M^n), ÎÏ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ.) ðÕÓÔØ f : M^n → N^n | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^n Œ ÄÒÕÇÏÅ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. éÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: H^n_{dR}(N^n)^{f ∗}−−−−→ H^n_{dR}(M^n) int int R R ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÚÁÍÙËÁÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÄÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏÊ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ k ∈ R, ÞÔÏ int ∘ f^∗ = k · int (ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R → R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ), Á ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ M^n É N^n | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÓŒÑÚ-

ÎÙÅ n{ÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ω | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ n-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ N^n, f | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^n → N^n. ôÏÇÄÁ ∫ M^n f^∗ω = deg f · ∫ N^n ω. (1) úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐ H^n_{dR}(M^n) É H^n_{dR}(N^n)

Ó ÇÒÕÐÐÏÊ R (ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ n{ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ) ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f^∗ : H^n_{dR}(N^n) → H^n_{dR}(M^n) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ deg f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1) ÌÉÎÅÊÎÙ ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ω, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ω, ÎÏÓÉÔÅÌØ supp ω ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ. úÁÍÅÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÎÉ ÐÒÁŒÕÀ, ÎÉ ÌÅŒÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 2 ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ (ÉÌÉ, ÔÏÞÎÅÅ, Åč ÁÎÁÌÏÇ;

ËÁËÏÊ?), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÞÔÏ: 1) ÎÏÓÉÔÅÌØ supp ω ÆÏÒÍÙ ω ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÛÁÒÏŒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ y ∈ N^n; 2) ÔÏÞËÁ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f; 3) ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(U) ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ U ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U_i ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ x_i ÔÏÞËÉ y É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∫ M^n f^∗ω = ∑ i ∫ U_i f^∗ω =

= ∑ i sgn(det(f_{∗|xi} )) ∫ U ω = ( ∑ i sgn(x_i) ) · ∫ U ω = deg f · ∫ N^n ω, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ M^n É N^n ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ{ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÞčÔÎÁ), f : M^n → N^n | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ{ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÍÅÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ, | ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÕÀ) ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. (ëÁËÕÀ?). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ deg f ≥ 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ É M^n É L^q ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ Œ N^p, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M^n ÚÁÍËÎÕÔÏ, p = n + q. ðÕÓÔØ i : M^n → N^p | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. éÎÄÅËÓ indL(f) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ i : M^n → N^p ÐÏ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ L^q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ M^n É L^q (É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (M^n ∘ L^q)).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M^n ⊂ N^{2n} ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎ ÅÇÏ ÉÎÄÅËÓ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (M^n ∘ M^n). åÓÌÉ n ÎÅÞčÔÎÏ, ÔÏ (M^n ∘ M^n) = 0.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ M^n É L^q | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ N^p,

p = n + q. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (M^n ∘ L^q) = (−1)^{nq}(L^q ∘ M^n).

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ N^p ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ{ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, M^n

É L^q | ÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ{ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, M^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ, p = n + q. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (M^n ∘ L^q) ≥ 0?

üÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ.

ðÕÓÔØ p : E → M^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ n{ÍÅÒÎÏÅ (ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ n{ÍÅÒÎÙÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÏÒÉÅÎ- ÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M^n. (úÁÄÁÎÉÅ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E ÑŒÌÑÅÔÓÑ 2n{ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÉÍÅÀÝÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ (ëÁËÕÀ?). íÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M^n ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ E Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. éÎÄÅËÓ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (M^n ∘ M^n) ÐÏÄÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÑ M^n Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏŒÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ (ÉÌÉ ÜÊÌÅÒÏŒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : E → M^n.

éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÉÎÄÅËÓÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n ÎÅÞčÔÎÏ, ÔÏ ÜÊÌÅÒÏŒ ËÌÁÓÓ n{ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : E → M^n ÒÁ- ŒÅÎ ÎÕÌÀ. þÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ n{ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ n{ ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p : T M^n → M^n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. üÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ χ(M^n) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ M^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏŒ ËÌÁÓÓ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : T M^n → M^n.

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (M^n ∘ M^n), ÕÞÁÓÔŒÕÀ- ÝÅÇÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M^n, ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ë M^n ÛÅŒÅÌÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M^n Œ ÎÕÌÅŒÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (x → (x, 0), ÇÄÅ x ∈ M^n, 0 ∈ T_xM^n, (x, 0) ∈ T M^n). ôÁËÏÅ ÛÅŒÅÌÅÎÉÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ x → (x, v(x)), ÇÄÅ v = v(x) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ

ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n: v(x) ∈ T_xM^n, (x, v(x)) ∈ T M^n.

ìÅÍÍÁ 1. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ v(x) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s_v : M^n → T M^n, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ x ∈ M^n Œ (x, v(x)) ∈ T M^n, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë M^n, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ (ÚÁÍËÎÕÔÏÍ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n.

äÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

ôÏÞËÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ x → (x, v(x)) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ, | ÜÔÏ ÎÕÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v(x). œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ x_0 Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v(x) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ v(x) = v^i(x) · (∂/∂x^i). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s_v ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ Œ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ (ÎÕÌÅ) x_0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, Ô.Å. det(∂v^i/∂x^j)_{|x0} ≠ 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, sgn(x_0) = sgn ( det( ∂v^i ∂x^j ) ) |x0 . ãÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÃÅÌÏÅ sgn(x_0) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v Œ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ (Ô.Å. | Œ ÎÕÌÅ) x_0.

þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n | ÇÒÁÄÉ- ÅÎÔÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ grad f(x) ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M^n → R (ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÎÁ M^n). îÕÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v(x) = grad f(x) | ÜÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ f. ïÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s_v ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ Œ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ x_0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ x_0 ÆÕÎËÃÉÉ f | ÍÏÒÓÏŒÓËÁÑ (Ô.Å. det(∂^2f/∂x^i∂x^j)_{|x0} ≠ 0). ðÒÉ ÜÔÏÍ sgn(x_0) = (−1)^m, ÇÄÅ m | ÉÎÄÅËÓ íÏÒÓÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ x_0 | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ ÆÏÒÍÙ çÅÓÓÅ (ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (∂^2f/∂x^i∂x^j)_{|x0} ) (ÉÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Œ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÊ ÌÅÍÍÏÊ íÏÒÓÁ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s_v ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÓÅ- ÞÅÎÉÀ (Œ ÃÅÌÏÍ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f | ÍÏÒÓÏŒÓËÁÑ (ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ Åč ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ | ÍÏÒÓÏŒÓËÉÅ). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÍÏÒÓÏŒÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.

χ(M^n) = n∑ i=1 (−1)^ik_i,

ÇÄÅ k_i | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÍÏÒÓÏŒÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M^n →

R, ÉÎÄÅËÓ íÏÒÓÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ i.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÕ ŒÅÒÛÉÎ ÐÌÀÓ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÐÁÄÉÎ ÍÉÎÕÓ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅŒÁÌÏŒ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÍÏÒÓÏŒÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÎÅÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. åÓÌÉ n ÎÅÞčÔÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÍÏÒÓÏŒÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f :

M^n → R_n ∑ i=1 (−1)^ik_i = 0.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ χ(˝g) (ÄŒÕÍÅÒ-

ÎÏÊ) ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ (ÉÌÉ ËÒÅÎÄÅÌÑ Ó g ÄÙÒËÁÍÉ) ÒÁŒÎÁ (2 − 2g).

æÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ-âÏÎÎÅ.

ðÕÓÔØ M^2 | ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ŒÌÏÖÅÎÎÁÑ Œ ÔÒčÈ- ÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^3, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ | ÓŒÑÚÎÁÑ (Ô.Å. | ÓÆÅÒÁ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ (g) ÒÕÞÅË). ôÁËÁÑ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ ŒÓÅÇÄÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ (äÏËÁÖÉÔÅ!). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÎÅÊ ÏÒÉ- ÅÎÔÁÃÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÀ. ðÕÓÔØ n(P ) ∈ R^3 | ÅÄÉ- ÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ Œ ÔÏÞËÅ P ∈ M^2, S^2 | ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÁÑ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ` : M^2 → S^2, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ P ∈ M^n Œ n(P ) ∈ S^2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÕÓÓÏŒÙÍ (ÉÌÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ŒÌÏÖÅÎÎÏÊ) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M^2. ðÕÓÔØ ds É dσ | ÆÏÒÍÙ ÐÌÏÝÁÄÉ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÅ 2{ÆÏÒÍÙ) ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M^2 É ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^2 ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ (ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ

ÎÁ R^3). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÇÁÕÓÓÏ-

ŒÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ K(P ) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M^2 Œ ÔÏÞËÅ P ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ `^∗dσ = K(P ) · ds. ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÆÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ-âÏÎÎÅ). ∫ M2 K(P )ds = 2π · χ(M^2).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÍÅÅÔ

ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÌÏÖÅÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M^{2n} ⊂ R^{2n+1} Œ ÎÅÞčÔ- ÎÏÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ds É dσ | ÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ `^∗dσ = K(x) · ds ÄÁčÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÕÓÓÏŒÏÊ ËÒÉ- ŒÉÚÎÙ K(x), ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 2π ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÁ ÐÏÌÏŒÉÎÕ (2n{ ÍÅÒÎÏÇÏ) ÏÂSSčÍÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ S^{2n} ⊂ R^{2n+1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ∫ M2 K(x)ds = deg ` · ∫ S2 dσ = 4π · deg `.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ deg ` = χ(M^2)/2. âÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÔØ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. ðÏ ÔÏÞËÅ (ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ) n ∈ S^2 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ "ÆÕÎËÃÉÀ ŒÙÓÏÔÙ" H_n ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M^2 ÆÏÒÍÕÌÏÊ H_n(P ) = (n, P ) ÄÌÑ ÔÏÞËÉ P ÉÚ M^2. úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ (•, •) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (ÅŒËÌÉÄÏŒÏ) ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^3. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ H_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ` ÄŒÕÈ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË n É (−n) ÉÚ S^2. œÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ n_0, ÞÔÏ É n_0 É (−n_0) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ ` : M^2 → S^2. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n_0 = (0, 0, 1) (Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x, y É z Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ R^3). æÕÎËÃÉÀ ŒÙÓÏÔÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ŒÅËÔÏÒÕ n_0, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ H. ðÒÉ ÜÔÏÍ H(x, y, z) = z. óÏÏÔÎÅÓčÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ` Ó ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M^2, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÐÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÞËÁÍ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÓÏÔÙ H (ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁ- ÚÁÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ H ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÏÒÓÏŒÓËÉÍÉ). ðÕÓÔØ P | ÏÄÎÁ ÉÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ H. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏ- ÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ `(P ) = n_0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ P ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M^2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ z = h(x, y), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ h ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÐÉÓØÀ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x, y) ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M^2 ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÓÏÔÙ H. œ (ÌÏËÁÌØÎÙÈ) ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÈ (x, y) ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ` ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ `(x, y) = (1, h^′_x, h^′_y) √ 1 + (h^′_x)^2 + (h^′_y )^2 .

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

`(x, y) = (1, h^′_x, h^′_y) + O(x^2 + y^2).

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ (Ô.Å. ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ) ÇÁÕÓ- ÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ` Œ ÔÏÞËÅ P ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÅÓÓÅ (Ô.Å. | Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ) ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÓÏÔÙ H Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ (ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ). åÓÌÉ `(P ) = −n_0, ÔÏ ÜÔÉ ÄŒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 5. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ çÅÓÓÅ É ñËÏÂÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ

ŒÏ ŒÓÅÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ŒÏ{ÐÅÒŒÙÈ, ÏÎÉ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ É, ÂÏ- ÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ S^2, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÆÏÒÍÁ çÅÓÓÅ | ÎÅÔ. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ ÓÍÙÓÌ ÕËÁ- ÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

éÚ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ñËÏÂÉ É çÅÓÓÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁË sgn(P ) ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÔÏÞËÉ n_0 ÉÌÉ (−n_0) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ çÁÕÓÓÁ ` ÒÁŒÅÎ (−1)^m, ÇÄÅ m = m(P ) | ÉÎÄÅËÓ íÏÒÓÁ ÔÏÞËÉ P ËÁË ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ H. (œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ (ËÁË É ÌÀÂÏÇÏ ÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÞčÔÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÁ íÏÒÓÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞčÔÎÏÓÔØÀ ÉÎÄÅËÓÁ íÏÒÓÁ ÜÔÏÊ ÖÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ (−f)).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

deg ` = ∑ P ∈`^−1(n0)

(−1)^{m(P )} = ∑ P ∈`^−1(−n0) (−1)^{m(P )}.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ

χ(M^2) = ∑ P ∈`^−1(n0)∪`^−1(−n0)

(−1)^{m(P )} = 2 deg f,

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.