îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö

äéææåòåîãéáìøîáñ çåïíåôòéñ.

II ËÕÒÓ, II ÓÅÍÅÓÔÒ, 1995/96 ÕÞ.Ç.; ÌÅËÔÏÒ ó.í.çÕÓÅÊÎ{úÁÄÅ.

ìÅËÃÉÑ N 7 (28 ÍÁÒÔÁ 1996 Ç.)

óŒÏÊÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

1) ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ k É ℓ: R^i_{jkℓ} = −R^i_{jℓk}. 2) îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ R^i_{jkℓ} + R^i_{kℓj} + R^i_{ℓjk} = 0.

3) åÓÌÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ g_{ij}, ÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ k É ℓ ŒÅÌÉÞÉÎÙ R^i_{jkℓ} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÁÎ- ÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ) ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÄÏÂÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÎÚÏÒÁ R_{ijkℓ} = g_{im}R^m_{jkℓ} ÔÉÐÁ (0, 4). áÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R^i_{jkℓ} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ R_{ijkℓ} = −R_{jikℓ}. 4) äÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉ- ËÏÊ, ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ 1{3 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ R_{ijkℓ} = R_{kℓij} . (äÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.)

éÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ) ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎ- ÚÏÒÁ R_{ijkℓ} ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁËÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÓÅ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, R_{1212}.

ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ ËÒÉŒÉÚÎÙ (ÑŒÌÑÀÝÉÍÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ ÔÉÐÁ (1, 3)) ÁÓÓÏÃÉÉ- ÒÏŒÁÎÁ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ É ÐÏÌÎÏÊ ÓŒčÒÔËÏÊ: R = g^{ℓj}R_{jℓ} = g^{ℓj}R^i_{jiℓ}. R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-

ŒÅ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÒÁŒÎÁ ÕÄŒÏÅÎÎÏÊ ÇÁÕÓÓÏŒÏÊ. (óÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÏÍ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ ÎÅÊ, Á ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.)

ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÄÅ òÁÍÁ.

îÁÛÅÊ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÃÅÌØÀ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ Œ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ (É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ Ë ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ) ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÊ (É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÉÛÅÍ ÅÝč ÏÄÉÎ ŒÁÖÎÙÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ{ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÎÁ ÎčÍ.

ðÕÓÔØ M^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ˙^k(M^n) ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ k{ÆÏÒÍ ÎÁ M^n ÓŒÑÚÁÎÙ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → ˙^0(M^n)^{d0}−→ ˙^1(M^n)^{d1}−→ . . .^{dk}�^1−→ ˙^k(M^n)^{dk}−→ ˙^{k+1}(M^n)^{dk+1}−→ . . .

. . .^{dn}�^2−→ ˙^{n−1}(M^n)^{dn}�^1−→ ˙^n(M^n) → 0

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d = d_k : ˙^k(M^n) → ˙^{k+1}(M^n) (ÚÄÅÓØ ˙^0(M^n) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 0-ÆÏÒÍ, Ô.Å. { ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M^n). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ d_{k+1} ∘ d_k ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, - ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z, ÐÏÌÅ R ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÅ C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, . . . ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. (ëÏÃÅÐÎÙÍ) ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ

- ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ → C^{0 d0}−→ C^{1 d1}−→ . . .^{dk}�^2−→ C^{k−1 dk}�^1−→ C^{k dk}−→ C^{k+1 dk+1}−→ . . . A-ÍÏÄÕÌÅÊ C^k É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A-ÍÏÄÕÌÅÊ d_k : C^k → C^{k+1}, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ d_{k+1} ∘ d_k ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÒÉÎÑÔÏ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ C^• ÉÌÉ (ÅÓÌÉ ÈÏÔÑÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ) (C^•, d). œ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÔÅÒÍÉÎ "ËÏÃÅÐÎÏÊ" ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÓÔÒÅÌÏË (ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ) Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÏÔ C^k Ë C^{k+1}). åÓÌÉ ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÙ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ (ÏÔ C^{k+1} Ë C^k), ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÃÅÐÎÙÍ (É ÓÔÁŒÉÔØ ÎÏÍÅÒ Õ ÍÏÄÕÌÑ ŒÎÉÚÕ: C_k ŒÍÅ- ÓÔÏ C^k).

ðÕÓÔØ (C^•, d) | ËÏÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÄÍÏÄÕÌØ Z^k = Ker dk ⊂ C^k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕ-

ÌÅÍ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÃÉËÌÏŒ (ËÏÍÐÌÅËÓÁ C^•). ðÏÄÍÏÄÕÌØ B^k = Im d_{k−1} ⊂ C^k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÇÒÁÎÉÃ.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÉÍÅÅÍ B^k ⊂ Z^k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. çÒÕÐÐÏÊ H^k(C^•) k-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (ÉÌÉ, ÄÏ- ÐÕÓËÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÑÚÙËÁ, k-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ) ËÏÃÅÐÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C^• ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ Z^k/B^k ÍÏÄÕÌÑ ËÏ- ÃÉËÌÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÏÇÒÁÎÉÃ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÔÅÒÍÉÎÙ ÃÉËÌÙ,

ÇÒÁÎÉÃÙ, ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (H_k(C_•)) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. çÒÕÐÐÁ H^k(˙^•(M^n)) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÃÅÐÎÏÇÏ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÁ (˙^•(M^n), d) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M^n É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ H^k_{dR}(M^n).

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÃÉËÌÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (˙^•(M^n), d) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ, Á ËÏÇÒÁÎÉÃÁÍÉ { ÔÏÞÎÙÅ. çÒÕÐÐÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ { ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍ ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÔÏÞÎÙÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ { ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ. ïÄ- ÎÁËÏ, ÅÇÏ ÔÒÕÄÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. äÁÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÌÅÇËÏ ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ ∗ É, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÊ R^1 É ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1. ôÁË ÄÌÑ ÔÏÞËÉ ÉÍÅÅÍ: H^k_{dR}(∗) = { 0 ÐÒÉ k ≠ 0,

R ÐÒÉ k = 0.

. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ ÐÒÑÍÏÊ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÅÏÒÅÍÁ 1. çÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅ-

ÓËÉÍÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Ô.Å. ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÍÅÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M^n → N^p ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^∗ = f^∗_k : ˙^k(N^p) → ˙^k(M^n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÈ k-ÆÏÒÍ. äÌÑ k{ÆÏÒÍÙ ω ∈ ˙^k(N^p) k{ÆÏÒÍÁ f^∗ω ∈ ˙^k(M^n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍÙ ω ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f. ïÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ f^∗ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ (ÌÉÎÅÊÎÏÅ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^k_{dR}(N^p) → H^k_{dR}(M^n) ÇÒÕÐÐ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ f^∗ ÉÌÉ f^∗_k . œ ÌÅËÃÉÉ 3 ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÉÑ:

1) id^∗_M = id_Hk_{dR(M)};

2) ÅÓÌÉ f : M^n → N^p, g : N^p → L^q, ÔÏ (g ∘ f)^∗ = f^∗ ∘ g^∗; 3) ÅÓÌÉ f É g | ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M^n → N^p, ÔÏ f^∗ = g^∗.

óŒÏÊÓÔŒÁ 1) É 2) ÏÞÅŒÉÄÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ôÅÏÒÅÍÁ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É g ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ M^n →

N^p ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^∗ É g^∗ ÇÒÕÐÐ ËÏÇÏ- ÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ (H^k_{dR}(N^p) → H^k_{dR}(M^n)) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÌÁÄ-

ËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É g ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ. ðÕÓÔØ f_t : M^n → N^p (t ∈ I = [0, 1]) | ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÅÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÍÅÖÄÕ f É g, Ô.Å. f_0 = f, f_1 = g, F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^n×I → N^p, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (x, t) = f_t(x). îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ω ÎÁ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ N^p ÆÏÒÍÁ f^∗_1 ω − f^∗_0 ω ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n ÔÏÞÎÁ, Ô.Å. ÒÁŒÎÁ dχ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (k − 1)-ÆÏÒÍÙ χ ÎÁ M^n. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ, ÛÉÒÏËÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎčÎÎÏÊ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÅ, ÓÈÅÍÏÊ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ D = D_k : ˙^k(N^p) → ˙^{k−1}(M^n) (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ k{ÆÏÒÍ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^∗_1 − f^∗_0 = Dd + dD (Ô.Å. f^∗_{1 k} − f^∗_{0 k} = D_{k+1}d_k + d_{k−1}D_k). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ω ÉÍÅÅÍ f^∗_1 ω − f^∗_0 ω = d(Dω), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Dk, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ

ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÐÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ (ÍÅÖÄÕ f^∗_0 É f^∗_1 ). þÁÓÔÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÃÅÐÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÔÒÅÂÕÀÔ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ f^∗_1 − f^∗_0 ÂÙÌÁ ÒÁŒÎÁ ±Dd ± dD, ÞÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÃÅÌÅÊ.

ðÕÓÔØ ω | k-ÆÏÒÍÁ ÎÁ N^p. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÅ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ F^∗ω ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n × I. ìÀÂÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ˙ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ M^n × I ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ ˙_1 + dt ∧ ˙_2, ÇÄÅ ÆÏÒÍÙ ˙_i ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dt ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ t ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ I (ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ËÁË ÏÔ ÔÏÞËÉ x ∈ M^n, ÔÁË É ÏÔ t ∈ I). ðÕÓÔØ F^∗ω = ω_1 + dt ∧ ω_2 | ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ F^∗ω. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Dω ÆÏÒÍÕÌÏÊ Dω = ∫_1 0 ω_2dt. (1)

úÄÅÓØ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ, Ô.Å. {

ÆÏÒÍÁ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÆÏÒÍÙ ω_2. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f^∗_1 ω − f^∗_0 ω = Ddω+dDω ŒÙÞÉÓÌÉÍ f^∗_1 ω−f^∗_0 ω, Ddω É dDω. ðÕÓÔØ i_t : M^n → M^n ×I | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ x ∈ M^n Œ (x, t) ∈ M^n × I. éÍÅÅÍ F ∘ i_t = f_t, f^∗_t ω = i^∗_t ∘ F^∗ω = i^∗_t (ω_1 + dt ∧ ω_2) = ω_1|_{t=const}. ðÏÜÔÏÍÕ

f^∗_1 ω − f^∗_0 ω = ω_1|_{t=1} − ω_1|_{t=0} =

∫_1 0 ∂ω_1 ∂t dt. (2) éÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dDω = ∫_1 0 d_xω_2dt, (3)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ d_xω_2 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÏÒÍÙ ω_2 ÐÏ x-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (ÓÕÍÍÁ ÍÏÎÏÍÏŒ ÆÏÒÍÙ dω_2, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dt). äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ddω ÎÁÄÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ F^∗dω Œ ŒÉÄÅ ˙_1 + dt ∧ ˙_2. éÍÅÅÍ F^∗dω = d(F^∗ω) = d(ω_1 + dt ∧ ω_2) = d_xω_1 + dt ∧ (∂ω_1/∂t) − dt ∧ d_xω_2, ÏÔËÕÄÁ Ddω = ∫_1 0 ( ∂ω_1 ∂t − d_xω_2)dt. (4)

æÏÒÍÕÌÙ (2), (3) É (4) ŒÍÅÓÔÅ ÄÁÀÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. ôÅÏÒÅÍÁ 2 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÞËÅ, ÉÍÅÅÍ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.

H^k_{dR}(R^n) =

{ 0 ÐÒÉ k ≠ 0,

R ÐÒÉ k = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. (ÌÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ). ìÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ÎÁ

ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÔÏÞÎÁ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Œ R^n, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÛÁÒÏŒÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ.

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ ω = ∑ ω_{i1...ik} dx^{i1} ∧ · · · ∧ dx^{ik} | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ k{ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n. îÁÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÕÀ (k−1){ ÆÏÒÍÕ χ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ dχ = ω.

úÁÄÁÞÁ. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ n{ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ Ó k ŒÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, n{ÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó k ŒÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ.