îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÌÌÅÄÖ

œ.œ.ðÒÁÓÏÌÏŒ

çÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÐÅÒŒÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ

íÏÓËŒÁ 1994

1. óÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

óÌÏŒÏ \ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ" Œ ÐÅÒÅŒÏÄÅ Ó ÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ \ÚÅÍÌÅÍÅÒÉÅ" ÉÌÉ \ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÚÅÍÌÉ". ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÔÏÌËÏŒÁÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÁÎÅÔÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÌÁ- ÎÅÔÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÐÒÑÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ËÒÉŒÁÑ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ ÉÍÅÅÔ Â„ÏÌØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ. ëÒÉŒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÉÌÉ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÅÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ËÏÒÏÔËÁÑ ÄÕÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÐÒÑÍÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. óÌÏŒÁ ÐÒÑÍÁÑ É ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ | ÓÕÝÅÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ, Á ÎÅ ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÙÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. õÓÌÏŒÉÅ \ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ËÏÒÏÔËÁÑ" ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ÓÆÅ- ÒÙ. œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÎÁÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ (ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ), ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ.

œ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÁÑ ÐÌÁÎÅÔÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÌÁÎÅÔÕ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ÓÏÂÏÊ ÛÁÒ. ôÁËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ. œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. îÁÚÏŒÅÍ ÂÏÌØÛÉÍ ËÒÕÇÏÍ ÓÅÞÅÎÉÅ ÛÁ- ÒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ. çÒÁÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÎÁÚÏŒÅÍ ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ. þÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÂÏÌØÛÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÐÏÌÏÖÎÙÅ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ A É B | ÎÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞ- ËÉ ÓÆÅÒÙ. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ËÒÉŒÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑ- ÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ A É B, ÂÕÄÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÁÑ ÄÕÇÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÚÏŒÅÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ËÒÉŒÕÀ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÄÕÇ ÂÏÌØÛÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ëÒÉŒÕÀ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÍÏÖÎÏ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÚŒÅÎÎÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÕÇÁ AB ËÏÒÏÞÅ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÍÁ- ÎÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ A É B. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄŒÕÚŒÅÎÎÙÅ ÌÏÍÁÎÙÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÐÁÒÕ ÚŒÅÎØÅŒ P Q É QR ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÍ P R, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÁ- ËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÌÏÍÁÎÁÑ ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏ ÚŒÅÎÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÚŒÅÎÏ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÏÞÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ.

äÌÉÎÁ ÄÕÇÉ AB ÒÁŒÎÁ ’R, ÇÄÅ R | ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ, ’ | ÕÇÏÌ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔÒÅÚÏË AB ŒÉÄÅÎ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚŒÅÓÔÎÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÄÌÑ ÔÒÅÈÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏŒ: ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÐÌÏÓËÉÈ ÕÇÌÏŒ ÔÒÅÈÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÂÏÌØÛÅ ÅÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÕÇÌÁ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÅ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÆÅÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÌÉÎÕ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ. (œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ.)

äŒÉÖÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÓÆÅÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ. ðÒÉÍÅ- ÒÁÍÉ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÓÆÅÒÙ ÓÌÕÖÁÔ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÃÅÎÔÒ, É ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. Á) ìÀÂÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÃÅÎÔÒ.

Â) ìÀÂÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÒÁ- ÝÅÎÉÅÍ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. Á) ôÏÞËÕ X ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ f, ÅÓÌÉ f(X) = X. äŒÉÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÔÒÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

ðÕÓÔØ f | ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ, A | ÔÏÞËÁ ÓÆÅÒÙ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÎÅ- ÐÏÄŒÉÖÎÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ s ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝ (ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ A ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞËÕ f(A). åÓÌÉ X | ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ f, ÔÏ (ÅŒËÌÉÄÏŒÏ) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ X ÄÏ ÔÏÞËÉ A ÒÁŒÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÔÏÞËÉ X = f(X) ÄÏ ÔÏÞËÉ f(A). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ X ÌÅÖÉÔ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ s ∘ f ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ X É A.

üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄŒÉÖÅÎÉÅ s_1 ∘ : : : ∘ s_k ∘ f, ÇÄÅ k ≤ 3, ÉÍÅÀÝÅÅ ÔÒÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÆÅÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, s_1 ∘ : : : ∘ s_k ∘ f = id (ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ) É f = s^{−1}_k ∘ : : : ∘ s^{−1}_1 = s_k ∘ : : : ∘ s_1.

Â) óÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÓÆÅ- ÒÙ, ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÓÆÅÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÞÅÔÎÏÇÏ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. á ÔÁË ËÁË ÌÀÂÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ

ÓÆÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ s_1, s_1 ∘ s_2 ÉÌÉ s_1 ∘ s_2 ∘ s_3, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ s_1 ∘ s_2.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÅÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ l ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ ’, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ 2’ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ l. 2.

óÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ A ÍÏÖÎÏ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ B, ÐÅÒÅŒÅÄÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A, Œ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ B. éÚ ÜÔÏÇÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒËÁÈ ÔÅÏÒÅÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÙŒÁÔØ, Ï ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÔÏÞËÅ ÉÌÉ ÐÒÑÍÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ. á ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÐÏÐÙÔÁÌÉÓØ ÓÔÒÏÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÄÌÑ ÐÌÁÎÅÔÙ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÓÅÂÑ, ÎÏ É ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ É ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙ, Ô.Å. ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÉ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÆÅÒÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÙ.

âÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌÅÎ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÁ ÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁÒÔÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÏÊ ÔÏÞÅË ÓÆÅÒÙ ÒÁŒÎÑÌÏÓØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. ïÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÂÌÁÓ- ÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÚÏŒÅÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏ- ÞÅË ÓÆÅÒÙ, ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÙ (ÃÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ) ÎÁ ÄÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ r (ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). åÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË OX ŒÉÄÅÎ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ ¸, ÔÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ X, ÉÍÅÅÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÄÉÕÓ R¸, Á ÅŒËÌÉ- ÄÏŒ ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ R sin ¸. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r = R¸ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ

2ıR sin ¸ = 2ıR sin(r=R) < 2ıR(r=R) = 2ır:

ìÀÂÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ r. äÌÉÎÁ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ

ÄÌÉÎÙ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ r. îÏ ÐÒÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÄÏÌÖÎÁ ÐÅÒÅÊÔÉ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÉÎÁ ÅÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÒÅÖÎÅÊ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄÌÉÎÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÌÉÎÕ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r.

äÌÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁ- ÒÁ ËÏÎÃÏŒ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÓÆÅÒÙ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÇÏ S, Á ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÄÉÁÍÅ- ÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË A É B ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÁÑ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ, ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ AB. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÐÏÌÀÓÁ, Á ÐÁÒÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØ- ÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÐÏÌÑÒÁ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÂÏÌØÛÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S_1 É S_2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ A_1 É A_2, ÔÁ ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞÅË A_1 É A_2 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÀÓÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ S_1 É S_2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÉ Œ ÐÒÑÍÙÅ, Á ÐÒÑÍÙÅ Œ ÔÏÞËÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ \ÐÒÑÍÙÅ l É m ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ A" ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ \ÔÏÞËÉ l^⊥ É m^⊥ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ A^⊥".

óÆÅÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÅÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A^′B^′C^′ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: A^′ | ÔÏÔ ÉÚ ÐÏÌÀÓÏŒ ÓÆÅÒÉÞÅ- ÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ BC, ËÏÔÏÒÙÊ ÌÅÖÉÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ A ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ; ÔÏÞËÉ B^′ É C^′ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:

1) ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A^′B^′C^′ ÐÏÌÑÒÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ABC, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉË ABC ÐÏÌÑÒÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ A^′B^′C^′;

2) ÅÓÌÉ ¸; ˛ É ‚ | ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, aR, bR É cR | ÄÌÉÎÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ (R | ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ), ÔÏ ı −a, ı −b É ı −c | ÕÇÌÙ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A^′B^′C^′, (ı −¸)R, (ı −˛)R É (ı −‚)R | ÄÌÉÎÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÎÔÒ O ÓÆÅÒÙ. ôÁË ËÁË OA^′ ⊥ OC É OB^′ ⊥ OC, ÔÏ OC ⊥ OA^′B^′.

óŒÏÊÓÔŒÏ 2) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÄŒÕÇÒÁÎÎÏÍÕ ÕÇÌÕ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ ¸ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÕÇÏÌ ı − ¸.

œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÕÇÌÏŒ ÄŒÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÔÏÒÏÎ ÉÈ ÐÏÌÑÒ- ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÚÎÁÑ ÅÇÏ ÕÇÌÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.4. ðÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC Ó ÕÇÌÁÍÉ ¸,˛ É ‚ ÒÁŒÎÁ (¸ + ˛ + ‚ − ı)R^2;

ÇÄÅ R | ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉË, Ô.Å. ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÆÉÇÕÒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ÓÆÅÒÕ ÄŒÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÑÍÙÅ. ðÕÓÔØ S(¸) | ÐÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÕÇÌÏÍ ¸. ñÓÎÏ, ÞÔÏ S(¸) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ¸ É S(ı) = 2ıR^2 (ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ). ðÏÜÔÏÍÕ S(¸) = 2¸R^2.

ðÁÒÙ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ AB; BC É CA ÏÂÒÁÚÕÀÔ 12 ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ 6 ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÈ ÌÉÂÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC, ÌÉÂÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÅÍÕ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A_1B_1C_1. ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A_1B_1C_1 ÐÏËÒÙÔÁ ÒÏŒÎÏ ÔÒÅÍÑ ÔÁËÉÍÉ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, Á ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÆÅÒÙ ÐÏËÒÙÔÁ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÉÍ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏÍ (ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ AB, BC É CA ÍÙ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ). ðÏÜÔÏÍÕ

4(¸ + ˛ + ‚)R^2 = 4ıR^2 + 2S_{ABC} + 2S_{A1B1C1}

á ÔÁË ËÁË S_{ABC} = S_{A1B1C1} , ÔÏ

S_{ABC} = (¸ + ˛ + ‚ − ı)R^2: 2 óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. óÕÍÍÁ ÕÇÌÏŒ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ ı.

úÁÄÁÞÉ

òÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ R ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ. a; b; c | ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ¸; ˛; ‚ | ÕÇÌÙ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a + b > c. 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a + b + c < 2ıR.

3. îÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r.

4. îÁÊÔÉ ÕÇÌÙ ÁŒÔÏÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ô.Å. ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÇÏ Ó ÐÏÌÑÒÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. 6. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ ÏÔÒÅÚËÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÑ- ÍÙÈ?

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÐÉÓÁÎÎÁÑ É ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Á) ÍÅÄÉÁÎÙ, Â) ŒÙÓÏÔÙ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÒÁŒÎÁ

4ıR^2 sin^2 ( r 2R ) : œ ÚÁÄÁÞÁÈ 10{14 ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ R = 1.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: Á) sin¸ sin a = sin˛ sin b = sin ‚ sin c

(ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÉÎÕÓÏŒ);

Â) cos a = cos b cos c + sin b sin c cos ¸ (ÐÅÒŒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏŒ); Œ) cos ¸ = − cos ˛ cos ‚ + sin ˛ sin ‚ cos a (ŒÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏŒ). 11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ sin ¸ 2 = √ sin(p − b) sin(p − c) sin b sin c

; cos ¸ 2 = √ sin p sin(p − a) sin b sin c ; ÇÄÅ p = (a + b + c)=2.

12. ðÕÓÔØ S = ¸ + ˛ + ‚ − ı. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) 2 sin S 2 = √ sin p sin(p − a) sin(p − b) sin(p − c) cos a 2 cos b 2 cos c 2 ;

Â) tg^2 S 4 = tg p 2 tg p − a 2 tg p − b 2 tg p − c 2 . 13. ðÕÓÔØ r | ÒÁÄÉÕÓ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

tg r = √ sin(p − a) sin(p − b) sin(p − c) sin p : 14. ðÕÓÔØ —R | ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ctg —R = √ sin(¸ − s) sin(˛ − s) sin(‚ − s) sin s ; ÇÄÅ s = (¸ + ˛ + ‚ − ı)=2.

15. Á) œÏÚØÍÅÍ ÏÔÒÅÚÏË ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÄÌÉÎÙ ¸R É ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÐÏÌÑÒÙ ŒÓÅÈ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÄÁÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÔÏÞËÉ ÚÁÍÅÔÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÝÁÄÉ 4¸R^2.

Â) äÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ıR. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.

2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

çÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌØ ÐÒÏÓÔÏÊ É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ËÁË ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. äÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÄÅÌÅÊ. õ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÓŒÏÉ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÁ, ÎÏ É Õ ËÁÖÄÏÊ ÅÓÔØ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÉ, Ô.Å. ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÃÅÌÅÊ ÂÙŒÁÀÔ ÕÄÏÂ- ÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ. œÓÅ ÍÏÄÅÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ðÒÉ ÐÒÏÅÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÒÑÍÏÊ l_1 ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ l_2 ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ O ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ. îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË A_1; B_1; C_1 É D_1 ÐÒÑÍÏÊ l_1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ C^1A^1 C_1B_1

: D^1A^1

D_1B_1

, ÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÑÈ ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, Ô.Å. C_1A_1 C_1B_1 : D_1A_1 D_1B_1 = C_2A_2 C_2B_2 : D_2A_2 D_2B_2

(ÓÍ. ÒÉÓ. 2.1):

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

C_1A_1 C_1B_1 = S_{OC1A1} S_{OC1B1} = OC_1 · OA_1 sin A_1OC_1 OC_1 · OB_1 sin B_1OC_1 = OA_1 OB_1 · sin A_1OC_1 sin B_1OC_1 : ðÏÜÔÏÍÕ

C_1A_1 C_1B_1 : D_1A_1 D_1B_1 = (OA_1 OB_1 · sin A_1OC_1 sin B_1OC_1 ) : (OA_1 OB_1 · sin A_1OD_1 sin B_1OD_1 ) : ðÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ ÕÇÌÙ, ÐÒÉÞÅÍ sin A_1OC_1 = sin A_2OC_2 É Ô.Ä.

œÅÌÉÞÉÎÕ CA CB : DA DB ÕÄÏÂÎÏ ÂÒÁÔØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l ŒŒÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ŒÍÅÓÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, CA ÂÒÁÔØ c−a, ÇÄÅ c É a | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË C É A. œÅÌÉÞÉÎÕ c − a c − b : d − a d − b

ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄŒÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÙÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ CA CB : DA DB ÂÅÒÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ [A; B; C; D].

äŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÔÏÞÅË. ðÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÔÏÞÅË ÏÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ [A; B; C; D] = [B; A; C; D]^{−1} = [A; B; D; C]^{−1}. ìÅÇËÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ [A; B; C; D] = 1 − [A; C; B; D] (ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÕ (c − a)(d − b) = (c − b)(d − a) + (b − a)(d − c)).

îÁÚÏŒÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØ- ËÉÈ ÐÒÏÅÃÉÒÏŒÁÎÉÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ x → ax + b cx + d

, ÇÄÅ ad ≠ bc, ÎÁÚÏŒÅÍ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ

ax + b cx + d − ay + b cy + d = (ad − bc)(x − y) (cx + d)(cy + d)

ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ¸_1, ˛_1 É ‚_1 | ÏÂÒÁÚÙ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ¸, ˛ É ‚. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ x É ÅÅ ÏÂÒÁÚ x_1 ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

‚ −¸ ‚ −˛ : x −¸ x −˛ = ‚_1 − ¸_1 ‚_1 − ˛_1 : x_1 − ¸_1 x_1 − ˛_1 : üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÒÁÚÉÔØ x_1 ÞÅÒÅÚ x ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ŒÉÄÁ x_1 = ax + b cx + d . 2 äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ x → ax + b cx + d

ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ÔÏÞ- ËÉ x = −d=c. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÜÔÏÊ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔÉ, ÄÏÂÁŒÉÍ Ë ÐÒÑÍÏÊ l ÔÏÞËÕ ∞. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

ax + b cx + d

= ∞ ÐÒÉ x = −d c É ax + b cx + d = a c ÐÒÉ x = ∞

ôÏÞËÕ ∞ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÐÒÑÍÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ O ŒÎÅ ÐÒÑÍÏÊ l É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ A ∈ l ÐÒÑÍÕÀ OA.

ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÅ ∞ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l. îÁÚÏŒÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ O. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÑ- ÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

îÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒŒÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÙ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O | ÎÁÞÁÌÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ (–x; –y), ÇÄÅ – | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, x É y | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (x; y), ÐÒÉÞÅÍ ÐÁÒÙ (x; y) É (–x; –y) ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. üÔÕ ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÏŒÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

(x; y) → (ax + by; cx + dy):

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÄÁÄÉÍ ÄŒÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ:

1) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ;

2) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÏÅË ÞÉÓÅÌ (x; y; z), ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ x, y É z ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ; ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ a, b É c ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ax + by + cz = 0, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ŒÉÄÁ

(x; y; z) → (a_{11}x + a_{12}y + a_{13}z; a_{21}x + a_{22}y + a_{23}z; a_{31}x + a_{32}y + a_{33}z:)

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Ô.Å. ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÅÂÑ. îÁ ÑÚÙËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ | | | | a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33} | | | | ≠ 0:

ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊ- ÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞÅË ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. äŒÅ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÍÏÖ- ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ðÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÏÂÙÞÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ z = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÞËÅ (x; y; z), ÇÄÅ z ≠ 0, ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÏÞËÕ Ó ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ (x z ; y z ) . ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÍÏÄÅÌÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ. ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ \ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ" ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É b ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (x; y). (íÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÎÅ ÏÂÙÞÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ.) ðÏÌÏÖÉÍ

ȷ(a; b) = | ln[a; b; x; y]| = | ln ( x − a x − b : y − a y − b ) |: ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, Ô.Å. x − a x − b : y − a y − b

> 0:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, x − a < 0, x − b < 0, y − a > 0, y − b > 0. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ȷ(a; a) = 0 É ȷ(a; b) → ∞ ÐÒÉ b → x É ÐÒÉ b → y. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ȷ(a; b) = ȷ(b; a), ÔÁË ËÁË

x − a x − b : y − a y − b = ( x − b x − a : y − b y − a )_{−1}

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ln[a; b; x; y] = − ln[a; b; y; x], ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÔÏÞËÉ x É y, Ô.Å. ÚÁÄÁŒÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (x; y).

éÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ( x − a x − b · y − b y − a ) ( x − b x − c · y − c y − b ) ( x − c x − a · y − a y − c ) = 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ±ȷ(a; b) ± ȷ(b; c) ± ȷ(c; a) = 0. âÏÌÅÅ ÔÝÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ Ó ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ a É b, ÔÏ ȷ(a; c) + ȷ(c; b) = ȷ(a; b).

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ȷ(a; b) ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (x; y).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ôÏÞËÁÍÉ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÕÇÁ.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É b ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ȷ(a; b)^1 ÄÌÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (x; y), ÇÄÅ x É y | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ab Ó ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ. åÓÌÉ ÔÏÞËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 2.2, ÔÏ ln[a; b; x; y] > 0, Ô.Å. ȷ(a; b) = ln[a; b; x; y].

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÐÒÑÍÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÈÏÒÄÙ ËÒÕÇÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ȷ(a; c)+ȷ(c; b) ≥ ȷ(a; b), ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ c ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (a; b), ÔÏ ȷ(a; c)+ȷ(c; b) > ȷ(a; b). ðÕÓÔØ ÌÕÞÉ ab É ba ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÔÏÞËÁÈ x É y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÕÞÉ ac É ca | Œ ÔÏÞËÁÈ x_1 É y_1, ÌÕÞÉ cb É bc | Œ ÔÏÞËÁÈ x_2 É y_2 (ÒÉÓ. 2.3). ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ x^′ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÈÏÒÄ x_1x_2 É xy ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ xb, Á ÔÏÞËÁ y^′ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÈÏÒÄ y_1y_2 É xy ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ay. ðÕÓÔØ p | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ x_1x_2 É y_1y_2, c^′ | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ pc É xy. ôÏÞËÁ c^′ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ab.

äŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÄÒÕ- ÇÕÀ. ðÏÜÔÏÍÕ [a; c; x_1; y_1] = [a; c^′; x^′; y^′]

[c; b; x_2; y_2] = [c^′; b; x^′; y^′]

(ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ p ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ xy).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ [a; c^′; x^′; y^′] > [a; c^′; x; y] É [c^′; b; x^′; y^′] > [c^′; b; x; y]. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ a; b; x; y ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 2.2, ÔÏ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ xy ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÕÍÅÎØ- ÛÅÎÉÀ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ [a; b; x; y]. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÌÕÞÁ yx. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ xy Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÔÏÞËÉ x ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ". œÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÃ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÓÔÁŒÉÍ ÐÏËÁ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. äŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË x − a x − b − x + " − a x + " − b = "(b − a) (x − b)(x + " − b) > 0 äÌÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÃÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

[a; c; x_1; y_1] > [a; c^′; x; y];

[c; b; x_2; y_2] > [c^′; b; x; y]:

1üÔÏ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ŒÅÒÎÏ. ëÁË ÂÕÄÅÔ ÏÂSSÑÓÎÅÎÏ Œ ÇÌÁŒÅ 3, Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÏÂÙÞÎÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ ρ(a, b) = 1 2^j ln[a, b, x, y]j ÉÌÉ ρ(a, b) = c 2^j ln[a, b, x, y]j, ÇÄÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ c ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÒÁÄÉÕÓÁ. òÁÄÉÕÓ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁŒÎÙÍ 1.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

[a; c; x_1; y_1][c; b; x_2; y_2] > [a; c^′; x; y][c^′; b; x; y] = [a; b; x; y];

Ô.Å. ȷ(a; c) + ȷ(c; b) > ȷ(a; b). 2

çÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ËÁË É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÌÀ- ÂÕÀ ÔÏÞËÕ A ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÔÏÞËÕ B É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅ- ŒÅÓÔÉ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A, Œ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ B. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÄÁÎÎÙÊ ËÒÕÇ Œ ÓÅÂÑ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞ- ËÕ A Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ B. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁËÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ. á ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÍÏÖÎÏ ÔÏÞËÕ A ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÃÅÎÔÒ O ËÒÕÇÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÔÏÞËÕ O ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÔÏÞËÕ B. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑ- ÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÍÏÖÎÏ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁ- ÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÄÁÎÎÙÊ ËÒÕÇ Œ ÓÅÂÑ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÏÊ ËÒÕÇÏŒÏÊ ËÏÎÕÓ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ S. óÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÕÓÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÅÇÏ ÏÓÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØÀ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ P Q É ÃÅÎÔÒÏÍ O. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÕ- ÓÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ SP Q (ËÏÎÕÓ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ). åÓÌÉ ÔÏÞËÁ Q^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌÕ QR (ÒÉÓ. 2.4), ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÍ.

îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝^′, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÜÔÏÔ ÜÌÌÉÐÓ, É ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ P Q, ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÜÌÌÉÐÓ ÓÏŒÐÁÄÕÔ ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÔÏÞÅË Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙ- ÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÃÅÎÔÒ ÜÌÌÉÐÓÁ É ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÓÉ Ox ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÑÍÙÅ P^′Q^′ É P Q. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ O, ÌÅÖÁÝÁÑ ŒÎÕÔÒÉ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÏÊ O_1 ËÒÕÇÁ, ÞÔÏ P^′O : OQ^′ = P O_1 : O_1Q.

ðÒÉ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ Q^′ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ QR ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ P^′O : OQ^′ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 1 ÄÏ ∞. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ O_1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÌÅÖÁÝÅÊ ŒÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ OQ.

éÓËÏÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : ˝ → ˝_1 É g : ˝ → ˝_1 ÇÄÅ f | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ S, Á g | ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÅ ÔÏÞÅË Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. 2

úÁÄÁÞÉ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÏÅÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÐÒÑÍÙÈ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ x → ax + b cx + d

ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a + d = 0.

4. a) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÆÅÒÙ ÉÚ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÊ ŒÉÄ: ÔÏÞËÅ (a; b; c) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÑÍÁÑ ax + by + cz = 0.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ x^2 + y^2 = az^2 ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÜÌÌÉÐÓÏÍ, ÌÉÂÏ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ, ÌÉÂÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ.

6. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀ- ÝÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÅÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ŒÏ ŒÎÅÛÎÉÅ?

7. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙ- ÒÅÈ ÔÏÞÅË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË?

8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ c ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ a É b, ÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ±ȷ(a; b) ± ȷ(b; c) ± ȷ(a; c) = 0 ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ ȷ(a; c) + ȷ(c; b) = ȷ(a; b).

9. ëÁË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÑ Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ:

Á) ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ;

Â) ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ (Ô.Å. ÏÐÕÓÔÉÔØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ);

Œ) ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÕ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÄÁÎÎÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ? 10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÔÒÅÈ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ. (ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÑ Ó ÓÏÂÏÊ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.)

3. íÏÄÅÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ

ïÔ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÖÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. îÏŒÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÆÅÒÕ, ÜËŒÁÔÏÒÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÄÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ A | ÔÏÞËÁ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ, A_1 | ÔÏÞËÁ ÀÖÎÏÊ ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ, ÐÒÏÅÃÉÒÕ- ÀÝÁÑÓÑ Œ ÔÏÞËÕ A, A^′ | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜËŒÁÔÏÒÉÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

Ó ÐÒÑÍÏÊ A_1N, ÇÄÅ N | ÓÅŒÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ (ÒÉÓ. 3.1). óÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ A ÔÏÞËÕ A^′, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÜËŒÁÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ËÒÕ- ÇÁ. þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÂÙÌÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A^′ É B^′ Œ ÎÏŒÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B Œ ÓÔÁÒÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÄÅÌØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÏÄÅÌØÀ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ.

œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ. èÏÒÄÅ AB ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ ÀÖÎÏÊ ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÜËŒÁÔÏÒÕ. üÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎ- ÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÜËŒÁÔÏÒÉÁÌØÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÒÉÓ. 3.2). ðÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÚ ÐÏÌÀÓÁ ÎÁ ÜËŒÁÔÏÒÉÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÜÔÁ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÄÕÇÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÜËŒÁÔÏÒÉÁÌØÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. (üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÏ- ÂÒÁÎÙ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ ÐÒÑ- ÍÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ.

äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÄÁÎÎÙÊ ËÒÕÇ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ËÒÕ- ÇÏÍ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. (åÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ |z| ≤ 1, z ∈ C .)

äÌÑ ÔÏÞÅË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁË É ÄÌÑ ÔÏÞÅË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

[z_1; z_2; z_3; z_4] = z_3 − z_1 z_3 − z_2 : z_4 − z_1 z_4 − z_2 : œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ Z É W ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÈÏÒÄÅ AB, Á Z^′ É W^′ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÔÏ

|[A; B; Z; W ]| = |[A; B; Z^′; W^′]|^2:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÉÎŒÅÒÓÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

AZ : ZB =

AC^2 AB : BC^2 AB = AC^2 : BC^2

(ÓÍ. ÒÉÓ. 3.2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, | ln[A; B; Z; W ]| = 2| ln |[A; B; Z^′; W^′]||.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ȷ(Z; W ) = | ln[A; B; Z; W ]|. ðÏÜÔÏÍÕ

ȷ(Z^′; W^′) = 2| ln |[A; B; Z^′; W^′]||:

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÊ (ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏŒ R ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ) ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÊ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÐÏÌÏÖÉŒ ȷ(Z; W ) = c 2 | ln[A; B; Z; W ]|. òÏÌØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ c Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏ- ÇÏ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÒÏÌÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

åÝÅ ÏÄÎÕ ÍÏÄÅÌØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÏÔÏÂÒÁ- ÚÉŒ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ H = {x + iy ∈ C | y > 0} Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z → w = i

1 + z 1 − z : œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ℑw = ℜ (1 + z 1 − z ) = 1 2 (1 + z 1 − z + 1 + —z 1 − —z ) = 1 − |z|^2 |1 − z|^2

ðÏÜÔÏÍÕ ℑw > 0 ⇐⇒ |z| < 1.

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÄÅÌØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

çÅÏÍÅÔÒÉÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÙÅ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏ- ÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÉÈ ÏÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÑÍÙÈ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÕÇÌÙ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ H ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒ- ÔÉËÁÌØÎÙÅ ÌÕÞÉ É ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÃÅÎÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ.

äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ AB ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ Œ ÔÏÞËÁÈ X É Y (ÒÉÓ. 3.3). ôÏÇÄÁ

ȷ(A; B) = c| ln[A; B; X; Y ]|:

(äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÌÉ ŒÔÏÒÏÊ ÚÎÁË ÍÏÄÕÌÑ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ- ÓÌÏÖÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÅÇÏ ÎÅÎÕÖÎÏÓÔÉ.) œ ÔÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÌÕÞÏÍ, ÐÏÌÏ- ÖÉÍ Y = ∞, Ô.Å. y − a y − b

= 1. äÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÌÕÞÁ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÓÏ- ÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ: ȷ(ia; ib) = c| ln(a=b)|.

œÙÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ìÀÂÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ H, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ a; b; c; d ∈

R. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ z →^{az + b}_{cz + d}, ÇÄÅ ad − bc > 0, É z → a—z + b c—z + d

, ÇÄÅ ad−bc < 0, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ℑ az + b cz + d = ℑ (c—z + d)(az + b) |cz + d|^2 = ℑ bc—z + adz |cz + d|^2

= (ad − bc) ℑz |cz + d|^2 ℑa —z + b c—z + d

= (bc − ad) ℑz |cz + d|^2

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. ìÀÂÏÅ (ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ) ÄŒÉÖÅÎÉÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ H ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z → az + b cz + d

ÉÌÉ z → a(−—z) + b c(−—z) + d ; ÇÄÅ a; b; c; d ∈ R É ad − bc > 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ C ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ȷ(A; C) + ȷ(C; B) = ȷ(A; B). éÚ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÐÅ- ÒÅŒÏÄÉÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ’ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÕÞ L ÍÎÉ- ÍÏÊ ÏÓÉ Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ’(L), ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ Ë ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ Œ ÔÏÞËÁÈ x É y. ôÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ z → ±z − x z − y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ g^{−1}, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅ- ŒÏÄÉÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ’(L) Œ L (ÅÓÌÉ y = ∞, ÔÏ g(z) = z − x.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ g^{−1}’ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ L Œ ÓÅÂÑ. ðÒÉÍÅÎÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ z → kz(k > 0), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ g^{−1}’ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÕ i ÎÁ ÍÅÓÔÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ ia(a ∈ R) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ ib, ÞÔÏ ȷ(i; ia) = ȷ(i; ib), Ô.Å. | ln a| = | ln b|. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ g^{−1}’ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÌÕÞÉ (i; ∞) É (i; 0), ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ z → −z^{−1}. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ g^{−1}’ ŒÁÒÉÁÎÔ b = a^{−1} ÏÔÐÁÄÁ- ÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L.

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z; w ∈ H ÍÏÖÎÏ ÉcÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ch ( d c ) = 1 +

|z − w|^2 2ℑ(z)ℑ(w) ; ÇÄÅ ch t = 1 2 (e^t + e^{−t}) | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ËÏÓÉÎÕÓ. üÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ŒÙÞÉÓÌÉŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑ- ÍÁÑ zw ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÅ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. îÏ ÔÁËÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÔÒÅÂÕÅÔ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÊ. ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÝÅ. ïÂÅ ÅÅ ÞÁÓÔÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Ó ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ (ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ z → z + a; a ∈ R, É z → −1=z). ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÐÒÑÍÕÀ zw ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅ- ÓÔÉ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÕÞ L ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ, Á ÄÌÑ ÔÏÞÅË ix; iy ∈ L ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, Á ÉÍÅÎÎÏ, x y + y x . äÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ t ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ g^{−1}’ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÕ it ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ H ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

ȷ(it; z) = ȷ(it; g^{−1}’(z)):

ðÕÓÔØ z = x + iy; g^{−1}’(z) = u + iv. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|it − z|^2 tℑ(z) = |it − g^{−1}’(z)|^2 tℑ(g^{−1}’(z)) ; Ô.Å. [x^2 + (t − y)^2]v = [u^2 + (t − v)^2]y. üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ t, ÐÏÜÔÏÍÕ y = v É x^2 = u^2, Ô.Å. g^{−1}’(z) = z ÉÌÉ −—z. á ÔÁË ËÁË ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÈ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ’(z) = g(z) ÉÌÉ ’(z) = g(−—z). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ad−bc = 1. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ad − bc = t > 0. ðÏÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÁ a, b, c É d ÎÁ √ t. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÎÏ ÄÌÑ ÎÏŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a, b, c É d ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ.

óÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÅÄÉÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÅÞØ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÎÅ Ï ÓÆÅÒÉÞÅ- ÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Á Ï ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË.

äÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

C P^2 . ïÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓ- ÔÉ RP^2, ÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÔÒÏÅË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÒÕÔÓÑ ÔÒÏÊËÉ ËÏÍÐÌÅËÓ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÔÒÏÊËÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

œÁÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÌÑ ÎÁÓ ÉÍÅÔØ ÔÁËÖÅ ËÒÉŒÁÑ x^2 + y^2 + z^2 = 0

Œ C P^2 ._{òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÉ P1 = (x1; y1; z1) É P2 = (x2; y2; z2), ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ}

ÓÆÅÒÅ x^2 + y^2 + z^2 = R^2. üÔÉ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ C P^2 . ðÒÑÍÁÑ P_1P_2 Œ C P^2 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ x^2 + y^2 + z^2 = 0 Œ ÔÏÞËÁÈ J_1 É J_2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ e^{±2iφ} = [P_1; P_2; J_1; J_2];

ÇÄÅ ’ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ OP_1 É OP_2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÑÍÁÑ P_1P_2

Œ C P^2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ

(x_1 + –x_2; y_1 + –y_2; z_1 + –z_2)

ÇÄÅ – ∈ C ∪ ∞ (ÔÏÞËÅ P_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ – = 0, Á ÔÏÞËÅ P_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ – = ∞). úÎÁÞÅÎÉÑ –, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÁÍ J_1, É J_2, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (x_1 + –x_2)^2 + (y_1 + –y_2)^2 + (z_1 + –z_2)^2 = 0;

Ô.Å. 1 + (2 cos ’)– + –^2 = 0 (ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ x^2_1 + y^2_1 + z^2_1 = R^2; x^2 + y^2 + z^2 = R^2 É x_1x_2 + y_1y_2 + z_1z_2 = R^2 cos ’). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

–_1 –_2 = cos ’ ± √ cos^2 ’ − 1 cos ’ ∓ √ cos^2 ’ − 1 = cos ’ ± i sin ’ cos ’ ∓ i sin ’

= e^{±2iφ}:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

[P_1; P_2; J_1; J_2] =

–_1 − 0 –_2 − 0 : –_1 − ∞ –_2 − ∞ = –_1 –_2 : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, [P_1; P_2; J_1; J_2] = e^{±2iφ}:

ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ R ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d = R’ = ± R 2i ln[P_1; P_2; J_1; J_2]; (1)

ÇÄÅ ln | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÅ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÈ ÐÏÑÓÎÅÎÉÊ, ÔÁË ËÁË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ e^{2πi} = 1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ. îÏ ÍÙ ÎÉËÁËÉÈ ÐÏÑÓÎÅÎÉÊ ÄÁŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Œ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÍ ÄÌÑ ÎÁÓ ÓÌÕÞÁÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÇÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (1). íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÔÏÞËÉ P_1; P_2 ∈ R^3 ËÁË ÔÏÞËÉ C^3 , ÚÁÔÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ÉÍ ÐÒÑÍÙÅ OP_1 É OP_2, Á ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ C P^2 . ôÏÞËÉ P_1 É P_2 ÌÅÖÁÔ Œ

R^3 É C^3 ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ x^2 + y^2 + z^2 = R^2. œ C^3 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ

ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÆÅÒÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÎÏ É ÓÆÅÒÕ ÍÎÉÍÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ x^2 + y^2 + z^2 = −c^2; c ∈ R. ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÒÁÄÉÕÓ R ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ ic.

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, ÄÌÑ ÓÆÅÒÙ ÍÎÉÍÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÕÄÏÂÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. ðÏÌÏÖÉÍ z_1 = iz. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ x^2 + y^2 − z^2_1 = −c^2. ðÒÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ x; y É z_1 ÜÔÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ (ÒÉÓ. 3.4). ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ x^2 + y^2 + z^2 = 0 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ x^2 + y^2 − z^2_1 = 0, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ x; y É z_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ. ðÕÓÔØ P_1 É P_2 | ÔÏÞËÉ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÏÓÔÉ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ x^2 + y^2 − z^2_1 = −c^2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ËÁË ÔÏÞËÉ C P^2 . ðÒÑÍÁÑ P_1P_2 Œ C P^2 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ x^2 + y^2 − z^2_1 = 0 Œ ÔÏÞËÁÈ J_1 É J_2. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ P_1 É P_2 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

d = ± ic 2i ln[P_1; P_2; J_1; J_2] = ± c 2 ln[P_1; P_2; J_1; J_2]:

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ! œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ D^2 ËÏÎÕÓÁ x^2 + y^2 − z^2_1 ≤ 0 ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ ËÏÎÕÓÁ. ìÕÞÉ OP_i É OJ_i ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ D^2 Œ ÔÏÞËÁÈ P^′_i É J^′_i , ÐÒÉÞÅÍ [P_1; P_2; J_1; J_2] = [P^′_1; P^′_2; J^′_1; J^′_2]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÓÐÒÏÅÃÉÒÏŒÁŒ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÏÓÔØ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÎÁ D^2 ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ

cos^2 ( d R ) = (u; v)^2 (u; u)(v; v) ; ÇÄÅ u = −−→ OP_1; v = −−→ OP_2, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ

cos^2 ( id c ) = [u; v]^2 [u; u][v; v] ;

ÇÄÅ [u; v] = u_1v_1 + u_2v_2 + (iu_3)(iv_3) = u_1v_1 + u_2v_2 − u_3v_3. ôÁË ËÁË cos t = e^{it} + e^{−it} 2 , ÔÏ cos(it) = e^{−t} + e^t 2 = ch t. ðÏÜÔÏÍÕ cos ( id c ) = ch ( d c ) . æÏÒ- ÍÕÌÁ

ch^2 ( d c ) = [u; v]^2 [u; u][v; v] ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÒÎÁ; ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑÍÉ.

úÁÄÁÞÉ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ, ÔÏÖÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏ.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ŒÉÄÁ z → 1 z É z → az + b.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÑÍÁÑ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÕÇÌÙ. 5. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ z_1; z_2; z_3 ∈ C ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ z_1 − z_2 z_1 − z_3 ∈ R Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ z_1; z_2; z_3; z_4 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ [z_1; z_2; z_3; z_4] ∈ R

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ℑz_1 > 0 É ℑz_2 > 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ z → az + b cz + d

; ÇÄÅ

( a b c d ) ∈ SL(2; R), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ z_1 Œ z_2. (SL(2; R) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ 2 × 2 Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1.) 7. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÉÎŒÅÒÓÉÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ.

Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÅ z Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ 2z |z|^2 + 1

Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ. 9. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ch ( d c ) = 1 +

|z − w|^2 2ℑ(z)ℑ(w)

ÐÒÑÍÙÍÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ (Ó ÄÒÕÇÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ).

11. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

12. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ (x; y) ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÏ ÌÕÞÁ Oy.

13. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÊ x = 1 ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÀ Ë ÏÓÉ Ox ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ Oy ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ ŒÄÏÌØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (x−1)^2+y^2 = 1 ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ Ë ÔÏÞËÅ (0,0) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ Oy ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ y = kx, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Oy.

15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÄŒÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

16. ðÕÓÔØ A_i = (x_1 + –_ix_2; y_1 + –_iy_2; z_1 + –_iz_2) ∈ C P^2 . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

[A_1; A_2; A_3; A_4] = –^3

− –_1 –_3 − –_2

: –^4

− –_1 –_4 − –_2 : 17. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÆÏÒÍÕÌÕ ch ( d c ) = [u; v]^2 [u; u][v; v] ; ÇÄÅ d = ± c 2 ln[P_1; P_2; J_1; J_2]; u = −−→ OP_1; v = −−→ OP_2.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÕÇÌÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ 180^∘, ÔÏ ÏÎ ŒÙÐÕËÌÙÊ.

19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ (ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ (ÅŒËÌÉÄÏŒÕ) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÜÌÌÉÐÓ.

4. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÕÇÌÁ ÒÁŒ- ÎÁ 2ı=n, ÅÓÌÉ n ÕÇÌÏŒ Ó ÏÂÝÅÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÕÇÌÕ, ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÂÅÚ ÎÁÌÏÖÅÎÉÊ. ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ 2ım=n, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÌÀÂÏÇÏ ÕÇÌÁ.

äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ É ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ŒÏ- ËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ ËÒÕÇÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÃÅÎÔÒÅ ËÒÕÇÁ Œ ÏÂÅÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÇÌÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ŒÅÌÉÞÉÎÁ- ÍÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÕÇÌÏŒ. ãÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÔÏÞËÕ. äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÓÏ- ÈÒÁÎÑÀÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÕÇÌÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÕÇÌÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÇÌÁ. (õÇÏÌ ÍÅÖ- ÄÕ ÄŒÕÍÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÕÇÏÌ ÍÅÖ- ÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Œ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.) äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÕÇÌÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅÅ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÕÇÌÁ.

îÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÌÉÛØ ÏÄ- ÎÕ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÃÅÌÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ l. ôÁËÉÅ ÐÒÑÍÙÅ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÐÁÒÕ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÕÇÌÏŒ (ÎÁ ÒÉÓ. 4.1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÜÔÉ ÕÇÌÙ Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ É ÍÏÄÅÌÑÈ ðÕ- ÁÎËÁÒÅ). óÒÅÄÉ ÏÂÒÁÚÏŒÁŒÛÉÈÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÇÌÏŒ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ A ŒÙÄÅÌÉÍ ÔÏÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÕÀ l. óÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁÚÏŒÅÍ ÌÕÞÁ- ÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÏÊ l. ðÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÜÔÉ ÌÕÞÉ, ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÏÊ l. œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÉÍÅÎÎÏ Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÌÕÞÁÈ, Á ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÏ- ÔÏÍÕ ÞÔÏ ÄŒÁ ÌÕÞÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÁ A ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ, ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÅÊ ÐÒÑÍÏÊ: ÏÄÉÎ ÌÕÞ ÐÒÉÂÌÉ- ÖÁÅÔÓÑ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ.

õÇÌÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ A É ÐÒÑÍÏÊ l ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÌÕÞÁÍÉ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ A, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÏÊ l.

õÇÏÌ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ¸ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ïÐÕÓÔÉÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ A ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ AH ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ l. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ A ÌÕÞ AB, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÕÇÏÌ ˛ Ó ÌÕÞÏÍ AH. ìÕÞ AB ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ l ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˛ < ¸. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÌÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ¸ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÑ a ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ. œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ a É ¸. üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÍÏÄÅÌÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ËÒÕÇÁ (ÒÉÓ. 4.2). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a = c 2 | |ln (XH XA · Y A Y H )| | = c 2 ln (1 + cos¸ 1 − cos¸ ) = c ln(ctg ¸ 2 ):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, e^{−a/c} = tg(¸=2). ðÒÉ a=c → 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ¸ → ı=2, Ô.Å. ÐÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ a ÉÌÉ ÐÒÉ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ \ÍÎÉÍÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ" c ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ c = 1. œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏŒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ ı.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ, ÐÏÍÅÓÔÉŒ ÏÄÎÕ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ ÃÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ (ÒÉÓ. 4.3). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÇÏÌ A ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁŒÅÎ ÕÇÌÕ A ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÕÇÌÙ ÐÒÉ ŒÅÒÛÉÎÁÈ B É C Õ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ.

œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓŒÑÚÁÎÙ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÔÏÖÅ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔ- ÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ Ó ÎÅÇÏ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ.

œÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏŒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ¸, ˛ É ‚, Á ÄÌÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÌÅÖÁÝÉÈ ÉÍ ÓÔÏÒÏÎ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ a, b É c.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ Ó ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ ‚ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

Á) ch c = ch a ch b; Â) th a = sh b tg ¸.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. a) íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A = ki (k > 1); B = cos ’ +

i sin ’ É C = i. ôÏÇÄÁ ch a = 1 sin ’

, ch b =

1 + k^2 2k É ch c =

1 + k^2 2k sin ’ . ðÏÜÔÏÍÕ ch a ch b = ch c.

ðÒÉ ÍÁÌÙÈ a, b É c ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ch a ch b = ch c ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ a^2 + b^2 = c^2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ch a ch b = ch c ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ðÉÆÁÇÏÒÁ.

Â) óÎÏŒÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A = ki (k > 1); B = cos ’ + i sin ’ É C = i. ðÕÓÔØ x_0 | ÃÅÎÔÒ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ AB. ôÏÇÄÁ x^2_0 + k^2 = (cos ’ − x_0)^2 + sin^2 ’, Ô.Å. k^2 = 1 − 2x_0 cos ’. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ̸ Ax_0O = ¸. ðÏÜÔÏÍÕ

tg ¸ = k |x_0| = 2k cos ’ k^2 − 1 : ôÁË ËÁË sh^2 t = ch^2 t − 1, ÔÏ

sh^2 a = 1 sin^2 ’

− 1 = ( cos ’ sin ’

)_2

É sh^2 b = ( 1 + k^2 2k )_2

− 1 = ( k^2 − 1 2k )_2 :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, cos ’ = th a É k^2 − 1 2k = sh b, Á ÚÎÁÞÉÔ, tg ¸ = th a sh b . ðÒÉ ÍÁÌÙÈ a É b ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ tg ¸ = a=b. 2

éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ch c = ch a ch b É th a = sh b tg ¸ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒ ÄÌÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, sh a = sh c sin ¸, th b = th c cos ¸, ctg ¸ ctg ˛ = ch c, cos ¸ = ch a sin ˛. ðÒÉ ÍÁÌÙÈ a, b É c ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ŒÉÄ a = c sin ¸, b = c cos ¸, ctg ¸ ctg ˛ = 1, cos ¸ = sin ˛.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÙ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÁÍ ÓÉÎÕÓÏŒ É ËÏÓÉÎÕÓÏŒ Œ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏÊ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: Á) sh a sin¸ = sh b sin˛ = sh c sin ‚

(ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÉÎÕÓÏŒ);

Â) ch a = ch b ch c − sh b sh c cos ¸ (ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏŒ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÕÓÔÉÍ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ C ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ CH ÎÁ ÐÒÑ- ÍÕÀ AB. âÕÄÅÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ H ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB (ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ H ÌÅÖÉÔ ŒÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ AB, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ CH, AH É BH ÞÅÒÅÚ h, x É c − x ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

Á) úÁÐÉÛÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÉÄÁ sh a = sh c sin ¸ ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ACH É CBH. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ sh b sin ¸ = sh h = sh a sin ˛. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

sh a sin¸ = sh b sin˛ : 2_{Â) úÁÐÉÛÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÉÄÁ ch a ch b = ch c ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ}

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ACH É CBH. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ch b = ch x ch h É ch a = ch(c − x) ch h. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ch a = (ch c ch x − sh c sh x) ch h = ch b ch c − ch b sh c th x. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, th x = th b cos ¸. 2

œÙÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ. äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎ- ËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ (a; b) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

ch r = 1 +

(a − x)^2 + (b − y)^2 2by ;

Ô.Å. (x − a)^2 + (y − b ch r)^2 = b^2(ch^2 r − 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕ- ÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ (a; b) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ b √ ch^2 r − 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ (a; b ch r).

äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ ´ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏ- ÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÁË ËÁË ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÕÀ. åÓÌÉ ÃÅÎÔÒ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ËÒÕÇÁ ´, ÔÏ ÅŒËÌÉÄÏŒ ÃÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÖÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ËÒÕÇÁ ´. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÅŒËÌÉÄÏŒ ÒÁÄÉÕÓ R É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÄÉÕÓ r ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

e^r = 1 + R 1 − R

; Ô.Å. R = e^r − 1 e^r + 1

= th (r 2 )

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ O | ÃÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ ´, X | ÔÏÞËÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, A É B | ÔÏÞËÉ Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÑÍÁÑ OX ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÒÕÇÁ ´. ôÏÇÄÁ r = | |ln (AX AO · BO BX )| | = ln (1 + R 1 − R ) : ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÉÚÍÅÒÑÔØ ÄÌÉÎÙ ËÒÉŒÙÈ Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÉ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ËÒÉŒÏÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ, Ô.Å. ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. åÓÌÉ ´s | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z É z +´z ŒÅÒÈ- ÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ

ch(´s) ≈ 1 +

|´z|^2 2(ℑz)^2

É ch(´s) ≈ 1 +

(´s)^2 2 : ðÏÜÔÏÍÕ ´s ≈ |´z| ℑz , Ô.Å. ds = |dz| ℑz = √ dx^2 + dy^2 y . äÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ H Ë ÍÏ- ÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ ´ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ z → w = z − i z + i

. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ H Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ´. îÅÓÌÏÖÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ |dz| ℑz = 2|dw| 1 − |w|^2 : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ ´ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅ- ÓËÏÊ ÄÌÉÎÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ

2 1 − |w|^2

. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÉÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-

ÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÃÅÎÔÒÅ ËÒÕÇÁ ´ ÒÁŒÎÁ 2ıR ( 2 1 − R^2 ) . îÁÐÏ- ÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÄÉÕÓÁ r, ÇÄÅ r É R ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ R = th (r 2 ) . ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÁ ÇÉÐÅÒ- ÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÒÁŒÎÁ

4ı th^{( r}_2^)

1 − th^{2 ( r}_2^)

= 2ı sh r:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. äÌÉÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÄÉÕÓÁ, Á ÄÌÉÎÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ôÅÏÒÅÍÕ ÓÉÎÕÓÏŒ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÈ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

l(a) sin¸ = l(b) sin˛ = l(c) sin ‚ ; ÇÄÅ l(r) | ÄÌÉÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ r.

ðÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ S = R^2(¸ + ˛ + ‚ − ı). ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ R ÎÁ ic ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁ- ÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ: S = c^2(ı − ¸ − ˛ − ‚). üÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ Œ ÐÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÒÉÍÅ- ÎÉŒ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÄÏÌÖÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ É ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉ- ÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ. îÁÓ ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅ ÕÓÔÒÁÉŒÁÅÔ, ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÌØÚÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ‹ = ı − (¸ + ˛ + ‚) ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÕ ŒÅÌÉ- ÞÉÎÕ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. œÙÐÕËÌÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ ÎÁ n − 2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÄÅÆÅËÔÏŒ ÒÁŒÎÁ (n − 2)ı − ˚¸_i, ÇÄÅ ¸_1; : : : ; ¸_n | ÕÇÌÙ n- ÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÁÚÏŒÅÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÕÇÌÁÍÉ ¸_1; : : : ; ¸_n ŒÅÌÉÞÉÎÕ ‹ = (n − 2)ı − ˚¸_i; ÐÒÉ ÜÔÏÍ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÙÊ. œÍÅÓÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏŒ ¸_i ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÎÅÛÎÉÅ ÕÇÌÙ ¸^′_i = ı − ¸_i. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÅÆÅËÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ŒÎÅÛÎÉÍÉ ÕÇÌÁÍÉ ¸^′_i ÒÁŒÅÎ (˚¸^′_i) − 2ı.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅÆÅËÔ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) äÅÆÅËÔ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. 2) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ M_1 É M_2 ÒÁŒÎÙ, ÔÏ ‹(M_1) = ‹(M_2). 3) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ M_1 É M_2, ÔÏ ‹(M) = ‹(M_1) + ‹(M_2).

ðÌÏÝÁÄØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1){3). íÏÖÎÏ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1){3) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (ÍÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ). ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÄÅÆÅËÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ- ŒÅÎ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄÉ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ k ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ a É b ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ- ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ËÁÔÅÔÁÍÉ a É b ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÁ ab=2. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

sin ‹ = cos(¸+˛) = th a th b th^2 c − sh a sh b sh^2 c = sh a sh b sh^2 c

(ch a ch b−1) ≈ ab c^2 · a^2 + b^2 2 = ab 2 : ðÏÜÔÏÍÕ k = 1. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÓÌÏŒÉÌÉÓØ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ c ÒÁŒ- ÎÙÍ 1. þÔÏÂÙ ÎÅ ÐÕÔÁÔØ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ, ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ r. ôÏÇÄÁ sin ‹ = ab 2r^2

. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ k = r^2.

äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÌÏÝÁÄÉ ÆÉÇÕÒÙ Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ÐÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ.

úÁÄÁÞÉ

1. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ e^{−a/c} = tg(¸=2) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑÍ ch (a c ) sin ¸ = 1, sh (a c ) tg ¸ = 1 É th (a c ) = cos ¸.

Â) äÏËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ e^{−a/c} = tg(¸=2), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÄÎÕ ÉÚ ÍÏÄÅÌÅÊ ðÕÁÎËÁÒÅ.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

Á) ch a sin ˛ = ch b sin ¸ cos ‚ + cos ¸ sin ‚;

Â) ch a = cos ¸ + cos ˛ cos ‚ sin ˛ sin ‚ . 3. œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÇÌÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ ´. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÏÓÔÒÙÊ, ÔÏ ÅÇÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÍÅÎØÛÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÕÇÌÁ.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É ËÒÕÇ | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÆÉÇÕÒÙ. 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÅ ÕÇÌÙ ÄŒÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÒÁŒ- ÎÙ, ÔÏ ÒÁŒÎÙ É ÓÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ.

6. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÏÓÔÒÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

7. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ ‚ ÓŒÑ- ÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: sh a = sh c sin ¸; th b = th c cos ¸; ctg ¸ ctg ˛ = ch c; cos ¸ = ch a sin ˛.

8. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ¸ <

(n − 2)ı n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ n- ÕÇÏÌØÎÉË, ŒÓÅ ÕÇÌÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÙ ¸ É ŒÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÙ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a É r | ÓÔÏÒÏÎÁ É ÒÁÄÉÕÓ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÕÇÌÏÍ ¸, ÔÏ

ch r = cos^α_2 sin^π_n

; ch a 2 = cos^π_n sin^α_2 : Œ) ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË Ó ÕÇÌÏÍ ¸ = 2ı n (Ô.Å. Ó ÓÕÍÍÏÊ ÕÇÌÏŒ 2ı)?

9. ôÒÉ ÕÇÌÁ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÙ ı=2, Á ÞÅÔŒÅÒÔÙÊ ÕÇÏÌ ÒÁŒÅÎ ‚. îÁÊÔÉ ‚, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÄÌÉÎÙ a É b ÓÔÏÒÏÎ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÅ ÕÇÌÙ.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ w = z − i z + i

, ÔÏ |dz| ℑz = 2|dw| 1 − |w|^2

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

ds^2 = dx^2 + dy^2 − (xdy − ydx)^2 (1 − x^2 − y^2)^2

12. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÍÏÄÅÌÑÈ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ É Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏ- ÒÏÎÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÒÁŒÎÁ dxdy y^2 É dxdy 1 − (x^2 + y^2) ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÌÉÎÉÑÍÉ ȷ = const, ’ = const, ÇÄÅ ȷ; ’ | ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ÒÁŒÎÙ dȷ 1 − ȷ^2 É ȷd’ √ 1 − ȷ^2 : 13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÒÁŒÎÁ 4ı sh^2 (r 2 ) .

14. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ, ŒÏÓÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ AC É BC.

Â) ðÕÓÔØ X → X^′ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ XX^′ ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÌÉÂÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Á)ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ; Â)ÍÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ; Œ)ŒÙÓÏÔÙ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ.

œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÅÄÉÁÎÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ?

16. (ôÅÏÒÅÍÁ íÅÎÅÌÁÑ) ðÒÑÍÁÑ l ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÙ BC, CA É AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC Œ ÔÏÞËÁÈ A_1, B_1 É C_1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

sh AC_1 sh C_1B · sh BA_1 sh A_1C · sh CB_1 sh B_1A

= 1:

17. (ôÅÏÒÅÍÁ þÅŒÙ) îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC, CA É AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ŒÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ A_1, B_1 É C_1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ AA_1, BB_1 É CC_1 ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ: Á) sin ACC_1 sin C_1CB · sin BAA_1 sin A_1AC · sin CBB_1 sin B_1BA

= 1; Â) sh AC_1 sh C_1B · sh BA_1 sh A_1C · sh CB_1 sh B_1A

= 1.

œ ÚÁÄÁÞÁÈ 18{21 p = a + b + c 2 ; ‹ = ı − (¸ + ˛ + ‚).

18. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ

sin^2 ¸ = sh(p − b) sh(p − c) sh b sh c

; cos^2 ¸ 2 = sh p sh(p − a) sh b sh c : 19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) 2 sin ‹ 2 = √ sh p sh(p − a) sh(p − b) sh(p − c) ch^a_2 ch^b_2 ch^c_2 ; Â) tg^2 ‹ 4 = th p 2 th p − a 2 th p − b 2 th p − c 2 . 20. ðÕÓÔØ r | ÒÁÄÉÕÓ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ

th r = √ sh(p − a) sh(p − b) sh(p − c) sh p :

21. ðÕÓÔØ R | ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

th R = sin^δ_2 sin(¸ +^δ_2 ) sin(˛ +^δ_2 ) sin(‚ +^δ_2 ) = 2 sh^a_2 sh^b_2 sh^c_2 √ sh p sh(p − a) sh(p − b) sh(p − c) : 22. úÁÐÉÓÁÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ Œ ŒÉÄÅ ÄŒÏÊ- ÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

5. ôÒÉ ÔÉÐÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ

äÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.2 (Á) ÄÌÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. ìÀÂÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÐÒÑÍÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ðÕÓÔØ g | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ g(A) = B ≠ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ s ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l = {X|AX = BX}. ôÏÇÄÁ sg(A) = A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ g(Y ) = Y , ÔÏ Y ∈ l, Á ÚÎÁÞÉÔ, sg(Y ) = Y . ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ sg ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅ- ÒÅ ÏÄÎÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó g. ðÒÉÍÅ- ÎÉŒ ÔÁËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒÅÈ ÒÁÚ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÔÒÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

üÔÕ ÓÈÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. îÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ:

1) ðÏÞÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÄŒÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ?

2) þÔÏ ÔÁËÏÅ \ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ" Œ ÓÌÕÞÁÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉ- ÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ?

3) ðÏÞÅÍÕ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÔÒÉ ÎÅÐÏ- ÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ?

ïÔŒÅÔÉÍ ÎÁ ÜÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ.

1) íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ia; ib (a; b ∈ R). ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË (x; y) ∈ H, ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÎÉÈ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2 + (a − y)^2 ay = x^2

+ (b − y)^2 by ;

Ô.Å. x^2 + y^2 = ab.

2) îÁÚÏŒÅÍ ÔÏÞËÉ A É A^∗ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ) ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É A^∗, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ S | ÐÒÑÍÁÑ, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ; ÏÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ- ÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ.

íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A É A^∗ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÕÞÉ OA É OA^∗ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É OA · OA^∗ = R^2, ÇÄÅ R | ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S.

îÁÚÏŒÅÍ ÔÏÞËÉ A É A^∗ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅ- ÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÜÔÕ ÐÒÑÍÕÀ. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔ ÎÅÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ.

3) îÁ ÔÒÅÔÉÊ ŒÏÐÒÏÓ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÙÊ ÏÔŒÅÔ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏ- ÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄŒÁ ÔÉÐÁ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÊ.

Á) õÒÁŒÎÅÎÉÅ z = a(−—z) + b c(−—z) + d

ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ

−cz—z + dz + a—z − b = 0;

Ô.Å.

−c(x^2 + y^2) + dx + ax − b = 0; dy − ay = 0:

ðÒÉ a ≠ d ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y = 0. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ z ∉ H. åÓÌÉ ÖÅ a = d, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ.

Â) õÒÁŒÎÅÎÉÅ z = az + b cz + d

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍ. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ

z_{1,2} = a − d ±^√(d − a)^2 + 4bc 2c : íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ad − bc = 1. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

D = (d − a)^2 + 4bc = (a + d)^2 − 4:

ðÏÜÔÏÍÕ

D = 0 ⇐⇒ |a + d| = 2 (ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ), D > 0 ⇐⇒ |a + d| > 2 (ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ), D < 0 ⇐⇒ |a + d| < 2 (ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ).

îÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ z → az + b cz + d

Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ D ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 5.1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÛØ Œ ÓÌÕÞÁÅ D < 0 ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. œÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ŒÎÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ H.

íÙ ÏÔŒÅÔÉÌÉ ÎÁ ŒÓÅ ÔÒÉ ŒÏÐÒÏÓÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 5.1 ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ. 2

ïÂÓÕÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄŒÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ. œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÁÒÙ ÐÒÑÍÙÈ ÂÙŒÁÀÔ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ: ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ (É ÎÅ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ) É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÁ- ÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ É ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ŒÙÑÓÎÉÍ, Ë ËÁËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍÕ ŒÉÄÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄŒÉÖÅÎÉÑ.

1. äÌÑ ÐÁÒÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÍÏ- ÄÅÌØÀ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÂÕÄÕÔ ÄÉÁ- ÍÅÔÒÁÍÉ ËÒÕÇÁ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÉÈ | ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ. üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z → e^{iφ}z.

2. äÌÑ ÐÁÒÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÍÏÄÅ- ÌØÀ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ ∞, Ô.Å. ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÕÞÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÉ Oy. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z → z + h.

3. îÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ É ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ ÉÌÉ ÓŒÅÒÈÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÒÁÓÈÏ- ÄÑÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ l_1 É l_2 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ m. ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Ë ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ l_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÕÞÏÍ Oy (ÒÉÓ. 5.2). ðÒÏŒÅÄÅÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ O ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÕÀ OA Ë ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ l_2. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ m, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ OA Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O, ÐÅÒÐÅÎÄÉ- ËÕÌÑÒÎÁ ÐÒÑÍÙÍ l_1 É l_2.

ðÒÑÍÕÀ m ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÕÞ Oy. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ l_1 É l_2 ÐÅÒÅÊ- ÄÕÔ Œ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O (ÒÉÓ. 5.3). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÉÎŒÅÒÓÉÊ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÉÈ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z → kz; k > 0.

óÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ l_1 É l_2 ÍÎÏÇÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÅÍÕ ÐÒÑÍÙÈ l_i. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÕÞËÏÍ ÐÒÑÍÙÈ. œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÔÉÐÏÍ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÕÞÏË ÐÒÑÍÙÈ ÎÁÚÏŒÅÍ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅ- ÓËÉÍ, ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÕÞÏË ÓÏ- ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ; ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅ- ÓËÉÊ ÐÕÞÏË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ (Ô.Å. ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ); ÇÉÐÅÒ- ÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÕÞÏË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ó ËÁÖÄÙÍ ÐÕÞËÏÍ ÐÒÑÍÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ, ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ŒÓÅÍ ÐÒÑÍÙÍ ÐÕÞËÁ. üÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ g, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ A ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ g(A). îÁ ÒÉÓ. 5.4 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ ÐÕÞËÏŒ ÐÒÑÍÙÈ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÓÁÍÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÐÕÞËÁ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÙ ÓÔÒÅÌËÉ). äÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ, ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÕÞËÏŒ | ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ ËÒÉŒÙÍÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍ ÐÕÞËÁ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÄÌÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÒÉÃÉËÌÁÍÉ ÉÌÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ. œÔÏÒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÁÚŒÁÎÉÊ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ËÒÉŒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ ÒÁÄÉÕÓÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÉÐÅÒÃÉËÌÁÍÉ ÉÌÉ ÜËŒÉÄÉÓÔÁÎÔÁÍÉ. œÔÏÒÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÜËŒÉÄÉÓÔÁÎÔÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÐÒÑÍÙÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏ- ÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÐÒÑÍÙÈ. ïÂÙÞÎÏ ÜËŒÉÄÉÓÔÁÎÔÏÊ (ÇÉÐÅÒÃÉËÌÏÍ) ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ; ÜÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÅÔŒÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

œÙÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÏÓÔÉ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏ- ÉÄÁ [x; x] = −c^2, ÇÄÅ [x; x] = x^2_1 + x^2 − x^2_3. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÓÅŒÄÏÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ [x; y] É ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÐÏÌÏÓÔÉ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

ìÀÂÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ [x; a] = p, ÇÄÅ a | ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, p | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ [x; a] = 0 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ x → x^′ = x + –a, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ – ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ x + x^′ ÌÅÖÉÔ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, Ô.Å. [x + x^′; a] = 0. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → x − 2 [x; a] [a; a] a: üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÒÉ [a; a] ≠ 0.

ðÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ËÏÎÕÓÕ [x; x] = 0, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ [x; a] = 0, ÇÄÅ [a; a] = 0. éÍÅÎÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. œÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁ- ÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ [x; x] = −c^2, ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÅÇÏ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ËÏÎÕÓÁ [x; x] = 0. ðÒÑ- ÍÙÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÌÉÛØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ. óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÌÏ- ÓÔÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, ÔÁË ËÁË ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ.

îÅÓÌÏÖÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ [a; a] ≠ 0 ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ [x; a] = 0 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÓÅŒÄÏÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ, Ô.Å. ÅÓÌÉ x → x^′ É y → y^′, ÔÏ [x; y] = [x^′; y^′]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÙ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÂÕÄÅÔ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅ- ÓËÉÍ, ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÓÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ: ÐÒÑÍÁÑ ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ, ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÏÎÕÓÕ, ÐÒÑÍÁÑ ÌÅÖÉÔ ŒÎÅ ËÏÎÕÓÁ).

ðÕÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ [x; a_1] = 0 É [x; a_2] = 0 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÊ ŒÅËÔÏÒ b, Ô.Å. [b; a_1] = [b; a_2] = 0. ôÏÇÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ [x; b] = p ÐÅ- ÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÔÁËÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÈ ŒÅËÔÏÒ x ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ŒÅËÔÏÒ x^′ = x + –a_i, Á ÚÎÁÞÉÔ, [x^′; b] = [x; b]. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ [x; a_1] = 0 É [x; a_2] = 0 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ [x; b] = p Œ ÓÅÂÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏÒÉÃÉËÌ É ÇÉÐÅÒÃÉËÌ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÅÞÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ [x; b] = p, ÇÄÅ ŒÅËÔÏÒ b ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ËÏÎÕÓÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÏÎÕÓÕ, ÌÅÖÉÔ ŒÎÅ ËÏÎÕÓÁ.

úÁÄÁÞÉ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A É A^∗ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÕÞÉ OA É OA^∗ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É OA × OA^∗ = R^2

2. ïÐÉÓÁÔØ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁ- ÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÍÏÖÎÏ ÄŒÉÖÅÎÉ- ÅÍ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÐÁÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ.

4. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÄŒÕÍ ÐÒÑÍÙÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ. 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄŒÕÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë ÔÏÞËÅ p ∈ R, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z → w, ÇÄÅ 1 w − p = 1 z − p

+ h:

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÕÞÏË ÐÒÑÍÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ (ÌÅÖÁÝÕÀ ŒÎÕ- ÔÒÉ, ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÉÌÉ ŒÎÅ ËÒÕÇÁ).

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÒÉÃÉËÌÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ. 8. ðÕÓÔØ C_1 É C_2 | ÄŒÅ ËÒÉŒÙÅ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÍ ÏÄÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÕÞËÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÓÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ËÒÉ- ŒÏÊ C_1.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÉÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ C_1 Œ ÓÅÂÑ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ A ∈ C_1 Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÔÏÞËÕ B ∈ C_1.

Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉŒÏÊ C_1 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÔ ËÒÉŒÏÊ C_2.

9. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÍÕ ÏÒÉÃÉËÌÕ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÍÕ ÇÉÐÅÒÃÉËÌÕ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ÐÕÞËÕ ÐÒÑÍÙÈ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÜÔÏÔ ÐÕÞÏË ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ?

10. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ŒÎÅÛÎÉÈ ÕÇÌÏŒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ÐÕÞËÕ ÐÒÑÍÙÈ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ÐÕÞËÕ. 11. ôÏÞËÁ C ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÐÏ ÄÕÇÅ AB ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÒÉÃÉËÌÁ ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÃÉËÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ¸ + ˛ − ‚ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ (¸; ˛ É ‚ | ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC).

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÓÅŒ- ÄÏÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÅÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ [x; x] = −c^2, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÏÌÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ.

14. ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Á) ÐÏ ÏÓÉ O_z; Â) ÐÏ ÏÓÉ O_x?

15. ëÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÏÒÉÃÉËÌÙ É ÜËŒÉÄÉÓÔÁÎÔÙ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ?

16. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ- ÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ.

6. úÁÍÏÝÅÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÓÆÅÒÙ, ÐÌÏ- ÓËÏÓÔÉ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ

úÁÄÁÞÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ŒÏÚÎÉËÌÁ Õ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ , Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÔÒÅÍÑ ÄÕÇÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÉÌÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÒÕÐÐÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÑÍÉ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ. îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÐÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔ- ÓÑ ÚÁÍÏÝÅÎÉÅ, Ô.Å. ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÈ ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÅ, Ô.Å. ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÎÏ É ŒÓÅ ÉÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

îÅ ÔÅÒÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏ- ÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ (ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÓÄÅÌÁŒ ÉÎŒÅÒÓÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ). ïÂÒÁÚÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉ ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÚÁÍÏÝÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÒÁŒÅÎ ı=n, ÇÄÅ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. (åÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÏŒÐÁ- ÄÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏŒ, ÔÏ ÕÇÏÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ É 2ı=n.) ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÕÇÌÙ (ı=p; ı=q; ı=r); ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ (p; q; r).

úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÈ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÕÇÌÁÍÉ ¸; ˛; ‚ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ ÞÉÓÌÁ ¸ + ˛ + ‚ − ı ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁ-

ÞÅÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ, ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ¸ + ˛ + ‚ − ı > 0 ÄÏÌÖÎÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÔÒÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÉÄÁ ¸ + ˛ < ‚ + ı, ÎÏ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÉÐÁ (p; q; r) ÔÁËÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.

ðÏÑÓÎÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ AB É AC ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ. ðÕÓÔØ O | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÄÕ- ÇÕ BC. åÓÌÉ ÔÏÞËÉ O É A ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ BC, ÔÏ ¸ + ˛ + ‚ > ı, Á ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ O É A ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ BC, ÔÏ ¸+˛+‚ < ı. ðÏÜÔÏÍÕ ¸+˛+‚ = ı ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ BC | ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ¸ + ˛ + ‚ = ı, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÈ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÑÍÙÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ¸ + ˛ + ‚ < ı, Ô.Å. ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ S, ÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÄÕÇÕ BC, É ŒÅÒÛÉÎÁ A ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ BC. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ A ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ AP É AQ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S (ÒÉÓ. 6.1). ðÕÓÔØ S_1 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ AP Ó ÃÅÎÔÒÏÍ A. ôÏ- ÇÄÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ËÒÕÇÅ S_1. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ.

üÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ: Œ ÓÌÕÞÁÅ ¸ + ˛ + ‚ < ı ŒÓÅ ÏÂÒÁÚÙ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉ- ÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÌÅÖÁÔ ÌÉÂÏ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÕÇÁ, ÌÉÂÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

îÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ¸ + ˛ + ‚ > ı. ôÁËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÅÝÅ ÎÅ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÕÇÌÁ- ÍÉ ¸; ˛; ‚. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÔÒÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÉÄÁ ¸ + ˛ < ı + ‚, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ŒÉÄÁ a + b > c. îÏ ÅÓÌÉ ¸; ˛; ‚ < ı=2, ÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¸ + ˛ < ı + ‚ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC Ó ÕÇÌÁÍÉ ¸, ˛ É ‚. óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÆÅÒÙ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ A, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË AB^′C^′ Ó ÕÇÌÁÍÉ ¸, ˛ É ‚, ÐÒÉÞÅÍ ÕÇÏÌ A ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÉ AB^′C^′ É AB_1C_1 Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ A, ÔÏ ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ A. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ O^′ É O_1 | ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÕÇÉ B^′C^′ É B_1C_1, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ O^′B^′C^′ É O_1B_1C_1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ Ó ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÂÏËÏŒÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁ- ÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ B^′C^′ É B_1C_1 ÔÏÖÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÉÚÍÅÎÉŒ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÆÅÒÙ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

ÏÂÒÁÚ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÏ- ŒÐÁÄÅÔ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓ- ÔÉ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÓÆÅÒÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÞËÉ A É B ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ l ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ l ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÁ l.

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ É ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÕÇÌÁÍÉ (ı=p; ı=q; ı=r), ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÓÏÏÔŒÅÔ-

ÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 p + 1 q + 1 r > 1 É ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 1 p + 1 q + 1 r = 1. íÏÖÎÏ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p ≤ q ≤ r. ôÏÇÄÁ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ p ≤ 3. îÅÓÌÏÖÎÙÊ ÐÅÒÅ- ÂÏÒ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ÔÉÐÁ (2,2,n), (2,3,3), (2,3,4), (2,3,5) É ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ÔÉÐÁ (3,3,3), (2,4,4), (2,3,6).

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ŒÓÅÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÐÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÚÁÍÏ- ÝÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÌÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÓÍ. ÒÉÓ. 6.2. äÌÑ ÏÂÒÁÚÏŒ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉ- ÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ËÁÒÔÉÎËÉ. œ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÍ. ÒÉÓ. 6.3. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÚÁÍÏÝÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ (ËÒÏÍÅ ÐÅÒŒÏÊ ÓÅÒÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÏÅÄÉÎÉÍ ÃÅÎÔÒ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ É ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. úÁÔÅÍ ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔÒÅÚËÏŒ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÒÅÂÒÁÍÉ) ÓÐÒÏÅÃÉÒÕÅÍ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ÉÚ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÏŒ ÔÉÐÁ (2,3,3), ÄÌÑ ËÕÂÁ É ÏËÔÁÜÄÒÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÔÉÐÁ (2,3,4), Á ÄÌÑ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É ÉËÏÓÁÜÄÒÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÏŒ ÔÉÐÁ (2,3,5).

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÕÇÌÁ- ÍÉ (ı=p; ı=q; ı=r), ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 p + 1 q + 1 r < 1. üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÉÈ ÞÉÓÅÌ p; q; r, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 1 p + 1 q + 1 r < 1, ÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÉÐÁ (p; q; r) ÐÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÙÔÉÊ ŒÓÀ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏ- ÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÁË ÄÌÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ É ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÙ ÏÔÌÏÖÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÌÅËÃÉÉ 8, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÕ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÕÁÎËÁÒÅ Ï ÚÁÍÏÝÅÎÉÑÈ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.

úÁÄÁÞÉ

1. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÔÉÐÙ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÐÅÒÅËÁÔÙŒÁÑ ËÏÔÏÒÙÅ ÞÅÒÅÚ ÉÈ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. (äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÕÇÌÁÍÉ ( 2ı 3 ; ı 6 ; ı 6 ):) 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ( 2ı 3 ; ı 6 ; ı 6 ); ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ ( ı 2 ; ı 3 ; ı 6 ). 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÉÐÁ (p; q; r), ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ x, y É z, ÞÔÏ x^2 = y^2 = z^2 = 1 É (xy)^p = (yz)^q = (zx)^r = 1.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ (0; ı 2 ; ı 3 ) É (0; 0; 2ı 3 ), ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÙ. 5. õÇÌÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÄÕÇÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ËÒÁÔ- ÎÙ ı. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÎÅ ÐÅÒÅËÒÙŒÁÀÔÓÑ?

6. óËÏÌØËÉÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ Ó ÕÇÌÁÍÉ ı=2, ı=3 É ı=5 ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÏ- ÓÔÉÔØ ÓÆÅÒÕ?

7. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ T Ó ÕÇÌÁÍÉ (ı=p; ı=q; ı=r). ôÏÇÄÁ ÓÆÅÒÕ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ gT (g ∈ G), ÐÒÉÞÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ g_1T É g_2T ÐÒÉ g_1 ≠ g_2 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏŒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ g_1T É g_2T ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ g_1(x) = g_2(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ T , Á ÚÎÁÞÉÔ, g_1 = g_2.

îÁÚÏŒÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË T ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÒÕÐÐÙ G. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ

ÇÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÓÆÅÒÙ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. îÁÚÏ- ŒÅÍ D ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÒÕÐÐÙ G, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1) D | ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË (Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ Õ ÎÅÇÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ É ÓÔÏÒÏÎÙ);

2) ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ gD (g ∈ G) ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÀ ÓÆÅÒÕ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ;

3) ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ g_1D É g_2D ÐÒÉ g_1 ≠ g_2 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ Õ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÆÕÎÄÁ- ÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Õ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÎÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÁÊÄÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÌÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ T ÔÉÐÁ (p; q; r). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ s | ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ T , ÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ T Ó sT ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÓËÏÍÕÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ŒÉÄÁ gT ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÐÁÒÙ {gT; gsT }. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË gsT ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÐÁÒÕ, ÔÁË ËÁË (gs)sT = gT

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂ- ÌÁÓÔÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÂ-

ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ z → az + b cz + d

, ÇÄÅ a; b; c; d ∈ R É ad − bc = 1.

çÒÕÐÐÕ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2 × 2 Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ É ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌÅÍ 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ SL(2; R). ìÀÂÙÍ ÄŒÕÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÁ- ÔÒÉÃÁÍ (É ÔÏÌØËÏ ÉÍ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ- ÞÅŒÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÅ SL(2; R)= ± I = P SL(2; R); ÚÄÅÓØ I | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ . œ SL(2; R) ÅÓÔØ ŒÁÖÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ SL(2; Z), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. åÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ P SL(2; Z) Œ P SL(2; R). çÒÕÐÐÕ P SL(2; Z) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÏÄÕÌÑÒ- ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË D Ó ÕÇÌÁÍÉ (0; ı 3 ; ı 3 ), ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 7.1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÇÒÕÐÐÅ G = P SL(2; Z) ÜÌÅÍÅÎÔÙ S(z) = −1=z É T (z) = z + 1. ïÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ G^′. íÙ ÄÏ- ËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ D | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ G^′, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ G^′ = G, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔÙ S É T ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ G.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ g^′D (g^′ ∈ G^′) ÐÏËÒÙŒÁ- ÀÔ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, Ô.Å. ÅÓÌÉ ℑ(z) > 0, ÔÏ g^′z ∈ D ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g^′ ∈ G^′.

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ℑ(z) > 0, ÔÏ ÐÒÉ g ∈ G ŒÅÌÉÞÉÎÁ ℑ(gz) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÂÏÌØÛÉÈ ℑ(z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

ℑ(gz) = ℑ ( az + b cz + d ) = ℑ adz + bc—z |cz + d|^2 = ℑ(z) |cz + d|^2 : ðÏÜÔÏÍÕ ℑ(gz) ≥ ℑ(z) ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ |cz + d| ≤ 1. ðÏÓÌÅÄ- ÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÁÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (c; d), ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ℑ(gz) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. 2

çÒÕÐÐÁ G^′ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ G, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ g^′ ∈ G^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ℑ(g^′z) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ T (z) = z + 1 ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ z, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ w = T^kg^′z; k ∈ Z, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |ℜ(w)| ≤ 1=2, Á ŒÅÌÉÞÉÎÁ ℑ(w) ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ℑ(w) ≥ ℑ ( − 1 w ) = ℑ(w) |w|^2 : ðÏÜÔÏÍÕ |w| ≥ 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, w ∈ D.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ z | ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D É gz ∈ D ÄÌÑ g ∈ G, ÔÏ g | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ g(z) = az + b cz + d

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ c = 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ad = 1, Ô.Å. g(z) = z ± b. åÓÌÉ b ≠ 0, ÔÏ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ g(z) = z ± 1 ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ D. îÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ |ℜ(z)| = 1=2, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ c ≠ 0. ôÏÇÄÁ

g(z) = a c − 1 c(cz + d) ;

ÐÏÜÔÏÍÕ_| |g(z) − a c | | · | | |z + d c | | | = 1 c^2

: (2)

þÉÓÌÁ a=c É d=c ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ g(z) − a=c É z + d=c ÒÁŒÎÙ ÍÎÉÍÙÍ ÞÁÓÔÑÍ ÞÉÓÅÌ g(z) É z. á ÔÁË ËÁË ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÎÅ ÍÅÎØÛÅ √ 3=2, ÔÏ ÍÏÄÕÌÉ ÞÉÓÅÌ g(z) − a=c É z + d=c ÔÏÖÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ √ 3=2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |c| ≤ 2= √ 3, ÐÒÉÞÅÍ c | ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, c = ±1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

|g(z) ∓ a| · |z ± d| = 1:

îÏ ÅÓÌÉ g(z) ∈ D É z | ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a É d ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

|g(z) ∓ a| ≥ 1; |z ± d| > 1: 2 éÚ ÌÅÍÍÙ 2, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g^′_1 É g^′_2 ÇÒÕÐÐÙ G^′ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ g^′_1D É g^′_2D ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, D | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ G^′.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ G = G^′. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ g | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÀÀ ÔÏÞËÕ z ÏÂÌÁÓÔÉ D. ôÏÞËÁ gz ÌÅÖÉÔ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ g^′ ∈ G^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g^′(gz) ∈ D. äŒÉÖÅÎÉÅ g^′g ∈ G ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ z ÏÂÌÁÓÔÉ D Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÂÌÁÓÔÉ D. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g^′g ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ, Ô.Å. g = (g^′)^{−1} ∈ G^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ. 2

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ P SL(2; Z) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË Ó ÕÇÌÁÍÉ (0; ı 3 ; ı 3 ). îÏ ÅÅ ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÞÅÔÙÒÅÈ-

ÕÇÏÌØÎÉË ABCD Ó ÕÇÌÁÍÉ 0; ı 3 ; ı; ı 3 (ÒÉÓ. 7.2). äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ; ÓÔÏÒÏÎÙ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ P SL(2; Z).

úÁÄÁÞÉ

1. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ P SL(2; Z) ÍÏÖ- ÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÄŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÕÇÌÁÍÉ (0; ı 2 ; ı 3 ).

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÕÇÌÁÍÉ (0; ı 2 ; ı 3 ), ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ P SL(2; Z).

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÕÇÌÁÍÉ (0; 0; 0) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ 6 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÕÇÌÁÍÉ (0; ı 2 ; ı 3 ). 3. ðÕÓÔØ D = {z ∈ C | |z| ≥ 1; |ℜ(z)| ≤ 1}.

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ z → z + 2 É z → −1=z ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÏÂÌÁÓÔÉ D Œ ÄÒÕÇÕÀ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ D | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ z → z + 2 É z → −1=z.

4. ðÕÓÔØ D = {z ∈ C | | |z + 1 2 | | ≥ 1 2 ; | |z − 1 2 | | ≥ 1 2 ; |ℜz| ≤ 1}. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ D | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ G, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÊ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ z → z + 2 É z → z 2z + 1 . Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ Œ SL(2; Z) Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ( a b c d ) ≡ ( 1 0 0 1 ) (mod2):

8. ôÅÏÒÉÑ ðÕÁÎËÁÒÅ Ï ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÍ ÍÎÏ- ÇÏÕÇÏÌØÎÉËÅ

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÚÁÍÏÝÅÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÌÏ- ÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖ- ÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÉÍÅÀÔ ÚÁÍÏÝÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅ- ÎÅÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ- ÞÅŒÓËÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÕÖÁÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÇÒÕÐÐ, ÓÏÓÔÏ- ÑÝÉÈ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÚÁÍÏ- ÝÅÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÒÅÞØ ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÔÏÌØËÏ Ï ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÑÈ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÚÁ- ÍÏÝÅÎÉÑÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓËÌÅÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ T É sT , ÇÄÅ s | ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÁ T , ÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ D ÇÒÕÐÐÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÌÉÛØ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ. á ÉÚ ÚÁÍÏÝÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÆÉÇÕÒÙ D ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÚÁÍÏÝÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ T .

ðÕÓÔØ M | ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ É ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁ-

ÌÅÎÎÙÍÉ. ï ÔÁËÉÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ É ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÅ- ÖÁÔ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ M | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÌÉÛØ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ. äÌÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ M ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ŒÉÄÁ gM(g ∈ G), ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó M ÎÅÐÕÓÔÙÅ; ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É gM ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÔÏÞËÏÊ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÅÚËÏÍ. œÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ ŒÉÄÁ M ∩gM ÎÁÚÏŒÅÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ M, Á ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÔÒÏÊÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ M ∩ gM ∩ hM ÎÁÚÏŒÅÍ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ëÏÎÃÁÍÉ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ M ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M (ÒÉÓ. 8.1).

ë ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ a ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ M ÐÒÉËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË g(M), ÐÏÜÔÏÍÕ a = g(b), ÇÄÅ b | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÏ- ÒÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ M. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ë ÓÔÏÒÏÎÅ b ÐÒÉËÌÅÉŒÁÅÔ- ÓÑ ÓÔÏÒÏÎÁ g^{−1}(a) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ g^{−1}(M). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÏÒÏÎÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ M ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ ÓÔÏÒÏÎ, ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ g ∈ G. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ g ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ, ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÙ.

óÌÕÞÁÊ a = g(a) ÎÅ ÉÓËÌÀÞÅÎ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g ≠ id ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÔÒÅÚÏË Œ ÓÅÂÑ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ g | ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ a = g(a), ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ, ÄÏÂÁŒÉŒ Ë ÞÉÓÌÕ ŒÅÒÛÉÎ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ a. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÏÒÏÎÙ Œ ÐÁÒÁÈ ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. åÓÌÉ ÜÔÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ, ÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÌÏÖÎÅÎÉÊ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ.

ëÁÖÄÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g, ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÅÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÕ ŒÅÒÛÉÎ A_1; A_2 Œ ÄÒÕÇÕÀ ÐÁÒÕ ŒÅÒÛÉÎ g(A_1); g(A_2). óÏÅÄÉÎÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ A_i É g(A_i) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ; ÄŒÉÖÅÎÉÀ g^{−1} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÅ- ÂÒÏ, ÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÔÁËÉÅ ÒÅÂÒÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÐÁÒÉ- ŒÁÀÝÉÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÒÁÆ. ëÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÉÈ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ŒÙÈÏÄÑÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÒÅÂÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÃÉËÌÏŒ. œÅÒÛÉÎÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÄÉÎ ÃÉËÌ, ÎÁÚÏŒÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÉËÌ A_1 : : : A_n. åÇÏ ÒÅÂÒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ g_i(A_i) = A_{i+1}. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ A_1; : : : ; A_n ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g = g_ng_{n−1} : : : g_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ A_1 ÎÁ

ÕÇÏÌ ¸_1 + · · · + ¸_n, ÇÄÅ ¸_i | ÕÇÏÌ ÐÒÉ ŒÅÒÛÉÎÅ A_i. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

g(A_1) = g_ng_{n−1} : : : g_2(A_2) = · · · = A_1:

ðÕÓÔØ a | ÔÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g_1 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ

f = R^{α1}_{A1} g_n : : : R^{α3}_{A3} g_2R^{α2}_{A2} g_1

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ ÔÏÞËÕ A_1 É ÐÒÑÍÕÀ a, ÐÏÜÔÏÍÕ f = id. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ h ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

hR^α_A = R^{εα}_{h(A)}h; (3)

ÇÄÅ " = 1 ÄÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ h É " = −1 ÄÌÑ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ- ÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ h. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÜÔÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (ÄÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ), ÐÏÌÕÞÉÍ

f = R^{α1}_{A1} g_n : : : R^{α3}_{A3} g_2g_1R^{α2}_{A1} = · · · = gR^{α1+···+αn}_{A1} :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, g = R^{−(α1+···+αn)} A1 íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ g_n(M); g_ng_{n−1}(M); : : : ; g_ng_{n−1} : : : g_1(M) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ A_1, ÐÒÉÞÅÍ ÉÈ ÕÇÌÙ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÒÁŒÎÙ ¸_n; ¸_{n−1}; : : : ; ¸_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÉÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ g = g_ng_{n−1} : : : g_1. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÚÁÍÏÝÅÎÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ A, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¸_1 + · · · + ¸_n = 2ı=k; k ∈ N.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ, ÎÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ (ðÕÁÎËÁÒÅ). ðÕÓÔØ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ- ÎÉË M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(1) ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ^2, ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÐÁÒÙ {a; b}, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ÓÔÏÒÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÅÅ ÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g, Ô.Å. b = g(a) = M ∩ g(M);

(2) ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏŒ ÐÒÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÅ, ËÒÁÔÎÁ 2ı.

ôÏÇÄÁ M | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ G, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÑÍÉ, ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÙ.

2éÍÅÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÎÅ ÔÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÉÍ ÉÌÉ ÄŒÕÍÑ ËÏÎÃÁÍÉ ŒÙÈÏÄÑÔ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ, Á ÌÉÛØ ÔÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ h_1M É h_2M (h_1; h_2 ∈ G) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ h_1 = h_2. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÏÂÏÉÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ h^{−1}_1 . ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ h_1 = id. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g = h_2 ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÙ: g = g_kg_{k−1} : : : g_1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ g ≠ id. ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÏÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ k. ðÕÓÔØ A | ÏÂÝÁÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ M É g(M). òÁÚÌÏÖÅÎÉÀ g = g_k : : : g_1 ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ A_1 : : : A_k, ÇÄÅ A_1 = A; A_{s+1} = g_s(A_s) ÐÒÉ s ≥ 1. ôÏÞËÉ A_s É A_{s+1} ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÄŒÕÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÉÍÅ- ÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. éÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÁÑ A_1 : : : A_n ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ.

œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÌÏÍÁÎÁÑ A_1 : : : A_k ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÈÏÄ ŒÏ- ËÒÕÇ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ı ŒÏËÒÕÇ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ g = id. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÌÏÍÁÎÙÈ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÈ ÏÂÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÏÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÑÈ (ÒÉÓ. 8.2). éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ¸˛‚ = 1, ˛_1¸_1 = 1 É ˛_1 = ˛^{−1} ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¸¸_1‚ = 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÂÈÏÄÏŒ ŒÏËÒÕÇ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÔÏÖÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g = id. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÎÅ- ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÓÑ ÌÏÍÁÎÕÀ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ g, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ g = id.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. œÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ gM(g ∈ G) ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ÂÒÁÔØ ÔÏÞËÕ A ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË XA ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ gM. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË XA ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ gM.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ- ŒÎÏ ÎÕÌÀ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏÓÅÄÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ M ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ XA ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÎÅÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ gM. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÓÔÑÇÉŒÁÅÔ ŒÅÒÛÉÎÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓ- ÌÉ ÅÇÏ ËÏÎÃÙ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÔÑÇÉŒÁÅÔ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ g_1M É g_2M (ÒÉÓ. 8.3). ôÏÇÄÁ Œ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ- ËÅ g_1M^⋃ g_2M ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÏÔÒÅÚ-

ËÏŒ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÔÑÇÉŒÁÔØ ŒÅÒÛÉÎÕ (Œ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÐÏÐÁÄÁÀÔ ÌÉÛØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ ÄŒÕÈ ÎÅÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÉÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÌÀÞÉŒ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÔÑÇÉŒÁÀÔ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ XA ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÁ- ËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÁÑ ÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ, ÐÒÑÍÁÑ XA ÄÏÌÖÎÁ ÓÐÉÒÁÌÅÏÂÒÁÚÎÏ ÏÂŒÉŒÁÔØÓÑ ŒÏËÒÕÇ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ (ÒÉÓ. 8.4), ÞÅÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ŒÅÒÛÉÎÁ A_1 ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÁÑ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ. œÅÒÛÉÎÅ A_1 ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÃÉËÌ A_1 : : : A_n. ðÕÓÔØ g_1; : : : ; g_n | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÔÏ- ÍÕ ÃÉËÌÕ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g = g_ng_{n−1} : : : g_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ Ó ÎÅÐÏ- ÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ A_1. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ŒÍÅ- ÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (3) ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

hP_A = P_{h(A)}h;

ÇÄÅ P_A É P_{h(A)} | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ Ó ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ A É h(A) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A_1 = ∞. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ g(z) = z + h. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ A_1 ÚÁÍÏÝÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÓ ÛÉÒÉÎÏÊ h, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÐÏÌÏÓ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÂÒÁÚÁÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ M. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ XA ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÓÅ- ËÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÓ ÛÉÒÉÎÏÊ h (ÒÉÓ. 8.5). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÅÚÏË XA ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÏŒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ

M. 2

éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÕÁÎËÁÒÅ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÉÍÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ŒÏÚÎÉËÁÀ- ÝÉÈ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÏËÒÕÇ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÏËÒÕÇ ŒÅÒÛÉÎ ÏÄÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

úÁÄÁÞÉ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÕÇÌÁÍÉ ı=p; ı=q; ı=r ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÀ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ ¸ É ˛ (Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÃÅÎÔÒÁÍÉ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ + ˛?

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ P SL(2; Z) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ S É T É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ S^2 = 1, (ST )^3 = 1.

4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ŒÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉË Ó ÕÇÌÏÍ ı=4. ðÕÓÔØ ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖ- ÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍÁÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÇÒÕÐÐÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a; b; c; d É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ abcda^{−1}b^{−1}c^{−1}d^{−1} = 1.

5. Á) õËÁÚÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÍÉ a; b; c; d É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ aba^{−1}b^{−1}cdc^{−1}d^{−1} = 1.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.

9. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ

œÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÍÏÄÅÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂ- ÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.

äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ É ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÛÁÒÅ x^2_1+· · ·+x^2_n < 1 ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ÛÁÒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÛÁÒÁ É ÔÏÞËÉ A É B.

äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

H^n = {(x_1; : : : ; x_n) ∈ R^n|x_n > 0}

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H^n.

äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ ÐÏÌÏÓÔÉ ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÙ [x; x] = −c^2, ÇÄÅ [x; y] = x_1y_1 + · · · + x_ny_n − x_{n+1}y_{n+1} ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x É y ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ

ch^2 ( d c ) = [x; y]^2 [x; x][y; y] : œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ó ÍÏÄÅÌÑÍÉ ðÕÁÎËÁÒÅ. œ ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉ ÓÆÅÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÂÓÏÌÀÔÕ (ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ËÁË ÓÆÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ). ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ

ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ S^{n−1} Œ R^n . îÁÚÏŒÅÍ ÔÏÞËÉ A É B ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ S^{n−1} Œ R^n, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÓÆÅÒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÓÆÅÒÅ S^{n−1}. óÉÍ- ÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎŒÅÒÓÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ. éÎŒÅÒÓÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏ- ÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.1. ìÀÂÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏ- ÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n + 1 ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ ÄÌÑ ÐÌÏ- ÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÎÏŒÉÍÓÑ ÌÉÛØ ÎÁ ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ n + 1 ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ A_1; : : : ; A_{n+1} | ÄÁÎÎÙÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A_1; : : : ; A_m ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ Œ ÏÄÎÏÍ (m − 2)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË X É Y ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ŒÌÅÞÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÊ XY ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÊ A_1A_2 ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ X | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÑÍÏÊ A_1A_2, ÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÊ A_3X ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ A_1A_2A_3 ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙ. áÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A_1A_2A_3A_4 ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙ É Ô.Ä. 2

ôÅÏÒÅÍÁ 9.2. äŒÉÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ X. óÒÅÄÉ ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÓÆÅÒÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ (ÃÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÔÏÞËÉ X ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ). ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÆÅ- ÒÅ ÔÏÞËÁ X ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ. äŒÉÖÅÎÉÅ g ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ g(x). œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ÓÆÅÒ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ ÓÎÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÓÆÅÒÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, Á ÐÏ ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÔÏÞËÕ g(x). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÕ g(x) ÍÏÖÎÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÚÎÁÑ ÌÉÛØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÓÆÅÒ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÌÉÛØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ g ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ. 2

ôÅÏÒÅÍÁ 9.3. çÒÕÐÐÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ 3-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ P SL(2; C ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 9.1 É 9.2 ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ É ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ C . óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ É ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ z Œ —z É −1=—z ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÄŒÕÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÄŒÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ z Œ z + a; e^{iα}z É kz (k > 0) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ z → az + b cz + d ; z → a—z + b c—z + d

; ÇÄÅ ( a b c d ) ∈ GL(2; C );

ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ.

óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ z → az + b cz + d : á ÔÁË ËÁË ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÁÔÒÉÃÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ 3-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ SL(2; C )= ± I. 2

äÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÌÏÓËÏ- ÓÔØÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ, ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÕÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

1) ÇÒÕÐÐÁ P SL(2; C ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÓÆÅÒÙ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ;

2) Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ŒÌÏÖÉÔØ ÓÆÅÒÕ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

îÁÚÏŒÅÍ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÕÞËÏÍ (Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ìÏÂÁ- ÞÅŒÓËÏÇÏ) ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞ- ËÕ; ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÕÞËÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ

ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ; ÎÁÚÏŒÅÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÕÞ- ËÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ P SL(2; C ). äÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÜÔÁ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÓÆÅÒÙ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎ- ËÁÒÅ Œ ÛÁÒÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÛÁÒÁ. óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÓÆÅÒÙ, ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÎÏÊ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ.

äÌÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÙÍÉ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÁÂÓÏÌÀÔÕ (ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÌÏ- ÓËÏÓÔÉ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ∞ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ). óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ ËÁÖÄÕÀ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÕÀ ÁÂÓÏÌÀÔÕ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.

äÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ∞. ðÕÓÔØ l | ÐÒÑÍÁÑ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔ. óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÅÒÓÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒ, ÃÅÎÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ l; ÜÔÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ ÌÀÂÕÀ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝^′, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÏÊ l. ïÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁ ˝^′ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÏÊ l. üÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. 2

îÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÉÎÄÕ- ÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ) ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÏÂÒÁÚÏŒ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞ- ËÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÕÞËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. ôÁËÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÐÁÒÁ- ÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÆÅÒÏÊ, ÏÒÉÓÆÅÒÏÊ É ÇÉÐÅÒÓÆÅÒÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ÓÆÅ- ÒÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÓÆÅÒÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÍÏÄÅÌÉ, ÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉ

ÂÕÄÕÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÕ, Á ÇÉÐÅÒÓÆÅÒÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÒÑÍÕÀ l.

äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H^3 = {(x; y; z)|z > 0} ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ds=z, ÇÄÅ ds^2 = dx^2 + dy^2 + dz^2. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÏÒÉÓÆÅÒÅ z = a ËŒÁÄÒÁÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÌÉÎÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ a^{−2}(dx^2 + dy^2). ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x; y) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÒÉÓÆÅÒÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ.

îÁ ÇÉÐÅÒÓÆÅÒÅ y = kz ËŒÁÄÒÁÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÌÉÎÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

dx^2 + (1 + k^2)dz^2 z^2

= (1 + k^2) du^2 + dv^2 v^2 ; ÇÄÅ u = x= √ 1 + k^2; v = z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (u; v) ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÇÉÐÅÒÓÆÅÒÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

äÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 2ds 1 − R^2

, ÇÄÅ ds | ÅŒËÌÉÄÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ, R | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÃÅÎ- ÔÒÁ ÛÁÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÓÆÅ- ÒÙ x^2 + y^2 + z^2 = R^2 Œ 2 1 − R^2

ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÆÅÒÙ x^2 + y^2 + z^2 = R^2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÓÆÅÒÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 2R 1 − R^2 . ? ? ?

äŒÉÖÅÎÉÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ R Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ 1; i; j; k É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ i^2 = j^2 = k^2 = −1; ij = −ji = k; jk = −kj = i; ki = −ik = j; ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ. ðÏÌÏÖÉÍ

H^3 = {z + tj| z ∈ C ; t > 0}:

äÅÊÓÔŒÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ‚ = ( a b c d ) ∈ SL(2; C ) ÎÁ ÔÏÞËÉ ÁÂÓÏÌÀÔÁ C ÚÁ-

ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ‚z = az + b cz + d

. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ŒÉÄÁ q = z + tj; t > 0. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄŒÕÍÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ:

‚q = (aq + b)(cq + d)^{−1} = (qc + d)^{−1}(qa + b):

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, Ô.Å.

(qc + d)(aq + b) = (qa + b)(cq + d):

þÉÓÌÁ a; b; c É d ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (ad − bc)q = q(ad − bc). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË ad − bc = 1.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ‚q = z^′ + t^′j, ÇÄÅ t^′ > 0. õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ j(cz + d) = (cz + d)j É ad − bc = 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (aq + b)(cq + d) = (az + b)(cz + d) + act^2 + tj, ÐÏÜÔÏÍÕ

‚q =

(aq + b)(cq + d) |cq + d|^2 = (az + b)(cz + d) + act^2 + tj |cq + d|^2 : ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ‚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ‚ ÓÏÈÒÁ- ÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

‚q − ‚q^′ = (aq + b)(cq + d)^{−1} − (q^′c + d)^{−1}(q^′a + b) = (q^′c + d)^{−1}[(q^′c + d)(aq + b) − (q^′a + b)(cq + d)](cq + d)^{−1} = (q^′c + d)^{−1}(q − q^′)(cq + d)^{−1}:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, q^′c + d = (z^′c + d) + t—cj É cq^′ + d = (cz^′ + d) + tcj. ðÏÜÔÏÍÕ |q^′c + d| = |cq^′ + d|, Á ÚÎÁÞÉÔ,

|‚q − ‚q^′| = |q − q^′| |cq + d||cq^′ + d| : ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ‚ ÓÏ-

ÈÒÁÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ CA CB : DA DB . úÁÄÁÞÉ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÏÓÔÁŒÌÑ- ÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÅ ÌÉÂÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÉÌÉ ÄŒÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

3. ðÕÓÔØ A; B; C; D | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÁÂÓÏÌÀÔÁ ÄÌÑ ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÅ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁË ÔÏÞËÉ A É B, ÔÁË É ÔÏÞËÉ C É D.

4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ.

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÄŒÕÇÒÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ ÒÁŒÎÙ. Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ÄŒÕÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏŒ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÒÁŒÎÁ ı.

5. ðÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ. îÁÊÔÉ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÄŒÕÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ: Á) ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ; Â) ËÕÂÁ; Œ) ÏËÔÁÜÄÒÁ; Ç) ÉËÏÓÁÜÄÒÁ; Ä) ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

6. œÏÚØÍÅÍ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÏÞËÉ z_1; : : : ; z_{n+2} É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A = (a_{ij}); a_{ij} = ch(d_{ij} ), ÇÄÅ d_{ij} | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z_i É z_j. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ det A = 0.

7. ðÕÓÔØ R É r | ÒÁÄÉÕÓÙ ÄŒÕÈ (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ Œ R^n, d | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÃÅÎÔÒÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ | | | R^2 + r^2 − d^2 2Rr | | | ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÑÈ.

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ^3. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ?

œ ÌÅËÃÉÑÈ 2 É 5 ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÉÓØ Ó ÄŒÕÍÑ ÔÉÐÁÍÉ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÓÆÅÒÙ (ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ): ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ. óÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ ËÁË ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, Ô.Å. ÓŒÅÌÉ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÆÅÒÙ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÉÐÏŒ. ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÓÅÇÏ ÏÄÎÕ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, Ô.Å. ŒÓÅ ÅÅ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ. á ËÁË ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ? á ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ? œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅ- ÓËÉÊ ŒÏÐÒÏÓ, ÐÏÞÅÍÕ ÚÅÒËÁÌÏ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÒÁŒÏ É ÌÅŒÏ É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ŒÅÒÈ É ÎÉÚ. þÔÏÂÙ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÜÔÉÍÉ ŒÏÐÒÏÓÁÍÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÔÒÏ- ÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ (ÉÌÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ).

íÙ ÐÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ ÚÄÅÓØ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÈÏÄÏŒ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ. íÙ ËÁË ÂÙ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÎÉÈ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÈÏÄÏŒ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏŒÏÄÉÔØ ÄÏ ËÏÎÃÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÛÉÓØ ÌÉÛØ ÎÁÍÅËÏÍ, É ÏÓÔÁŒÉŒ ÐÏ ÐÕÔÉ ÓÅÒÉÀ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

3îÁÐÉÓÁÎÏ œ.ï.âÕÇÁÅÎËÏ

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ

üÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÍÙ ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÏÂÙÞÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. åÇÏ ÐÒÅÌÅÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ- ÒÅÎ, Ô.Å. ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÛËÏÌØÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÄÏŒÅÄÅÎÉÑ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÁÑ ËÒÏÐÏÔÌÉŒÁÑ ÒÁÂÏÔÁ. öÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÔØ ÌÀÂÏŒØ Ë ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÓÅÊÞÁÓ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÅÄËÏ. ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÉÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ; ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÆÅÒÕ ÉÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÓŒÏÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ.

éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË A; B É A^′; B^′ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ AB É A^′B^′ ÒÁŒÎÙ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ A Œ B, Á A^′ Œ B^′. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÌÉÂÏ ÜÔÏ, ÌÉ- ÂÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÅÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ Œ ÌÀÂÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÒÁŒÎÙÈ ÄÁÎÎÏÍÕ, ÄŒÅ ŒÅÒÛÉ- ÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ìÀÂÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ÐÏŒÏÒÏÔÁ É, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÓÅŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ’ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄŒÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ A É B É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ A_φ É B_φ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄŒÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ A Œ A_φ, Á B Œ B_φ. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-

ÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ −−→ AA_φ É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ) ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ A_φ. äÒÕÇÉÍ ÔÁËÉÍ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÏÓÅŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ A_φB_φ.

îÁÚÏŒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ É ÐÏŒÏÒÏÔÁ (ÂÅÚ ÏÓÅŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ!) É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ëÁË ŒÉÄÉÔÅ, ÕÄÁÌÏÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ! ðÒÁŒÄÁ, ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ (ÄŒÕÈ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ) ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ (ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ) ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÎÅÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄÅÊÓÔŒÕ- ÅÔ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 (ËÌÁÓÓÁÈ ÞÅÔÎÙÈ É ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞ, ÏÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÄÌÑ ÓÁ- ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 1. ïÓÅŒÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ | ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ. úÁÄÁÞÁ 2. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÏÓÅŒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ | ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ.

úÁÄÁÞÁ 3. äŒÉÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÉ 1 É 3 ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ûÁÌÑ, ÄÁÀÝÁÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÞÅÍ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ (ûÁÌÑ). ìÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÉÌÉ ÐÏŒÏÒÏÔ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ É ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÕÇÏÌ ÅÓÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ (Ó ÄÒÕÇÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ, ÎÏ ÎÁ ÔÏÔ ÖÅ ÕÇÏÌ).

õËÁÚÁÎÉÅ. þÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖ- ÎÙÈ ÔÏÞÅË ÄŒÉÖÅÎÉÑ. ôÁË ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÁÌÑ ÍÏÖÎÏ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ ÓÐÅÒŒÁ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ É ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÕÇÏÌ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ | ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÉÓÓÌÅÄÕÊÔÅ, ËÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÒÁŒÎÏ ËÁË É ÓÆÅÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1) É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ- ÞÅŒÓËÏÇÏ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. œÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÍÕ-ÔÏ ÐÏËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.

áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ

œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äŒÉÖÅÎÉÅ ’ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÆÅÒÙ, ÐÌÏ- ÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É Ô.Ð.) ÎÁÚÏŒÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ, ÎÅ ŒÙŒÏÄÑÝÉÍ ÚÁ ÐÒÅ- ÄÅÌÙ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÆÅÒÙ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É Ô.Ð.). âÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÒÉÑ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ’_x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [0; 1] ÔÁ- ËÁÑ, ÞÔÏ ’_0 = id (ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ), ’_1 = ’ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ A ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f(x) : x → ’_x(A) ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÐÏ x ÆÕÎËÃÉÑ.

úÁÄÁÞÉ 4{6 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ É ÐÏŒÏÒÏÔ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 5. äŒÉÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ. úÁÄÁÞÁ 6. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ.

á ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ŒÒÑÄ ÌÉ ÕÄÁÓÔÓÑ ÒÅÛÉÔØ ÂÅÚ ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 7. ïÓÅŒÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ | ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ. úÁÄÁÞÁ 8. ìÀÂÏÅ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ É ÏÓÅŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ, Ô.Å. ÐÁÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ {x; y} Ó ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ (x; x) = (y; y) = 1, (x; y). (úÄÅÓØ (·; ·) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.) œÓÅ ÔÁËÉÅ ÂÁÚÉÓÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ: ÔÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅËÔÏÒ x ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ŒÅËÔÏÒ y ÐÒÉ ÐÏŒÏÒÏÔÅ ÎÁ ÕÇÏÌ ı=2 ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÌÉ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌ- ËÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. œÙÂÏÒ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÄÁÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. þÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÓÔÒÏÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÕ- ÅÍ ÏÄÉÎ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {x^∗; y^∗}. ìÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ

{ x = a_1x^∗ + b_1y^∗ y = a_2x^∗ + b_2y^∗

íÁÔÒÉÃÁ

( a_1 b_1 a_2 b_2 ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ (x^∗; y^∗) Ë

ÂÁÚÉÓÕ (x; y).

úÁÄÁÞÁ 9. îÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÍÁÔÒÉ- ÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ±1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÉÍÅÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 1, Á ÍÅÖÄÕ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÍÅÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ −1.

œÙÂÏÒ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÄÁÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÉÂÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ (ÔÁËÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ), ÌÉÂÏ ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÂÁÚÉÓ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ (ÔÁËÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅ- ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ). ïÒÉÅÎÔÁÃÉÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ëÌÁÓÓÙ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ (ÉÚ ÔÒÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ!) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

ÔÁËÖÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ (ŒÓÐÏÍÎÉÔÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÆÉÚÉËÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÒÕËÉ).

ìÀÂÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ (ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ). óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏŒÙÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÓÆÅÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÏÂSSÅÍÌÀ- ÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÐÓÅŒÄÏÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (Ô.Å. ÔÒÏÅË ŒÅËÔÏÒÏŒ {(x; y; z)} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (x; y) = (x; z) = (y; z) = 0, (x; x) = (y; y) = 1, (z; z) = −1, ÇÄÅ (·; ·) | ÐÓÅŒÄÏÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁ- ÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (u; v) = u_xv_x + u_yv_y − u_zv_z. ïÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÍÏÄÅÌØÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ Œ

C P^2 , ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ËÏÎÃÅ ÌÅËÃÉÉ 3.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ Ë ËÕÒÓÕ \çÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ"

• áÄÁÍÁÒ ö. îÅÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, | í. 1952

• áÌØÆÏÎÓ ì. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ íčÂÉÕÓÁ Œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ, í.: íÉÒ, 1986

• âÅÒÄÏÎ á. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, | í.: îÁÕËÁ, 1986

• âÅÒÖÅ í. çÅÏÍÅÔÒÉÑ, Ô.2, | í.: íÉÒ, 1984

• âÕÚÅÍÁÎ ç., ëÅÌÌÉ ð. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÅ- ÔÒÉËÉ, | í.: éÚÄ-ŒÏ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1957

• çÉÌØÂÅÒÔ ä., ëÏÎ-æÏÓÓÅÎ ó. îÁÇÌÑÄÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, | í.: îÁÕËÁ, 1981

• çÏÌÕÂÅŒ œ.œ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, | í.{ì.: çéôôì, 1941

• äÕÂÒÏŒÉÎ â.á., îÏŒÉËÏŒ ó.ð., æÏÍÅÎËÏ á.ô. óÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÑ. íÅÔÏÄÙ É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ, | í.: îÁÕËÁ, 1986

• ëÌÅÊÎ æ. îÅÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, | í.{ì.: ïîôé, 1936

• ëÌÅÍÅÎÓ ç. íÏÚÁÉËÁ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ, | í.: íÉÒ, 1984 • ìÏÂÁÞÅŒÓËÉÊ î.é. éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÔÒÕÄÙ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, | í.: éÚÄ-ŒÏ áî óóóò, 1956 • îÏÒÄÅÎ á.ð. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, | í.: çéôôì, 1953 • óËÏÔÔ ð. çÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, | í.: íÉÒ, 1986 • óÍÏÇÏÒÖÅŒÓËÉÊ á.ó. ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, | í.: çéôôì, 1957 • ôÉÈÏÍÉÒÏŒ œ.í. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, | í.: íë îíõ, 1993 • üÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Ô.5, | í.: îÁÕËÁ, 1966