ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

à.í.âÕÒÍÁÎ

ðÒÏÞÉÔÁÎÙ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ëÏÌÌÅÄÖÁ îíõ Œ ÏÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 1996 Ç.

1 çÒÕÐÐÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ D(TT^2) ÇÒÕÐÐÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÔÏÒÁ, Ô.Å., ÅÇÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ ÓÅÂÑ, ÓÏÈÒÁÎÑ- ÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. óÉÍŒÏÌÏÍ D_0(TT^2) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ D(TT^2), ÓÏ- ÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ, Ô.Å., ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ P_t, ÇÄÅ P_0 = P | ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ D_0(TT^2), Á P_1 = Id. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ D_0(TT^2) ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÁ, É ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ Map(TT^2) = D(TT^2)/D_0(TT^2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÏÐÒÏÓÔÕ ÇÏŒÏÒÑ, Map(TT^2) ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÈÒÁÎÑÀ- ÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÔÏÒÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ (É ÕÍÎÏÖÁÅ- ÍÙÈ) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ.

çÒÕÐÐÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Õ ÔÏÒÁ, Á Õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É Ó ËÒÁÅÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 çÒÕÐÐÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÔÒÉŒÉ-

ÁÌØÎÁ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÕÞÛÅ ŒÓÅÇÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÎÅ Ó ÛÁÒÏÍ, Á Ó ËÕÂÏÍ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ | ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÅÅ.

îÁÒÉÓÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÔÏÒÅ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÓÑ ËÒÉŒÕÀ α (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ËÒÉŒÙÅ \ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ"). ìÅÇËÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÔÏÒÅ ÂÙŒÁÀÔ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ: ÏÄÎÉ | ÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÅ | ÒÅÖÕÔ ÔÏÒ ÎÁ ÄÉÓË É \ÒÕÞËÕ" (ÔÏÒ Ó ÄÙÒËÏÊ), Á ÄÒÕÇÉÅ | ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÅ | ÎÅ ÒÅ- ÖÕÔ ÔÏÒ ŒÏŒÓÅ, Á ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔ ÅÇÏ Œ ÃÉÌÉÎÄÒ, Ô.Å. ÓÆÅÒÕ Ó ÄŒÕÍÑ ÄÙÒËÁÍÉ. äŒÅ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, É ÐÒÉÞÅÍ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ (Ô.Å., ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØ É ÍÅÒÉÄÉÁÎ ÔÏÒÁ | ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÔÏÒ ÐÏ ÐÁÒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ α É β (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ É ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔ, Ô.Å., ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ÄÉÓË. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ðÏÄÇÒÕÐÐÁ Map(TT^2), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏ-

ÈÒÁÎÑÀÝÉÈ α É β, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ZZ_2.

ZZ_2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ α É β. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Map(TT^2) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÔÏÒÁ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ α É β ÌÉÂÏ ÏÂÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÏÂÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔ φ ∈ Map(TT^2) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÕÄÁ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ α É β, ÐÌÀÓ ÓŒÏÉÍ \ÚÎÁËÏÍ". ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÐÁÒ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÔÏÒÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ÜÔÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ Œ ŒÉÄÅ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÇÒÁÆÁ X, ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÁÔ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÈ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ (ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÀÔÓÑ), Á ÒÅÂÒÏ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ

ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÓÅÄÎÉÅ, Ô.Å., ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÔÅÌÅÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ. ïÓÎÏŒÎÏÊ ÆÁËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ

ôÅÏÒÅÍÁ 1 çÒÁÆ X ÓŒÑÚÅÎ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒŒÅÄÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ íÏÒÓÁ. çÌÁÄ- ËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ f : M → IR ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ íÏÒÓÁ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÙ É ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÕÒÏŒÎÑÈ. ðÅÒŒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ M | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÈ G(x) = ∂^2f(x)/∂x_i∂x_j ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ x, y ∈ M , ÔÏ f(x) ≠ f(y). äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ G(x), Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x ÎÕÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_1, . . . , x_n, ÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G(x) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ. õ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ íÏÒÓÁ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ | ÉÎÄÅËÓ. éÎ- ÄÅËÓÏÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉÃÙ G(x) (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ). åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÄŒÕÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÂÙŒÁÀÔ ÔÏÞËÉ ÉÎÄÅËÓÁ 0 | ÜÔÏ ÔÏÞËÉ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÎÄÅËÓÁ 2 | ÔÏÞËÉ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, É ÉÎÄÅËÓÁ 1 | ÓÅÄÌÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M = TT^2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÔÏÞËÉ x, y ∈ TT^2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ f(x) = f(y)(^{def}= a), É ÔÏÞËÉ x É y ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓŒÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M_a = {z ∈ TT^2 | f(z) = a}. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Y_f | ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÏÒÁ ÐÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ (ÄÅÔÁÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÓÁÍÉ), ÞÔÏ Y_f | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, Ô.Å., ÐÏ- ÐÒÏÓÔÕ ÇÏŒÏÒÑ, ÇÒÁÆ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÞËÁÍ f. íÉÎÉÍÕÍÕ ÉÌÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÉÓÑÞÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ, Á ÓÅÄÌÕ | ŒÅÒÛÉÎÁ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 3. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÁÆÁ Y_f ÎÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÁ | ÏÎ ÓŒÑÚÎÙÊ É ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÃÉËÌ (ÐÒÉ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÉ ÉÚ ÎÅÇÏ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÇÒÁÆ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ). äÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÆÁËÔÁ | ÈÏÒÏÛÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÞËÕ α ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ Y_f , ŒÈÏÄÑÝÅÍ Œ ÃÉËÌ. ôÏÞËÁ α ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓŒÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÕÒÏŒÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ f, Ô.Å., ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÔÏÒÅ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÃÉËÌ, ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÁÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ŒÙÂÏÒÁÍ ÒÅÂÅÒ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÇÒÁÆÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÇÏ- ÍÏÔÏÐÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ íÏÒÓÁ f : TT^2 → IR ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, Ô.Å., ŒÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ X. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÕÀ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ α ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ { ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎË- ÃÉÀ íÏÒÓÁ f, ÉÍÅÀÝÕÀ α ÓŒÏÅÊ ÌÉÎÉÅÊ ÕÒÏŒÎÑ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ α | ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÁÑ, ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÒÅÂÒÅ

ÇÒÁÆÁ Y_f ŒÈÏÄÉÔ Œ ÃÉËÌ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ α_0 É α_1 | ÄŒÅ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f_0 Œ ÆÕÎËÃÉÀ f_1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ íÏÒÓÁ ÎÁ ÔÏÒÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ, Ô.Å., ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÇÏÍÏÔÏÐÉÒÏŒÁÔØ f_0 Œ f_1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ f_t ÂÙÌÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ íÏÒÓÁ | ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÅÍ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3 äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ íÏÒÓÁ f0 É f1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏ-

ÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÉÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ f_t ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ t, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÈ, f_t | ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒÓÁ. ðÒÉ ÜÔÉÈ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ \ËÁÔÁÓÔÒÏÆ": ÌÉÂÏ ÄŒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ, ÉÎÄÅËÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ É ÐÒÏÐÁÄÁÀÔ (ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ | ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ), ÌÉÂÏ ÄŒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÏÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÕÒÏŒÅÎØ.

äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ | ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÅËÃÉÊ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏËÁ ÆÕÎËÃÉÑ f_t ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ íÏÒÓÁ, ÇÒÁÆ Y_{ft} ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÒÕÅÔÓÑ. ðÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÍÏÇÕÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ t | \ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉÞÅÓËÏÅ". óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ 3, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅŒ.

óÌÕÞÁÊ ÒÏÖÄÅÎÉÑ{ÕÎÉÞÔÏÖÅÎÉÑ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÅÎ. ïÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÑŒÌÅ- ÎÉÀ ÉÌÉ ÐÒÏÐÁÄÁÎÉÀ Õ ÇÒÁÆÁ Y_f ŒÉÓÑÞÅÇÏ ÒÅÂÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏÅ ÒÅÂÒÏ Œ ÃÉËÌ ŒÈÏÄÉÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÏÖÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÔÒÁÉŒÁÅÔÓÑ. þÔÏ ËÁ- ÓÁÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁÃÉÊ, ËÏÇÄÁ ÄŒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ ÐÏÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÏÄÉÎ ÕÒÏŒÅÎØ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÜÔÏ ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÉ | ÓÅÄÌÁ. þÔÏÂÙ Ó ÎÉÍÉ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏ- ÄÉÔ, ËÏÇÄÁ ÕÒÏŒÅÎØ ÆÕÎËÃÉÉ íÏÒÓÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÄÌÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÕÒÏŒÎÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÓÅÄÌÏ ÉÍÅÅÔ \ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ" | ŒŒÅÒÈ ÉÌÉ ŒÎÉÚ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÕÒÏŒÅÎØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ | ÎÁÄËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÌÉ ÐÏÄËÒÉ- ÔÉÞÅÓËÉÊ). îÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÌÉÎÉÑ Ó ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÅÅ \ÐÏÌÏŒÉÎËÁÍ" (ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÜÔÕ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÌÉÎÉÀ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ Œ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ).

åÓÌÉ ÄŒÁ ÓÅÄÌÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÕÒÏŒÎÅ, ÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕ- ÞÁÅŒ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ 6), Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, Œ ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ \ÎÁÐÒÁ- ŒÌÅÎÙ" ÜÔÉ ÓÅÄÌÁ É ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ É ÄÅÌÑÔÓÑ | ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÉÌÉ ÎÅÔ. íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÔÏÖÅ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÙ | ÎÉËÁËÉÈ ËÁÔÁÓÔÒÏÆ ÎÅ ÐÒÏ- ÉÓÈÏÄÉÔ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ a) ÐÏËÁÚÁÎÙ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ É ÐÏÄËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÕÒÏŒÎÉ (ÎÁÄËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÕÒÏŒÅÎØ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ) ÆÕÎËÃÉÉ f_t ÐÒÉ ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉ- ÞÅÓËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t = t_∗. œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄ- É ÎÁÄËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÕÒÏŒÎÉ ÓŒÑÚÎÙ, Á ÎÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÌÅÖÁÔ ÄŒÁ ÓÅÄÌÁ. ðÒÉ t < t_∗

A B

a) t = t_∗

A B

b) t < t_∗

A B c) t > t_∗ d)

1

2

òÉÓ. 1: åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ

ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÕÒÏŒÅÎØ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓÅÄÌÕ A, ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÕÒÏŒÎÑ, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÅÄÌÕ B (ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÏŒÎÉ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ b)), Á ÐÒÉ t > t_∗ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÏŒÎÉ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ c)). îÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÕÒÏŒÎÑÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ. üÔÉ ÕÒÏŒÎÉ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ d) (ÐÏËÁÚÁÎÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ; ÌÉÎÉÑ 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ t < t_∗, Á ÌÉÎÉÑ 1^′ | t > t_∗). œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÓÏÓÅÄÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t = t_∗ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÀÀ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÅÒÅŒÅÌÉ ÏÄÎÕ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÄÒÕÇÕÀ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, Ô.Å., ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ X. ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÁÒÕ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ α É β (ÐÁÒÁÌÌÅÌØ É ÍÅÒÉÄÉÁÎ ÔÏÒÁ), Ô.Å., ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ γ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ, ÓÏÓÅÄÎÀÀ É Ó α, É Ó β (ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÒÁÚŒÅÒÔËÅ ÔÏÒÁ γ ÉÚÏÂÒÁÖÁ- ÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ËŒÁÄÒÁÔÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Map(TT^2). üÌÅÍÅÎÔ σ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ α Œ β, Á β Œ α (ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÒÁÚŒÅÒÔËÅ ÔÏÒÁ ÏÎ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔÕ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÁ π/2), Á ÜÌÅÍÅÎÔ ϱ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ β ÎÁ ÍÅÓÔÅ, Á α ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ γ (ÎÁ ÒÁÚŒÅÒÔËÅ ÏÎ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÅÒÅËÌÅÊËÁ ŒÄÏÌØ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌÉ ÐÌÀÓ ÓÄŒÉÇ). üÌÅÍÅÎÔ σ^2 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ α É β, ÎÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÍÅÎÑÅÔ ÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ.

ìÅÍÍÁ 1 ðÏÄÇÒÕÐÐÁ Map(TT^2), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÏÓÔÁŒÌÑÀ-

ÝÉÈ β ÎÁ ÍÅÓÔÅ (ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab_β ŒÅÒÛÉÎÙ β Œ ÇÒÁÆÅ X) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ϱ É σ^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÌÅÍÅÎÔ σ^2, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ϱ: ϱσ^2 = σ^2ϱ. (1)

òÁÚÒÅÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÒ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ β | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÃÉÌÉÎÄÒ. åÓÌÉ ÔÅ- ÐÅÒØ φ ∈ Stab_β, ÔÏ φ(α) | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÓÏÓÅÄÎÑÑ Ó β (ÜÌÅÍÅÎÔÙ Map(TT^2),

ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÎÁ ÇÒÁÆÅ X, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÓÅÄÓÔŒÁ | ŒÓÐÏÍÎÉÔÅ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). îÁ ÒÁÚÒÅÚÁÎÎÏÍ ÔÏÒÅ φ(α) ÉÚÏÂÒÁ- ÚÉÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÃÉÌÉÎÄÒÁ. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÌÁÓ- ÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÔÁËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÆÕÎÄÁ- ÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÃÉÌÉÎÄÒÁ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ϱ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ α Œ φ(α). ïÓÔÁÌÏÓØ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ σ^2.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 2 üÌÅÍÅÎÔÙ σ É ϱ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕÐÐÕ Map(TT^2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ φ ∈ Map(TT^2). óÏÅÄÉÎÉÍ Œ ÇÒÁÆÅ X ŒÅÒÛÉÎÕ

α_n^{def}= φ^{−1}(α) Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ α_0^{def}= α ÐÕÔÅÍ α_1, . . . , α_{n−1} (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 1). ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ψ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÂÒÏ α_{n−1}α_n ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÒÅÂÒÏ αβ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ψ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ôÏÇÄÁ ŒÅÒÛÉÎÁ ψ(φ^{−1}(β)) | ÓÏÓÅÄÎÑÑ Ó β, É ÐÏÜÔÏÍÕ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ l ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ϱ^l ψφ^{−1} ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ α É β. úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ, ÅÓÔØ ÌÉÂÏ σ, ÌÉÂÏ σ^3, É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ (ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÆÏÒÍÕÌÙ (1)) üÌÅÍÅÎÔ σ^2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ

ÃÅÎÔÒÕ Map(TT^2).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ: ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ φ ∈ Map(TT^2) É ËÁÖÄÏÇÏ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ α É φ^{−1}(α), ÐÏÌÕÞÉÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

φ = (σ^2)σϱ^{l1} . . . σϱ^{ln} . (2)

(ÞÌÅÎ Œ ÓËÏÂËÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÌÉ ÎÅ ÂÙÔØ). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Œ ÇÒÁÆÅ X ÅÓÔØ ÄŒÁ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ α É φ^{−1}(α) (Ô.Å., ÅÓÔØ ÃÉËÌÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ α), ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ φ ∈ Map(TT^2) Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, Ô.Å., ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Œ ÇÒÕÐÐÅ Map(TT^2). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ É ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

σ^4 = 1 (3)

ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁË ÐÏÌÕÞÅÎÏ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÃÉËÌ α → β → α ÄÁÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3), Á ÃÉËÌ α → β → γ → α ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

(ϱσ)^3 = σ^2. (4)

ôÅÏÒÅÍÁ 3 çÒÕÐÐÁ Map(TT^2) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (1), (3) É (4).

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÁËÏŒÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÇÒÁÆÅ X. ïÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄŒÕÍ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁÍ ÆÕÎËÃÉÊ, f^0_t É f^1_t , Õ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ | ÜÔÏ \ÄŒÕÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ" ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 | ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÄŒÁ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ ÄŒÕÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ f^τ_t , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ τ , ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÄÁÅÔ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÈÏÖÅÅ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ 3, Á ÐÒÉ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ | \ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉÞÅÓËÉÈ" | ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ τ ÉÍÅÅÔ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÔÉÐÙ ËÏÔÏÒÙÈ, ÏÄ- ÎÁËÏ, ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ (ÎÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ: ÄŒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ, É ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÕÒÏŒÎÅ ÅÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ). åÓÌÉ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÈÏÄ ÞÅÒÅÚ \ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉÞÅÓËÏÅ" ÚÎÁÞÅÎÉÅ τ ÌÉÂÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏŒÁ (2) ŒÏŒÓÅ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4). ôÏ ÅÓÔØ, ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (1), (3) É

(4), ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ SL(2, ZZ). üÔÏ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÐÏ ÏÂÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÎÏ ÚÁÂÁŒÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÉÄÔÉ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ | ÄÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ Map(TT^2) = SL(2, ZZ) (É ÄÁÖÅ Map(TT^n) = SL(n, ZZ)) ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ (É ÎÁÍÎÏÇÏ ÐÒÏÝÅ . . . ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÔÏÒ ËÁË ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ IR^n ÐÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊÓÑ Œ ÎÅÍ ÒÅÛÅÔËÅ ZZ^n. ôÏÇÄÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÒÁ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ IR^n, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÒÅÛÅÔËÕ. ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ | ÜÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 | ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ (Œ ËÌÁÓÓÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÒÅÛÅÔËÕ).

ëÓÔÁÔÉ, ÅÓÌÉ ÕÂÒÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1) É (3), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÚÁÄÁÎ- ÎÁÑ ÄŒÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (4). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÇÒÕÐÐÁ ËÏÓ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÉÔÅÊ, Á Map(TT^2) = SL(2, ZZ), ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÏÊ.

þÔÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÏÞØ . . .

ôÅÍ ÖÅ ÍÅÔÏÄÏÍ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Map(TT^2), ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ É ÇÒÕÐÐÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ËÒÁÑ (ÜÔÏ ÏÔÞÁÓÔÉ ÏÐÒÁŒÄÙŒÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ). îÁÞÁÌÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÐÏÞÔÉ ÔÁËÏÅ ÖÅ | ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÇÒÁÆ X (ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÅÇÏ ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÕÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ g ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÀÝÉÈ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ, ÇÄÅ g | ÒÏÄ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ) É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÓŒÑÚÅÎ. ó ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ, ÐÒÁŒÄÁ, ÓÌÏÖÎÅÅ (ËÒÏÍÅ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÞÅÔÙÒÅÈ- É ÐÑÔÉÞÌÅÎÎÙÅ), ÎÏ ÐÒÉÎÃÉÐ ÔÏÔ ÖÅ. üÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÄÅÌÁÎÏ Œ ÓÔÁÔØÅ [16].

2 ôÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÓÅÞÅÎÉÊ 2.1 ôÏÎËÁÑ É ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p : X → M ÓÏ ÓÌÏÅÍ N (ÇÄÅ X, M É N | ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ p ÇÌÁÄËÏÅ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ C(X) ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, Ô.Å. ÔÁËÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ f : M → X, ÞÔÏ p ∘ f = id_M . þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ C(X), ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Ô.Å., ÎÅËÉÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ

A = {A ⊂ C(X)}, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ C(X) ÏÔËÒÙÔÙÍ,

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∈ A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f ∈ A ⊂ B (ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ A ÏÂÌÁÄÁÌÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ A_1, A_2 ∈ A ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÏÅ A_3 ∈ A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A_3 ⊂ A_1 ∩ A_2). îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ IR^n (ÉÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÂÁÚÕ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ.

œ C^0-ÔÏÎËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ õÉÔÎÉ ÂÁÚÕ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ C(U ). úÄÅÓØ U | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ p(U ) = X, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(U ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ f : M → X, ÇÒÁÆÉËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ U .

ðÒÉÍÅÒ: ðÕÓÔØ M = N = IR É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ X ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ IR → IR). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ g ≡ 0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ C(X), ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ϵ(t) > 0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÀ f(t) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ |f(t)| < ϵ(t).

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ õÉÔÎÉ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ \ÔÏÎËÁÑ", Ô.Å., Œ ÎÅÊ ÍÁÌÏ ÓÈÏÄÑ- ÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4 ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÊ fn ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÅÞÅÎÉÀ f

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔ K ⊂ M ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f_n|_K → f|_K ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ, É ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n f_n(x) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f(x) ÐÒÉ x /∈ K. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ ÔÁ-

ËÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n ∈ M , ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f_n(x_n) ≠ f(x_n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_n ÔÏÞËÉ x_n ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ U_n ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ n ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V_n ÔÏÞËÉ f(x_n) ∈ X ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ p(V_n) = U_n (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, V_n ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ n ÔÏÖÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ), É V_n ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÇÒÁÆÉ- ËÏÍ ÓÅÞÅÎÉÑ f_n. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K_n ⊂ U_n, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ X, ËÏÔÏÒÏÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÌÏÅÍ N_y ⊂ X ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ y ∈ K_n ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ V_n ∩ N_y, Á ÓÌÏÉ ÎÁÄ ŒÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÃÅÌÉËÏÍ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ W ÏÔËÒÙÔÏ, É ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(W ) ⊂ C(X). ïÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ f, ÎÏ

ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ f_n | ŒÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5 åÓÌÉ ft → f0 ÐÒÉ t → 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ϵ > 0 É

ËÏÍÐÁËÔ K ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f_t(x) = f_0(x) ÐÒÉ x /∈ K É t < ϵ, É f_t ´ f_0 ÎÁ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ: ÅÓÌÉ ÔÁ-

ËÏÇÏ ϵ É ËÏÍÐÁËÔÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t_n → 0 É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n ∈ M , ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f_{tn} (x_n) ≠ f_0(x_n). ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 4 f_{tn} ↛ f_0 ŒÏÐÒÅËÉ ÕÓÌÏŒÉÀ f_t → f_0 ÐÒÉ t → 0.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 4 É 5 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÔÏÎËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÅ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ \ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÊ" ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ M = N = IR É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ X ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ f_t(x) = f(x) + t ŒÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÙŒÎÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ, ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ f_t(x) = tf(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ f_t(x) = f(x + t) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ f(x) = const. ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ. èÕÖÅ ÔÏÇÏ,

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6 åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ C^0-ÔÏÎËÁÑ ÔÏ-

ÐÏÌÏÇÉÑ Œ C(X) ÎÅÍÅÔÒÉÚÕÅÍÁ (Ô.Å., ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ M = N = IR É ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X, ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÕÓÔØ K_n ⊂ IR | ËÏÍÐÁËÔÙ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÉËÁËÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÕ Œ IR, É ÐÕÓÔØ f_n : IR → IR | ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ K_n.

ðÕÓÔØ ÔÏÎËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ϱ. óÅÍÅÊÓÔŒÏ f^t_n = tf_n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ f_n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ δ_n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ϱ(δ_nf_n, 0) < 1/n. ôÏÇÄÁ δ_nf_n → 0, ŒÏÐÒÅËÉ õÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÀ 4.

âÏÌÅÅ ÐÒÉŒÙÞÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ | ËÏÍÐÁËÔÎÏ- ÏÔËÒÙÔÁÑ. œ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ f_n → f ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ M , Á ÂÁÚÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ C(K, V ). úÄÅÓØ K ⊂ M | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ËÏÍÐÁËÔ (ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÎÁÄ K ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ), V ⊂ N | ÏÔËÒÙÔÏ, É C(K, V ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÅÞÅÎÉÊ f : M → X ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(x) ∈ V ÐÒÉ x ∈ K (Á ŒÎÅ K | ËÁË ÕÇÏÄÎÏ). ëÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÁÑ C^0-ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ C(X) ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÁ. œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ M ÎÕÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÍÅÔÒÉËÕ ϱ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ N É ÐÏÌÏÖÉÔØ r(f, g) = sup_{x∈M} ϱ(f(x), g(x)). œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ M ŒÏÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÍÅÔÒÉËÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X Ó M = N = IR (ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÎÕÖÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏŒÁ ÐÒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ): ÐÕÓÔØ p_n(f, g)^{def}= sup_{n≤|x|≤n+1} |f(x) − g(x)|, ÔÏÇÄÁ ÍÅ-

ÔÒÉËÁ r(f, g)^{def}= ∑_∞ n=0 2^{−n}p_n(f, g)/(1 + p_n(f, g)).

óÒÁŒÎÉÍ ÔÏÎËÕÀ É ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. ðÒÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ M ÜÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÒÉ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÍ M ÔÏÎËÁÑ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÑ (ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ. . . ) ÔÏÎØÛÅ, Ô.Å., ÂÁÚÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÎËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÉÅ ÆÁËÔÙ:

• åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÏ (ÚÁÍËÎÕÔÏ) Œ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ (ÓÏÏÔŒ., ÚÁÍËÎÕÔÏ) Œ ÔÏÎËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÎÏ ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ).

• \ôÏÎËÏÅ" ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÅÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ; ÏÔÓÀÄÁ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ, ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ Œ ÔÏÎËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (Ô.Å., ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ), ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ É Œ ËÏÍÐÁËÔÎÏ- ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÎËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÁ ÄÌÑ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÊ Ï ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ.

2.2 íÁÓÓÉŒÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÍÁÓÓÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÁÓ- ÓÉŒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÁÓÓÉŒÎÏ. íÁÓÓÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÏÔ- ËÒÙÔÙÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÍÁÓÓÉŒÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ IR ÐÏÄÈÏÄÉÔ). äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÁÓÓÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ É ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÍ (É ÄÁÖÅ ÎÅÐÕÓÔÙÍ). åÓÌÉ ÜÔÏ ŒÓÅ ÖÅ ŒÅÒÎÏ (Á ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ \ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÈ" ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ), ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ âÜÒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(X) Ó ÔÏÎËÏÊ C^0-ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ

ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ âÜÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏ-

ÐÏÌÏÇÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ \ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ" ÍÅÔÒÉËÏÊ r. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ B, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ C(X). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÒÁ B ∈ B ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ r(B) > 0. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ B ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. œÓÑËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ∈ B.

2. œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

3. åÓÌÉ B_1 ⊃ B_2 ⊃ . . . ⊃ B_n ⊃ . . ., É r(B_n) → 0, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂ n B_n ÎÅÐÕÓÔÏ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÔÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(X) É Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ. œÏÏÂÝÅ, ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÚÄÅÓØ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ âÜÒÁ ÄÌÑ C(X) ÐÒÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ M ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÍÁÓÓÉŒÎÏ, A = ⋂ n A_n. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ, Ô.Å. ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ C ∩ A_1. ïÎÏ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÏÔËÒÙÔÏ. œÏÚØ- ÍÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ B_1 ⊂ C ∩ A_1 ÒÁÄÉÕÓÁ r(B_1) < 1 É ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C_1 ⊂ B_1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ C_1 ∩ A_2 | ÏÎÏ ÏÐÑÔØ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÏÔËÒÙÔÏ, ŒÏÚØÍÅÍ B_2 ⊂ C_1 ∩ A_2 ÒÁÄÉÕÓÁ r(B_2) < 1/2, É Ô.Ä. ðÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÛÁÒÏŒ B_1 ⊃ B_2 ⊃ . . . ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. üÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÅÖÉÔ Œ A ∩ C, ËÏÔÏÒÏÅ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÅÐÕÓÔÏ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, \ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ" ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M ÎÅ- ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÍÅÔÒÉËÉ É ÎÅÔ ÛÁÒÏŒ, ÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÐÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ËÌÁÓÓ B ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1{3. œÏÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÑ É M = N = IR. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ B(α, β), ÇÄÅ α = {α_n} É β = {β_n} | ÄŒÅ ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (n = 0, ±1, ±2, . . .). íÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ B(α, β) ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ α_n ≤ f(x) ≤ β_n ÐÒÉ n ≤ x ≤ n + 1. \òÁÄÉÕÓÏÍ" r(B(α, β)) ÎÁÚÏŒÅÍ ÞÉÓÌÏ sup_n(β_n − α_n). œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ M É N ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ | ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ !

öÁÒÇÏÎ: ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÔÏ- ÞÅË, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, É Ô.Ð.), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ A, ÍÁÓÓÉŒÎÏ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÉÌÉ ÄÌÑ ÔÉ- ÐÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ).

2.3 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÔÒÕÊ

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.1 ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÏÎËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÉÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ | ÏÎÁ ÎÉËÁË ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ÇÌÁÄËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑÈ M É X É ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÊ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ ÜÔÏÔ ÎÅ- ÄÏÓÔÁÔÏË, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄŒÁ ÐÏÎÑÔÉÑ | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ r-ÓÔÒÕÊ X^{(r)} → M É r-ÓÔÒÕÀ J_r (f) ÓÅÞÅÎÉÑ f : M → X. óÁÍÁ r-ÓÔÒÕÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÅÞÅ- ÎÉÅÍ J_r(f) : M → X^{(r)}. ôÏÇÄÁ ÔÏÎËÁÑ C^r-ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^r(X) ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ A ⊂ C^r(X) ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ r-ÓÔÒÕÊ ÜÔÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÔÏÎËÏÊ C^0-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C(X^{(r)}).

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÔÒÕÑ ÜÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÓÅ- ÞÅÎÉÑ f ÄÏ r-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, Á ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X^{(r)} ÜÔÏ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. æÏÒ- ÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁÔØ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ Œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ M = IR^n, ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ X ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Á ÓÌÏÊ N = IR. ôÏÇÄÁ ÓÅÞÅÎÉÅ f ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ IR^n → IR. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ X^{(r)} Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÖÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÓÌÏÊ ÅÇÏ ÜÔÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_{r,n} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ r ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ p_1, . . . p_n.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÌÏÑ ÒÁŒÎÁ d_r = ∑_r k=0 ( n + k − 1 n − 1 ) . ïÐÅÒÁÔÏÒ J_r (f) ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ôÅÊÌÏÒÁ

J_r (f)(x) = ∑ α1, . . . , α_n ≥ 0 α1 + . . . + α_n ≤ r 1 α_1! . . . α_n! ∂^{α1+...+αn} f(x) ∂x^{α1}_1 . . . ∂x^{αn}_n p^{α1}_1 . . . p^{αn}_n (5)

œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ IR^n ÓÏ ÓÌÏÅÍ N = IR^m ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÑ X^{(r)} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ IR^n → IR^m, ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ r. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÌÏÑ ÒÁŒÎÁ md_r. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X^{(r)}, ÎÏ ÈÏÞÅÔÓÑ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÄÁÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ X^{(r)} É ÓÅÞÅÎÉÅ J_r (f) ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ, ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ r. óÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X^{(1)} ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ m ∈ M ÓÏÓÔÁ- ŒÌÑÀÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L : T_mM → T_xX, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m = p(x) É dp ∘ L = Id : T_mM → T_mM . ïÐÅÒÁÔÏÒ J_1 ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÅÞÅÎÉÀ f ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ df(m) : T_mM → T_{f(m)} X.

ðÒÉÍÅÒ: ðÕÓÔØ X = M × IR ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. óÅÞÅÎÉÑ X ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ φf (x) = ( x, f(x) ) , ÇÄÅ f : M → IR | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. óÌÏÊ X^{(1)} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ L : T_mM → T_{(m,α)}X = T_mM × IR, Ô.Å., L = (~ L, λ ) , ÇÄÅ ~L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T_mM → T_mM , Á λ : T_mM → IR | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. õÓÌÏŒÉÅ dp ∘ L = Id ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ~L = Id. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÊ X^{(1)} ÜÔÏ IR × T^∗_mM (ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÕ α, ŒÔÏÒÏÊ | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ λ), É X^{(1)} = IR × T^∗M . 1-ÓÔÒÕÑ J_1(φ_f )(x) = ( f(x), df(x) ) , ÇÄÅ df | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ.

îÁ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ 1-ÓÔÒÕÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÙÍ ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ X. œ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ 1-ÓÔÒÕÊ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ X^{(1)} ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉÛØ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÌÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÅÎ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ mn, ÇÄÅ m = dim M É n = dim N .

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ J_{r+1} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ J_r É ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ J_1 ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (X^{(r)})^{(1)} → M . (X^{(r)})^{(1)} → M ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ 1-ÓÔÒÕÊ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X^{(r)} → M . òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (r +1)-ÓÔÒÕÊ X^{(r+1)} ÜÔÏ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (X^{(r)})^{(1)} → M , ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ J_{r+1}.

œ ÓÌÕÞÁÅ M = IR^n, X = IR^n × IR ÉÍÅÅÍ X^{(r)} = IR^n × P_{r,n}, J_r ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5). óÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (X^{(r)})^{(1)} → M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ p_1, . . . , p_n É q_1, . . . , q_n, ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ q É ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ŒÙÛÅ r ÐÏ p. X^{(r+1)} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ q_i = p_i, ÞÔÏ ËÁË ÒÁÚ É ÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ r + 1.

åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ŒŒÅÄÅÎÙ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_1, . . . , x_m, Á ÎÁ ÓÌÏÅ N ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X | ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y_1, . . ., y_n, ÔÏ ÎÁ ÓÌÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X^{(r)}, ÌÅÖÁÝÉÍ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x, ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ | ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÔÒÕÉ J_r (f)(x) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÅÞÅÎÉÑ f ÐÏ x (ŒËÌÀÞÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Ô.Å., ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ). üÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÂÕ- ÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ξ^k (1 ≤ k ≤ n), ξ^k_i (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ n), ξ^k_{i1i2} (1 ≤ i_1 ≤ i_2 ≤ m, 1 ≤ k ≤ n), . . . , ξ^k_{i1...ir} (1 ≤ i_1 ≤ . . . ≤ i_r ≤ m, 1 ≤ k ≤ n). ëÁË ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ j ÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X^{(r)} ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ m ∈ M ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ j = J_r(f)(m), ÇÄÅ f | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X. ïÄÎÁËÏ ÎÅ ŒÓÑËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X^{(r)} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ J_r (f). üÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ŒÉÄÎÏ ÕÖÅ Œ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X = M × IR. úÄÅÓØ X^{(1)} = IR × T^∗M , É ÓÅÞÅÎÉÅ X^{(1)} ÜÔÏ ÐÁÒÁ ( f(m), ν(m) ) , ÇÄÅ f | ÆÕÎËÃÉÑ, Á ν | 1-ÆÏÒÍÁ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÅÞÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ŒÉÄ J_1(f), ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ν = df (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÁ ν ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÏÊ). óÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X^{(r)} ŒÉÄÁ J_r(f) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍÉ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ C^0-ÔÏÐÏÌÏÇÉÑÍ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÕÀ É ÔÏÎËÕÀ C^r-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ôÏÎËÁÑ C^r-ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ C(U ), ÇÄÅ U | ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X^{(r)}, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ p^{(r)}(U ) = M (p^{(r)} | ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X^{(r)} → M ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ C(U ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÅÞÅÎÉÊ f : M → X, ÇÒÁÆÉËÉ r-ÓÔÒÕÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ U . ëÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÁÑ C^r-ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ M ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÄÏ r-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. œÓÅ ÓËÁ- ÚÁÎÎÏÅ Ï C^0-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ŒËÌÀÞÁÑ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7, ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ C^r- ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ, ÄÁÎÎÏÅ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.3, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

þÔÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÏÞØ . . .

éÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ Œ ÌÅËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÔÒÕÊ ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÏ ÉÚ ËÎÉÇÉ í.çÒÏÍÏŒÁ [7]. ëÎÉÇÁ ÔÒÕÄÎÁÑ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁÑ (ÓÏÄÅÒÖÁ- ÔÅÌØÎÁÑ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÁÑ . . . ); ÍÙ ÅÝÅ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ Œ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÂÕÄÅÍ Ë ÎÅÊ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ. ï ÓÔÒÕÑÈ ÔÁËÖÅ ÎÁÐÉÓÁÎÏ Œ ÔÏÍÅ 1 ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÇÏ ÄŒÕÈ- ÔÏÍÎÉËÁ [3]. ôÁÍ ÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÏÎËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ õÉÔÎÉ. óŒÏÊ- ÓÔŒÏ âÜÒÁ ÄÌÑ ÐÏÌÎÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÐÒÉÌÉÞÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ Œ ËÎÉÇÅ ëÁÎÔÏÒÏŒÉÞÁ É áËÉÌÏŒÁ [9]. åÓÔØ ÔÁËÖÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ËÎÉÇÁ äÖ.ïËÓÔÏÂÉ [13] (ÄÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÔÏÍÕ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ŒÅÝÅÊ).

3 ôÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ 3.1 ôÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ Œ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ

ðÕÓÔØ U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V, W ⊂ U ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ V + W = U . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ: dim U = n, dim V = k, dim W = m. ðÕÓÔØ V ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ G(U, m). ôÏÇÄÁ ŒÅÒÎÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W , ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ Ë V ,

ÐÕÓÔÏ, ÅÓÌÉ m + k < n, É ÍÁÓÓÉŒÎÏ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔËÒÙÔÏ É ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ) Œ G(U, m), ÅÓÌÉ m + k ≥ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÕÞÁÊ m + k < n ÏÞÅŒÉÄÅÎ. óÌÕÞÁÊ m + k ≥ n ÔÏÖÅ, Œ

ÏÂÝÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÅÎ, ÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÍ \ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ" ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ Ë V , ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ dim V ∩ W ≥ m + k + 1 − n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ W , ÎÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ë V , ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ⊂ V ∩ W , ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ G(V, m + k + 1 − n). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W_s ÓÈÏÄÉÔÓÑ (Œ G(U, m)) Ë W , É ŒÓÅ W_s ÎÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ Ë V . ôÏÇÄÁ ŒÙÂÅÒÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A_s ∈ G(V, m + k + 1−n). çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ G(V, m+k +1−n) ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_s → A ∈ G(V, m + k + 1 − n). îÏ ÔÏÇÄÁ A ⊂ V ∩ W , É ÐÏÜÔÏÍÕ W ÎÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë V . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ Ë V , ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ | ÏÔËÒÙÔÏ.

þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ W , ÎÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ë V , ÍÏÖÎÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏ ÐÏÛÅŒÅÌÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ e_1, . . ., e_k Œ V , ÂÁÚÉÓ ŒÉÄÁ e_1, . . . , e_s, a_1, . . ., a_{m−s} Œ W (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ a_1, . . . , a_{m−s} /∈ V ), É ÂÁÚÉÓ f_1, . . . , f_{n+s−m−k} Œ ÐÒÑÍÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë V + W Œ U . ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÁ e_i, a_i É f_i ŒÍÅÓÔÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U . éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ n + s − m − k ≤ s, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W_ϵ, ÂÁÚÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÅËÔÏÒÁ e_i + ϵf_i ÐÒÉ 1 ≤ i ≤ n + s − m − k, e_i ÐÒÉ n + s − m − k + 1 ≤ j ≤ s, É ŒÓÅ a_i. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ϵ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W_ϵ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë W , É ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ ϵ ≠ 0 ÏÎÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ V .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U É V | ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É W ⊂ U | ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : V → U ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ

Ë W , ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ A(V ) ⊂ U | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ë W . òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ U, V É W ÂÕÄÅÍ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ n, m É k.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9 åÓÌÉ m + k < n, ÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ

ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë W . åÓÌÉ m + k ≥ n, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ∈ Lin(V, U ) ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë W .

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10 ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ∈ Lin(V, U ) ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÚÁ-

ÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÍÉÎÏÒÏŒ), É ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏ. œÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ 8.

ôÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 10. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ k ≥ n, ÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ A ÏÂÒÁÚ A(V ) = U ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌÅÎ ÌÀÂÏÍÕ W . åÓÌÉ k < n, ÔÏ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim A(V ) = k ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ A ∈ Lin(V, U ) ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ A(V ) ∈ G(U, k). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ Ë W , ÏÔËÒÙÔÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÉÄÅÅÊ, ÞÔÏ Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ 8: ÐÕÓÔØ P | ÐÒÏÅËÔÏÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ A(V ) ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë A(V ) + W ⊂ U (ÔÁËÏÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ). ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (I + ϵP )A ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌÅÎ Ë W .

3.2 ôÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ

ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á B É C | ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ Œ ÔÏÞËÅ x ÅÓÌÉ ÌÉÂÏ x ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÀ, ÌÉÂÏ T_xB + T_xC = T_xA. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒ- ÓÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ. çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ f : B → A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ C ⊂ A Œ ÔÏÞËÅ x ∈ B, ÅÓÌÉ ÌÉÂÏ f(x) /∈ C, ÌÉÂÏ D_xf(T_xB) + T_{f(x)} C = T_{f(x)}A (D_x | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ x). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ë C, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë C Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ B.

åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë C, ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ f(B), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌÅÎ Ë C. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : IR → IR, ÚÁ- ÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(t) = t^3, ÎÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÔÏÞËÅ 0 ∈ IR, ÎÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ f(IR) = IR ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌÅÎ. üÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Ë ÏÂÒÁÚÕ f(B) Œ ÔÏÞËÅ f(x) ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÚ D_xf(T_xB), ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÍ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë C ⊂ A, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(C) ⊂ B | ÇÌÁÄËÏÅ

ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ B ÒÁŒÎÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ C Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ codim_A C > dim B, ÔÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f^{−1}(C) ⊂ B ÐÕÓÔÏ, Ô.Å., f(B) ÎÅ ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÅÔÓÑ Ó C.

ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : B → A ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë

ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÀ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ C_1, C_2 ⊂ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ.

ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. åÓÌÉ B = B1 ∪ B2, ÔÏ f : B → A ÔÒÁÎÓ-

ŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ C ⊂ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f|_{B1} É f|_{B2} .

œÏÚØÍÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U, V , Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11 áÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f(x) = Ax + b ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅ-

ÎÉÑ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÁÆÆÉÎ- ÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ W ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ-ÏÂÒÁÚÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎ-

ÓÔŒÕ m + k ≥ n, ÔÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ~W , ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÏÍÕ W , Á b ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ. åÓÌÉ ÖÅ m + k < n, ÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚ f(V ) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ W , ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ. þÔÏÂÙ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÜÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ A, Á b ŒÙÂÒÁÔØ ÔÒÁÎÓ- ŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ A(V ) + ~W ⊂ U | ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ 8, ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÁÌÅËÏ ÉÄÕÝÅÅ \ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÅ" ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (ôÏÍÁ Ï ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ) ðÕÓÔØ X → M | ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÅ, É S ⊂ X^{(r)} | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ f : M → X ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (Œ ÔÏÎËÏÊ C^r-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ) ÅÇÏ ÓÔÒÕÑ J_r (f) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë S.

3.3 ìÅÍÍÁ óÁÒÄÁ

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÉÓÔÏÞ- ÎÉËÁÈ ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÏÒÓÁ, ÌÅÍÍÏÊ óÁÒÄÁ, ÌÅÍÍÏÊ âÒÁÕÎÁ, ÌÅÍÍÏÊ ôÏÍÁ É ÄÒ. . . . ):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12 çÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : S → IR ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë ÔÏÞËÅ

ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ a ∈ IR.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ a ∈ IR ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÉ s ∈ S ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(s) = a É df(s) = 0. ðÏÓÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÉÐÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ (Ó df = 0) ÔÏÞËÉ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÙ, É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12 ÏÞÅŒÉÄÎÏ. íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏËÁ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ÔÉÐÉÞÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n = dim S. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ S ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÛÁÒÏŒ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÁÓÓÉŒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ÓÞÅÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÓÍ. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1 ŒÙÛÅ), ÞÔÏ S | n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ.

ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ f. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ IR \ f(A) ÍÁÓÓÉŒÎÏ. òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ n + 1 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_1, . . . , A_{n+1}. œ A_k (1 ≤ k ≤ n) ŒÏÊÄÕÔ ÔÏÞËÉ s ∈ S, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÄÏ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÒÑÄËÁ k+1, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ. A_{n+1} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ËÒÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÔÏÞÅË. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ IR \ f(A_k ) ÍÁÓÓÉŒÎÙ.

ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ A_k (1 ≤ k ≤ n) ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÔÁË. œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ A_k ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ I = (i_1, . . . , i_{k+1}) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ^{∂k+1f}

∂x_i1...∂x_{ik}+1 ≠ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ak ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ËÏ-

ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÕÓËÏŒ A_{kI} , ÇÄÅ I ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏŒ (ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÓËÏŒ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙÍÉ; ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅŒÁÖÎÏ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÕÓËÁ A_{kI} ŒŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ h_I =^{∂kf} ∂x_i1 ...∂x_{ik} , É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ AkI ÌÅÖÉÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ BkI , ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÕÓÌÏ-

ŒÉÑÍÉ h_I = 0,^{∂hI}_{∂xik+1} ≠ 0. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B_{kI} | ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, Ô.Å., ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ S ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ n − 1. ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ s ∈ A_{kI} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÑ f|_{BkI} ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ B_{kI} . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÌÅÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ | ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ S ! | É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ IR \ f(A_{kI} ) ÍÁÓÓÉŒÎÏ, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ É IR \ f(A_k ) (1 ≤ k ≤ n). ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ÐÒÏ IR\f(A_{n+1}). íÎÏÖÅÓÔŒÏ A_{n+1} ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ŒÅÓØÍÁ ÐÌÏÈÏ, ÎÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ \ÍÁÌÅÎØËÏÅ", ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅŒÁÖÎÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë f(A_{n+1}) Œ IR ÏÔËÒÙÔÏ É ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ. ïÔËÒÙÔÏÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ, Ô.Å. ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ f(A_{n+1}), ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ A_{n+1} | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÛÁÒÁ S. äÏËÁÖÅÍ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ϵ > 0 ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ A_{n+1} (ËÁË É ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÛÁÒÁ S) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏËÒÙÔÏ N < const. · ϵ^{−n} ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ ϵ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÏÂÒÁÚ f(A_{n+1}) ÐÏ- ËÒÙŒÁÅÔÓÑ N ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ const. · ϵ^{n+1} ËÁÖÄÙÊ. ðÏÜÔÏÍÕ f(A_{n+1}) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏËÒÙÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ const. · ϵ, Ô.Å., ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÏÊ. åÓÌÉ ÂÙ f(A_{n+1}) ÓÏÄÅÒ- ÖÁÌÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ J (ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë f(A_{n+1}) ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ), ÔÏ f(A_{n+1}) ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ J.

äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÁ. œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ n+1- Ê ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ S. üÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÊ ŒÁÖÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ S \ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÈÏÒÏÛÏ", ÅÓÌÉ ÅÅ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 12 ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13 ðÕÓÔØ S | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ-

ÄÅÎÉÑ M × IR^d. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M × {a} ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ a ∈ IR^d.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË É Œ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ 12, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ S n-ÍÅÒÎÙÍ

ÛÁÒÏÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ π : M × IR^d → IR^d | ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ | É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ÔÏÞÅË a ∈ IR^d ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ S ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë M × {a}, ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ a, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ π|_S . éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ÏÔËÒÙÔÏ: ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë Z ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ π Œ ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ d (π|_S ) = 0, Ô.Å., ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÁ.

ôÏ, ÞÔÏ Z ⊂ IR^d ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ d É n = dim S. âÁÚÁ d = 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 12. ðÒÉ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÍ d ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 12 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ x ∈ IR^1 ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ S ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë M × IR^{d−1} × {x}. äÌÑ ÔÁËÉÈ x ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ S_x = S ∩ M × IR^{d−1} × {x} ÑŒÌÑÅÔÓÑ n − 1-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë M × {y} ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ y. ïÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ S_x ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë M × {y}, ÔÏ (y, x) ∈ Z. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ âÜÒÁ ÄÌÑ IR^d ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÁÑ ÌÅËÃÉÑ.

þÔÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÏÞØ . . .

ìÅÍÍÁ óÁÒÄÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÈ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Õ çÒÏÍÏŒÁ [7] (ÇÄÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÔÁËÖÅ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 13) É Œ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÇÅ ò.îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ [12]. œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ËÎÉÇ, ÐÒÁŒÄÁ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÌÅÂÅÇÏŒÕ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ ÔÅËÓÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÇËÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÔÏÖÅ. îÁÍ ÏÎ Œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ËÏÔÏÒÙÍ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏÓŒÑÝÅÎÙ ÌÅËÃÉÉ (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÅÞÅÎÉÊ É Ô.Ð.), ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÅÒÙ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÌÅÂÅÇÏ- ŒÏÊ, Ô.Å., ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÏÎÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ), É ŒÍÅÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÍÁÓÓÉŒÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

4 ôÅÏÒÅÍÁ ôÏÍÁ 4.1 æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ôÅÏÒÅÍÁ (ôÏÍÁ Ï ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ) ðÕÓÔØ X → M | ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÅ, É S ⊂ X^{(r)} | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ f : M → X ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (Œ ÔÏÎËÏÊ C^{r+1}-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ) ÅÇÏ ÓÔÒÕÑ J_r (f) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ËÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.5,

S ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÛÁÒÏŒ, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ S | ÔÁËÏÊ ÛÁÒ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X → M , r-ÓÔÒÕÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ Ë S, ÏÔËÒÙÔÏ É ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ. õÓÌÏŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ g ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X^{(r)} → M ÔÒÁÎÓŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏ Ë S Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ m ∈ M , ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.4, ÚÁÄÁÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ 1-ÓÔÒÕÀ ÓÅÞÅÎÉÑ g Œ ÔÏÞËÅ m. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ S ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ Ë S | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÇÒÁÆÉË ÓÅÞÅÎÉÑ J_1(g). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÅÞÅÎÉÊ f ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X → M , r- ÓÔÒÕÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ Ë S, ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÔÏÎËÏÊ C^{r+1}-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ | ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÁÚÙ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ, Ô.Å., ÞÔÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ f_0 : M → X ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÎÏ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒ S ÍÁÌÅÎØËÉÊ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ X^{(r)} → U ⊂ M ÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÏ (ÚÄÅÓØ U | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÛÁÒÁ S ÎÁ ÂÁÚÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ), Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ U × IR^{nd(r,m)}. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆÉË ÓÅÞÅÎÉÑ J_r (f_0) ÉÍÅÌ ŒÉÄ U × {0}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ z ∈ IR^{mdr} ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ f_z : U → X^{(r)} ÔÁËÏÅ ÞÔÏ J_r(f_z )(U ) = U × z (ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë f_0). þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÂÁŒÉÔØ Ë f_0 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ z ∈ IR^{nd(r,m)} = P^n_{r,m} (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÕÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ, ÔÁË ËÁË ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÑ ÚÁÄÁÎÁ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ f_z ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ f^ϵ_z , ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ŒÓÅÍ M , ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÇÏ Ó f_z ÎÁÄ U É Ó f_0 ŒÎÅ ϵ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U . éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ z (É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ϵ) r-ÓÔÒÕÑ ÓÅÞÅÎÉÑ f^ϵ_z ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë S. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ z ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f^ϵ_z ∈ A, ÐÌÏÔÎÏ. îÏ f^ϵ_z → f_0 ÐÒÉ z, ϵ → 0, ÐÏÜÔÏÍÕ A ÐÌÏÔÎÏ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

4.2 ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ôÏÍÁ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ X = M × IR ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, É X^{(1)} = IR × T^∗M . œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ S ŒÙÂÅÒÅÍ IR × {0}, ÇÄÅ {0} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÁÆÉË ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: dim M^{def}= m, dim X^{(1)} = 2m + 1, dim S = m + 1.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÏÍÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f : M → IR ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ 1-ÓÔÒÕÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ φ_f (x) = ( x, f(x) ) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë S.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ J_1(φ_f )(x) ∈ S ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ df(x) = 0, Ô.Å., x | ËÒÉ- ÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f. åÓÌÉ J_1(φ_f ) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë S, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M ËÏÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ, ÒÁŒÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ S ⊂ X^{(1)}, Ô.Å., m (ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ S ⊂ X^{(1)} ÚÁÍËÎÕÔÏ). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÅÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÙ.

œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_1, . . . , x_m Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ). ôÏÇÄÁ ÎÁ X^{(1)} ÅÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ α, x_1, . . . , x_m, p_1, . . . , p_m (ÚÄÅÓØ p_i = dx_i, Á ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁ α ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ). âÁÚÉÓ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ë X^{(1)} Œ ÔÏÞËÅ (a, ν) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÅËÔÏÒÙ^∂_{∂α} ,^∂_{∂x1} , . . . ,^∂_{∂xm} ,^∂_{∂p1} , . . . ,^∂_{∂pm} . ðÅÒŒÙÅ m+1 ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ T_{(a,ν)}S. îÏ D_x(J_1(φ_f ))( ∑_m k=1 u_kp_k) = ∑_m k=1 ∂f ∂x_k (x)uk ∂ ∂α + ∑_m k+1 u_k^∂_{∂xk} + ∑_m k,j=1 ∂2f ∂x_k∂x_j (x)uj ∂ ∂p_k . ðÏÜÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ J_1(φ_f ) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë S Œ ÔÏÞËÅ x (Ô.Å., ÞÔÏ D_x(J_1(φ_f ))(T_xM )+ T_{(f(x),df(x))}S = T_{(f(x),df(x))}X^{(1)}), ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÅÓÓÅ^{∂2f}_{∂xi∂xj} (x) ÏÂÒÁ- ÔÉÍÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ŒÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÙ.

äÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 2 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ m × n ÒÁÎÇÁ k ≤ m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k(n + m − k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÂÉÔÏÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ-

ÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ GL_n × GL_m ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ n × m, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ m ≤ n): ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÅ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k, ÎÕÖÎÏ ÓÎÁ- ÞÁÌÁ ŒÙÂÒÁÔØ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ | ÜÔÏ dim G(n, k) = k(n − k) ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÉÚ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ k-ÍÅÒÎÏÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ, ÜÔÏ ÅÝÅ dimMat(m, k) = mk ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ dim N^{def}= n ≥ m^{def}= dim M . çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Œ ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ m (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ X^{(1)} ÄÌÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X = M × N → M (ÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ φ_f (x)^{def}= (x, f(x))) ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÎÁÄ M ×N , ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ (a, b) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ T_aM → T_bN . ïÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ S_k ⊂ X^{(1)} (k = 0, . . . , m − 1), ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÌÏÅÍ ÐÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ T_aM → T_bN ÒÁÎÇÁ k. óÏÇÌÁÓÎÏ ìÅÍÍÅ 2, S_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ X^{(1)} ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ mn − k(n + m − k) = (m − k)(n − k).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÏÍÁ, ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M → N ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÑ ÓÔÒÕÑ J_1(φ_f ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÁ ŒÓÅÍ S_k. õÓÌÏŒÉÅ J_1(φ_f )(x) ∈ S_k ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ df(x) : T_xM → T_{f(x)}N ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ k. ëÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M_k = ( J_1(φ_f ) )_{−1} (S_k) ⊂ M ÒÁŒÎÁ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, (m − k)(n − k). îÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ËÁË É ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ËÏÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M_{m−1}, ÒÁŒÎÁÑ n − m + 1. åÓÌÉ n ≥ 2m, ÔÏ ÜÔÁ ËÏÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ m, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M_{m−1} ÐÕÓÔÏ (Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ M_k É ÐÏÄÁŒÎÏ). úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ n ≥ 2m, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → N ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÉÐÉÞÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ S^1 → IR^n ÐÒÉ n ≥ 2 | ÐÏÇÒÕÖÅÎÎÁÑ, Ô.Å., ÇÌÁÄËÁÑ.

4.3 óÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ËÒÉŒÙÅ ÂÏÌØÛÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Œ IR^n, n ≥ 3 | ŒÌÏÖÅÎÎÁÑ, Ô.Å., ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ëÒÉŒÁÑ Œ IR^2 Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. üÔÉ ÆÁËÔÙ ÎÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ, Ô.Ë. \ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ" ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ, ŒËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ, Á ÔÅÏÒÅÍÁ ôÏÍÁ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÁ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ ÔÏÌØËÏ Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ.

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ. äÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X → M ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ k-À ÐÒÑÍÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ X^k → M^k. õÄÁÌÉÍ ÉÚ M^k ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´(M^k), Ô.Å., ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ŒÉÄÁ (x_1, . . . , x_k), Õ ËÏÔÏÒÙÈ x_i = x_j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ i ≠ j.

ôÅÏÒÅÍÁ 5 ðÕÓÔØ S | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (X^k)^{(r)}, ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁÄ M^k\´(M^k).

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÓÅÞÅÎÉÑ f : M → X ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ r-ÓÔÒÕÑ J_r(f^k ) ÔÒÁÎÓ- ŒÅÒÓÁÌØÎÁ Ë S.

úÄÅÓØ ÓÉÍŒÏÌÏÍ f^k ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÓÅÞÅÎÉÅ M^k \ ´(M^k) → X^k, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f^k(x_1, . . ., x_k) = (f(x_1), . . . , f(x_k)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ËÏÐÉÒÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ ôÏÍÁ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ | Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ \ÛÅŒÅÌÅÎÉÑ" f_z . úÄÅÓØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË x_1, . . . , x_k ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÑÈ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÚÁÄÁÎÎÙÅ r-ÓÔÒÕÉ, Á ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÕÔØ ÂÏÌØ- ÛÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÔÅÈ ÖÅ ÔÏÞÅË ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÌÁÓØ ÏÔ f_0. üÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÔÏÞÅË x_i ÎÅÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ | ÐÏÜÔÏÍÕ É ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÓÙ- ŒÁÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÎÅ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÔØ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ- ŒÅÒÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅ X ÓÏ ÓÌÏÅÍ N , É ÓÔÅÐÅÎØ k = 2. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ S ŒÏÚØÍÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´(N × N ) × (M × M ) ⊂ X (ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 0-ÓÔÒÕÊ). ïÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^2 : M^2 → N^2 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó S | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÔØ ÏÂÒÁÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´(M ×M ). íÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^2 ÔÒÁÎÓ- ŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë S, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ (f^2)^{−1}(S) ⊂ M^2 ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n = dim N . ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ dim M^2 = 2m < n, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÕ 5 Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ S = ´(N ×N ). œ ÓÌÕÞÁÅ 2m < n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚ M^2 \ ´(M^2) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó S, Ô.Å., ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÒÉŒÁÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Œ IR^n ÐÒÉ n ≥ 3 ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. œ ÓÌÕÞÁÅ 2m ≥ n ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ M^2 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2m − n. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÑ (x_1, x_2) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ D_{x1} f(T_{x1} M ) + D_{x2} f(T_{x2} M ) = T_{f(x1)}N , Ô.Å., ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ. œ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (M = S^1, N = IR^2) ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÙ, É ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÅ Ë ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ ËÕÓËÁÍ ËÒÉŒÏÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. äÌÑ k-ËÒÁÔÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË ÖÅ. õÓÌÏ- ŒÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÂÕÄÅÔ km < (k − 1)n. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÔÉÐÉÞÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ IR^2 | ÐÒÏÓÔÙÅ.

äÒÕÇÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 | ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ X^2 = IR^2 ×M^2, Á (X^2)^{(1)} = IR^2 ×(T^∗M )^2. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ S = ´(IR^2)×{0}×{0}. åÇÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ 2m+1, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : M → IR ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉË 1-ÓÔÒÕÉ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ J_1(φ^2_f ) Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ S ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ. õÓÌÏŒÉÅ J_1(φ^2_f )(x, y) ∈ S ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ df(x) = df(y) = 0 É f(x) = f(y). óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, Õ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÒÁÚÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, É ÏÎÁ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ íÏÒÓÁ.

4.4 óÅÍÅÊÓÔŒÁ ÓÅÞÅÎÉÊ

éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÔÉÐÉÞÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ Œ IR^2 É IR^3. íÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ŒÓÅ ÇÌÁÄËÉÅ, Á Œ IR^3 ÅÝÅ É ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ, Ô.Å., ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑ (ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÚÌÁÍÉ). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÉÎÄÉŒÉÄÕÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ, Á ÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ÔÏ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑŒÌÑÔØÓÑ ÏÓÏÂÅÎ- ÎÏÓÔÉ. k-ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ËÒÉŒÙÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I^k × S^1 → IR^3, ÇÄÅ I = [0, 1].

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ X = S^1 × IR^3 → S^1 É ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÎÉÍ (ÔÏÖÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Y = I^k × (S^1)^2 × (IR^3)^2 → I^k × (S^1)^2. k-ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ËÒÉŒÙÈ f(t_1, . . . , t_k, x) ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Y : φ_f (t_1, . . . , t_k, x) = (t_1, . . . , t_k, x, x, f(t_1, . . . , t_k, x), f(t_1, . . . , t_k, x)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ S = I^k × (S^1)^2 × ´(IR^3)^2 ⊂ Y . ëÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ S Œ Y ÒÁŒÎÁ 3, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ k ≥ 1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ φ^{−1}_f (S) ⊂ I^k × (S^1)^2 ÎÅÐÕÓÔÏ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË (t_1, . . . , t_k, x, y) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(t_1, . . . , t_k, x) = f(t_1, . . . , t_k, y). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÖÅ Œ ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁÈ ÕÚÌÏŒ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÐÒÉ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ k-ËÒÁÔÎÙÅ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÐÅÒŒÙÅ Œ ÔÉÐÉÞÎÙÈ k-ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁÈ.

äÌÑ ÍÎÏÇÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ I^k × X^{(1)} = I^k × IR^3 × (T^∗S^1)^3 → I^k×S^1, É Œ ÎÅÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ U = I^k×IR^3×{0}×{0}×{0}. ëÏ- ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ U ÒÁŒÎÁ 3, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ k ≥ 2 ÇÒÁÆÉË 1-ÓÔÒÕÉ ÓÅÞÅÎÉÑ φ_f (ÄÌÑ ÔÉÐÉÞÎÏÇÏ f) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó U . úÎÁÞÉÔ, Œ ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÄŒÕÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÈ ËÒÉŒÙÈ Œ IR^3 ÉÍÅÀÔÓÑ (ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ) ÔÏÞËÉ ÎÅÇÌÁÄËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÑŒÎÏ ÐÒÉÍÅÒ ÄŒÕÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ Ó

ÔÉÐÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÅÇÌÁÄËÏÓÔÉ. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ, ËÁËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ Œ ÄŒÕÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÈ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ Ë U ). ðÒÉ ËÁËÏÍ ÞÉÓÌÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó \ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ" ÔÏÞËÉ ÚÒÅ- ÎÉÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÒÉŒÙÈ f : S^1 → IR^3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (Œ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ V . çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ V ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÎÉÖÅ k + 1, ÅÓÌÉ ÔÉÐÉÞÎÏÅ k-ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ Ó M ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ι : V \ M → V . åÓÌÉ M ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÎÅ ÎÉÖÅ k + 1, ÔÏ ι_∗ : H_s(V \ M ) → H_s(V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÉ s ≤ k − 1 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, H_s(V \ M ) = 0 ÐÒÉ ÔÁËÉÈ s.

ðÕÓÔØ V_0 ⊂ V | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÚÌÏŒ, Á V_k ⊂ V ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉ- ŒÙÈ Ó ÒÏŒÎÏ k ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. íÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ U_2^{def}= V \(V_0 ∪V_1) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ι : V_0 ∪V_1 → V ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÔÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, Ô.Å., V_0 ∪ V_1 ÓŒÑÚÎÏ.

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_{k+1} ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k + 1, ÎÕÖÎÏ ÉÚ V ÕÂÒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (\ÓÔÒÁÔÙ"), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÒÉŒÙÍ Ó ÔÅÍÉ ÏÓÏÂÅÎ- ÎÏÓÔÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ k-ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÈ ËÒÉŒÙÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ k = 2 ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÓÔÒÁÔÙ (ÐÏÍÉÍÏ ÓÔÒÁÔÏŒ V_0 É V_1, ŒÈÏÄÑ- ÝÉÈ ÕÖÅ Œ U_2): V_2, ÓÔÒÁÔ ËÒÉŒÙÈ Ó ÏÄÎÉÍ ÔÒÏÊÎÙÍ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ (ÔÒÉ ŒÅÔŒÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ) É ÓÔÒÁÔ ËÒÉŒÙÈ Ó ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ŒÏÚŒÒÁÔÁ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØ- ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ œ.á.œÁÓÉÌØÅŒÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÉÒÁÔØ ÔÏÌØËÏ V_k: ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ V \ ( ⋃_k s=0 V_s) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ k, ŒÌÏÖÅÎÉÅ ι : V \( ⋃_k s=0 V_s) → V ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k − 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ H_s(V \ ( ⋃_k s=0 V_s)) = 0 ÐÒÉ 0 ≤ s ≤ k − 1, É ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_0 (Ô.Å., ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÕÚÌÏŒ), ÉÓ- ÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (V \ ( ⋃_k s=0 V_s), V \ ( ⋃_k s=1 V_s)). üÔÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÓÎÏŒÕ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ (ÉÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ œÁÓÉÌØÅŒÁ) ÕÚÌÏŒ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ | ÅÝÅ ÄŒÅ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 3. éÚÕÞÉÔÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ f(t, x) : M × IR → IR. úÄÅÓØ òÉÓ. 2: ôÉÐÉÞÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ËÒÉŒÙÈ

ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ S ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÍ, ÞÔÏÂÙ J_1(f(t, x)) ∈ S ÏÚÎÁÞÁÌÏ d_xf(t, x) = 0. éÚ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ J_1(f(t, x)) Ë S ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ A = {(t, x) | d_xf(t, x) = 0} ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. äÌÑ t ∈ IR ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ A ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M × t ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ. äÌÑ ÔÁËÉÈ t ŒÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(t, ·) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÙ. äÌÑ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ (\ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉÞÅÓËÉÈ") t ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ A ËÁÓÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M × t ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÉ ÔÁËÉÈ t ÄŒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(t, ·) ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ | ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ | É ÉÓÞÅÚÁÀÔ (ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÏ- ÑŒÌÑÀÔÓÑ). õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(t, ·) ÐÒÉ ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉÞÅÓËÏÍ t = t_0 ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ (Ô.Å. ÍÁ- ÔÒÉÃÁ çÅÓÓÅ ∂^2f(t, x)/∂x_i∂x_j ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÑÄÒÏ). ðÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÌÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ t → t_0 ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ (ÉÎÄÅËÓÏÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉÃÙ çÅÓÓÅ).

úÁÄÁÞÁ 4. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅ-

ÍÅÊÓÔŒ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÉÐÉÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÒÉŒÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ É ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. œÏÚÍÏÖÎÙÅ \ËÁÔÁÓÔÒÏÆÙ" ÐÒÉ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 2. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ËÁÔÁÓÔÒÏÆÙ.

þÔÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÏÞØ . . .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ ÔÅËÓÔÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ \ÓÕÈÏÊ ÏÓÁÄÏË" ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ Œ ËÎÉÇÅ çÒÏÍÏŒÁ [7]. óÍ. ÔÁËÖÅ ÐÅÒŒÙÊ ÔÏÍ [3]. ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÌÁÑ ÎÁÕËÁ | ÔÅÏÒÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ | Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÐÏ [3].

5 ðÒÉÎÃÉÐ óÍÅÊÌÁ{èÉÒÛÁ 5.1 äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ óÍÅÊÌÁ{èÉÒÛÁ

ðÒÅÄÍÅÔÏÍ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ IR^n. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ f : M → N (ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ m É n ≥ m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ

ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ Df(x) : T_xM → T_{f(x)}N ÒÁŒÅÎ m (Ô.Å., ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ) Œ ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ S^1 Œ IR^n ÜÔÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÒÉŒÙÅ Œ IR^n. ðÒÉ m = n ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÜÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ðÒÉ m < n ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ.

œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ Ï ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ f_0, f_1 : S^1 → IR^n (Ô.Å., ÄŒÅ ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉŒÙÅ). óÏÅÄÉÎÉÍ f_0 É f_1 ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f_t. éÚ ÔÅÏÒÉÉ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ≥ 3 ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_t ÂÕÄÕÔ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ Œ IR^n ÐÒÉ n ≥ 3 ÓŒÑÚÎÏ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ M → N ÐÒÉ n ≥ 2m + 1. ðÒÉ m ≤ n ≤ 2m, ÏÄÎÁËÏ, ÜÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÙ, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÏ- ÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ ŒÓËÏÒÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

œÎÁÞÁÌÅ | ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÁÔÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ S = S_0 ∪ . . . ∪ S_p, ÇÄÅ ŒÓÅ S_i | ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N , É ÇÒÁÎÉÃÁ ∂S_i = (S_i ∩ S) \ S_i ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ S_j Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ j > i. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ S_i ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÒÁÔÁÍÉ. óËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÂÕËŒÙ \ô" ÎÁ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁÃÉÑ | ÎÏÖËÁ (S_0), ÐÅÒÅËÌÁÄÉÎÁ (S_1, ÉÍÅÎÎÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ !), É ÔÒÉ ËÏÎÃÁ (S_2). äÒÕÇÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ | ÎÏÖËÁ ÐÌÀÓ ÐÅÒÅËÌÁÄÉÎÁ Ó ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÏÊ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ (S_0), É ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÐÅÒÅËÌÁÄÉÎÙ ÐÌÀÓ ÔÒÉ ËÏÎÃÁ (S_1).

ôÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓÔÒÁÔÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÒÅ- ÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ u_1(x) = . . . = u_k(x) = 0 Œ IR^m. îÁÚÏŒÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T , ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅÍ. œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÔÒÁÔÁ S_0 ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÞÁÓÔØ S, ÓÔÒÁÔÁ S_1 | ÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÕÀ ÞÁÓÔØ S \ S_0, É Ô.Ä. îÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÂÏÒŒÅÔÓÑ; ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ (É ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÜÔÉÍ ÆÁËÔÏÍ ÔÏÖÅ). òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÁ (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ) ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ A | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É B ⊂ A. íÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ A, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f_t : A → A ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f_0 = Id, f_t|_B ≡ Id É f_1(A) ⊂ B. íÎÏÖÅÓÔŒÏ É ÅÇÏ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎ- ÎÙÊ ÒÅÔÒÁËÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ S ⊂ M | ÓÔÒÁÔÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á L(x) | ÐÏÌÅ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ M , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ x ∈ S_i ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ S_i (ÅÓÌÉ ÓÔÒÁÔ S_i ÎÕÌØÍÅÒÅÎ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÍ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ˘ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 1-ÆÏÒÍ ν ÎÁ M , ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ x ∈ S ÎÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ L(x), Á ÞÅÒÅÚ ˘_0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14 ˘0 | ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÊ ÒÅÔÒÁËÔ ˘.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L(x) ÐÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ŒÅË-

ÔÏÒÕ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÔÏÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ L(x). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÕÂÙŒÁÎÉÀ ÎÏ- ÍÅÒÁ ÓÔÒÁÔÁ. óÔÒÁÔ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÎÕÌØÍÅÒÅÎ (ÅÓÌÉ ÎÕÌØÍÅÒ- ÎÏÇÏ ÓÔÒÁÔÁ ÎÅÔ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÉÓËÕÓÓÔŒÅÎÎÏ), É ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÔÒÁÔ S_k, É ÐÕÓÔØ ν ∈ ˘. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÇÏÍÏÔÏÐÉÒÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕ ν Œ ÔÏÞÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ÄÌÑ x ∈ S_k, ÏÓÔÁŒÁÑÓØ ŒÎÕ- ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ˘. íÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ÉÚ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁ- ÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ S_k. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÂÌÉÚÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÓÔÒÁÔÁ S_k ÆÏÒÍÁ ν ÕÖÅ ÔÏÞÎÁ: ν = df_{k+1}, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ f_{k+1} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÔÒÁÔÏŒ S_i Ó i > k.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f_{k+1} ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ÓÔÒÁÔ S_k. éÚ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ É ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ L ÎÉÇÄÅ ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ S_k, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÓÔÒÁÔÁ S_k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ f_k ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f_k = f_{k+1} É ⟨ν, L⟩ = L(f_k) = ⟨df_k, L⟩ ÎÁ S_k. ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÆÏÒÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ν_t(x) = tdf_k(x) + (1 − t)ν(x). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ν_t ∈ ˘, ÐÏÓËÏÌØËÕ ⟨ν_t, L⟩ ÏÔ t ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, É ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÎÕÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÒÅ- ÔÒÁËÃÉÀ.

ðÕÓÔØ n > m. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ˘ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÏŒ (ν_1, . . . , ν_n) 1-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ν_1(x), . . . , ν_n(x) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T^∗_x M .

ôÅÏÒÅÍÁ 6 (çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ óÍÅÊÌÁ{èÉÒÛÁ) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

˘_0 ⊂ ˘, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ ν_i | ÔÏÞÎÙÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ ˘.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÐÒÏÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ÅÅ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÓÔÒÕÊ. ëÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f = (f_1, . . . , f_n) : M → IR^n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ φ_f (x) = (x, f(x)) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ X = M × IR^n → M . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ 1-ÓÔÒÕÊ ÅÓÔØ X^{(1)} = IR^n × (T^∗M )^n → M , Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ J_1φ_f (x) = (f(x), df_1(x), . . . , df_n(x)). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ A ⊂ X^{(1)}, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ x ∈ M ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ n ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ (ÜÌÅÍÅÎÔÙ T^∗_x M ) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÅ T^∗_x M . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ˘ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ A, Á ˘_0 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ, Ô.Å., ÓÅÞÅÎÉÊ ŒÉÄÁ J_1φ_f . ôÅÏÒÅÍÙ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÔÉÐÁ (\ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÓÅÞÅÎÉÊ") ÎÏÓÑÔ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÎÃÉÐÏŒ (ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ), ÉÌÉ, ËÏÒÏÞÅ, h-ÐÒÉÎÃÉÐÏŒ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÒÁÔÉÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ J_1φ_f | ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ f : M → IR^n | ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÉÎÃÉÐ óÍÅÊÌÁ{èÉÒÛÁ ÓŒÏÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ Ë ÚÁÄÁÞÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ A).

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÉÎÃÉÐ óÍÅÊÌÁ{èÉÒÛÁ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ 1-ÆÏÒÍ (ν_1, . . . , ν_n) ∈ ˘ ÐÒÏÇÏÍÏÔÏÐÉÒÏŒÁÔØ Ë ÎÁÂÏÒÕ ÔÏÞ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ. ðÕÓÔØ ÐÒÉ i < k ÆÏÒÍÙ ÕÖÅ ÔÏÞÎÙÅ: φ_i = df_i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÔÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ M , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ m − 1 ËÏŒÅËÔÏÒÁ ν_i(x), i ≠ k ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ T^∗_x M . üÔÕ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ T_x. ëÏ- ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ T_x ⊂ T^∗_x M ÒÁŒÎÁ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, T^∗_x M ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ T_x É ËÏŒÅËÔÏÒÁ ν_k(x). ðÏÜÔÏÍÕ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ T^⊥_x ⊂ T_xM ÏÄÎÏÍÅÒÅÎ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÚÁÄÁÌÉ ÎÁ S ⊂ M ÐÏÌÅ ÐÒÑÍÙÈ.

ìÅÍÍÁ 3 äÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÆÏÒÍ (ν1, . . . , νn) ∈ ˘ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

S ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁÃÉÀ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ T^⊥_x ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÔÒÁÔÏŒ.

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ ÏÂ ÜËŒÉÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÓÔÒÁ- ÔÉÆÉËÁÃÉÉ. äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, Á ÔÁËÖÅ ÓÁÍÕ ÌÅÍÍÕ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, Á ÌÉÛØ ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÅÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊂ M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÉÀ, É ÐÒÑÍÙÅ T^⊥_x Œ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ S ËÁÓÁÀÔÓÑ ÅÅ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ÏÂSSÑŒÉÍ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ 1-ÓÔÒÁÔÏÍ, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÅ ÔÏÞËÉ S | 0-ÓÔÒÁÔÏÍ. ôÁË ÐÏÓÔÕÐÉÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ T^⊥_x ËÁÓÁÅÔÓÑ S ÎÁ ÃÅÌÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ (ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÁÔÏŒ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏ !). ìÅÍÍÁ 3 ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÏŒ ÆÏÒÍ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ.

ôÅÐÅÒØ, ÅÓÌÉ ìÅÍÍÁ 3 ÉÚŒÅÓÔÎÁ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ óÍÅÊÌÁ{èÉÒÛÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 14. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ÆÏÒÍ (ν_1, . . . , ν_n) ∈ ˘. íÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÅÇÏ Œ ÏÂÝÅÅ ÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÆÏÒÍÙ ν_i ÐÒÉ i < k ÏÓÔÁ- ÎÕÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ. ôÅÐÅÒØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÅÊ ÆÏÒÍÕ ν_k Ë ÔÏÞÎÏÊ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 14, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ S É ÐÏÌÀ ÐÒÑÍÙÈ T^⊥_x . ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

5.2 ôÅÏÒÅÍÁ óÍÅÊÌÁ

íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÒÉÎÃÉÐ óÍÅÊÌÁ{èÉÒÛÁ ÄÌÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ- ÃÉÉ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ S^m → IR^n. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ n = 2, m = 1, Ô.Å., ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. úÄÅÓØ X^{(1)} = IR^2 × (T^∗S^1)^2. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T^∗S^1 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÙ φ), ÐÏÜÔÏÍÕ X^{(1)} | ÔÏÖÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ S^1 ÓÏ ÓÌÏÅÍ IR^2 × IR^2. óÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÁÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ (u, v) ⊂ IR^2 × IR^2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ v ≠ 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ A ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅ- ÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S^1 → IR^2 ×(IR^2 \{0}). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ

ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ π_1(S^1) = ZZ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÀÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ | ÉÎÄÅËÓ õÉÔÎÉ | ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉŒÏÊ ÄÅÌÁÅÔ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÏËÁ ÔÏÞËÁ ÏÂÈÏÄÉÔ ËÒÉŒÕÀ.

ðÕÓÔØ ËÒÉŒÁÑ f | ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, Ô.Å., ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ 0 (Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ). ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉŒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ x ∈ S^1 ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÁÒÕ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (n_1(x), n_2(x)) Ë ÄŒÕÍ ŒÅÔŒÑÍ ËÒÉŒÏÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÐÒÉÞÅÍ n_1(x) ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÏÊ ŒÅÔŒÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ. ðÒÉÐÉÛÅÍ ÔÏÞËÅ ÓÁÍÏÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏ a(x) = ±1 Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ (n_1(x), n_2(x)) ÐÒÁŒÏÊ ÉÌÉ ÌÅŒÏÊ. óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ f(0) | ÎÁ- ÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ deg(f) ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÁÅÔ ÒÁÄÉÕÓ- ŒÅËÔÏÒ, ÐÏËÁ ÔÏÞËÁ ÏÂÈÏÄÉÔ ËÒÉŒÕÀ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ deg(f) | ÐÏÌÕÃÅÌÏÅ.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ õÉÔÎÉ: ÉÎÄÅËÓ ËÒÉŒÏÊ f ÒÁŒÅÎ 2 deg(f) + ∑ x a(x) (ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÅÍ ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ËÒÉŒÙÈ (ÄÁÎÎÙÍ Œ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ), ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ õÉÔÎÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ 0 É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ- ŒÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÕ õÉÔÎÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ õÉÔÎÉ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ËÒÉŒÙÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ËÒÉŒÙÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ. îÁÊ- ÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Õ ËÒÉŒÏÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ k.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. úÄÅÓØ ÓÌÏÊ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ A ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ x ∈ S^m ÓÏÓÔÏÉÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ IR^n, Ô.Å., ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ n ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÏ- ÒÏÖÄÁÀÝÉÈ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T^∗_x S^m . œŒÅÄÑ Œ T^∗_x S^m ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÓÏÂÒÁŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÓÅÈ n ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÍÅÓÔÅ, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ m × n ÒÁÎÇÁ m. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÔÅÐÅÒØ ÅÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ŒÍÅÓÔÏ ÓÔÒÏË, ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ IR^n, Ô.Å., ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ûÔÉÆÅÌÑ St(m, n). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ S^m → IR^n ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ S^m ÓÏ ÓÌÏÅÍ F = St(m, n).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ A ÎÁÄ S^m ÓÏ ÓÌÏÅÍ F . îÁ ÓÆÅÒÅ S^m ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ a. õÍÎÏÖÉÍ S^m ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [0, 1], É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÉ a × 0 É a × 1 ÏÔÒÅÚËÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ m + 1- ÍÅÒÎÏÇÏ ÄÉÓËÁ h : D^{m+1} → S^m ×[0, 1], ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 3. íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ \ÐÏÓÌÏÊÎÏ" ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ A ÎÁ S^m × [0, 1], ÔÏÇÄÁ ÎÁÄ D^{m+1} ŒÏÚÎÉËÎÅÔ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ h^∗A ÓÏ ÓÌÏÅÍ F . œÏÚØÍÅÍ ÄŒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ f_0 É f_1 ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (ÎÁÄ S^m). ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ

ffiflfflfi ”!#^{œœ}˝^= y_{òÉÓ. 3: èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ}

F ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÅÎ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ a × [0, 1], ËÏÔÏÒÏÅ Œ a × 0 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f_0(a), Á Œ a × 1 | Ó f_1(a). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÌÉ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ h^∗A, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÄ ŒÓÅÍ ÄÉÓËÏÍ D^{m+1}, Á ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÅÊ S^m . îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅÓØ ÄÉÓË Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÊ f_0 É f_1 ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ h^∗A, ËÁË É ÌÀÂÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ÄÉÓËÏÍ, ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Ô.Å., ÒÁŒÎÏ D^{m+1} × F . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁÄ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ, ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ Œ F , Ô.Å., ÜÌÅÍÅÎÔ π_m(F ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÅ- ÞÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒØ ÄÉÓËÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÌÕÞÅÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÅÞÅÎÉÊ É ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ π_m(F ) (ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÕÖÎÏ ÅÝÅ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ π_m(F ) ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ | ÕÂÅÄÉÔÅÓØ !). œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë \ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ" A ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 7 (ôÅÏÒÅÍÁ óÍÅÊÌÁ) ðÏÇÒÕÖÅÎÉÑ S^m → IR^n ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÀÔÓÑ

ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ π_m(St(m, n)).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë \ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ" ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÎÕÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÌÏÊ St(m, n) ÓŒÑÚÅÎ, É ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ. ðÅÒŒÙÊ ÆÁËÔ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, Á ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÁÖÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ) S^m → IR^{m+1}, Á Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÐÏÄÁŒÎÏ.

þÔÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÏÞØ . . .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ óÍÅÊÌÁ{èÉÒÛÁ ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÏ ÉÚ ËÎÉÇÉ çÒÏÍÏŒÁ [7]. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÄÏËÁÚÙŒÁÀÝÅÅ ÔÅÏÒÅÍÕ óÍÅÊÌÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÓÎÏŒ-

ÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÊ. ó ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÚÎÁËÏ- ÍÉÔØÓÑ ÐÏ ÚÅÌÅÎÏÊ ËÎÉÖËÅ æÕËÓÁ É æÏÍÅÎËÏ [15].

6 ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ óÍÅÊÌÁ Œ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÑÈ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ π_m(St(m, n)). úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ St(m, n) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ m ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ IR^n (ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ çÒÁÍÁ{ûÍÉÄÔÁ); ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ St(m, n).

6.1 S^2 ! IR^3

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÍÅÊÌÁ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ S^2 → IR^3 ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ π_2(St(2, 3)). ðÁÒÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ IR^3 ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ (ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ËÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÅÒ- ŒÙÊ, Á ËÁËÏÊ ŒÔÏÒÏÊ), ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ St(2, 3) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕÐÐÅ SO(3). íÙ ÂÕÄÅÍ ÞÁÓÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ \Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ", ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ, ËÒÏÍÅ π_1.

èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÁ

ìÅÍÍÁ 4 SO(3) ∼ IRP^3.

óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄÅÓÑÔËÉ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÁÉÂÏ- ÌÅÅ \ÉÄÅÊÎÏÅ" ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÁÌÇÅÂÒÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ IH (ËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ

ÅÓÔØ IR^4) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ a → a, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÊ É ÍÅÎÑÀÝÁÑ ÚÎÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ i, j É k. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ | ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ: ab = ba. óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ IR^4 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: ( a, b ) = Re ab = Re ab. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, aa = aa ∈ IR_+ | ËŒÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ a.

õÒÁŒÎÅÎÉÅ aa = 1 ÚÁÄÁÅÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S^3. üÔÁ ÓÆÅÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ G ÇÒÕÐÐÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÐÏ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÀ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ a, b ∈ S^3, ÔÏ abab = abba = 1. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÇÒÕÐÐÁ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ SU(2) | ÕÂÅÄÉÔÅÓØ ! | ÎÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏ- ÂÉÔÓÑ.

ëŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ x = −x. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ: x → axa. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, axa = ax a = −axa, Ô.Å., ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ab ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÊ (Ô.Å., ÜÔÏ ÎÁ

ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ). üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ: Re(axaay a) = Re(axay) = Re(ayax) = Re(y aax) = Re(yx). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ α : G → O(3).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. ðÕÓÔØ g | ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÒÁÚÁ. ôÁË ËÁË G ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔ, É g = α(s) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ G. îÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ α ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐ G É O(3) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ | ÒÁŒÎÙ 3) | Œ ÔÏÞËÅ s ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÏ- ÒÅÍÏÊ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÎÉÃÁ ÐÕÓÔÁ, É ÏÂÒÁÚ α | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ O(3) (ÏÄÎÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ G ÓŒÑÚÎÁ). îÏ α | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ, Ô.Å., ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó SO(3).

ñÄÒÏ α ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ a, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÌÀÂÙÍ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏÍ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ a ∈ IR. á ÐÏÓËÏÌØËÕ aa = 1, ÔÏ Ker α = {1, −1}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉ α ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ S^3 → SO(3). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: π_2(St(2, 3)) = π_2(IRP^3) = π_2(S^3) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ S^2 Œ IR^3 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÄŒÕÍ ŒÌÏÖÅÎÉÑÍ: ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ É Ë ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÆÅÒÕ ÍÏÖÎÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ \ŒÙŒÅÒÎÕÔØ ÎÁÉÚÎÁÎËÕ" Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÓÔÁŒÁÑÓØ ŒÓÅ ŒÒÅÍÑ Œ ËÌÁÓÓÅ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ. üÔÏ | ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÐÁÒÁÄÏËÓ óÍÅÊÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 6. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ÔÉÐÉÞÎÏÍ

ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÉ S^2 → IR^3. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉ ÔÉ- ÐÉÞÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ. õËÁÖÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÒÏÅË, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ŒÙŒÏÒÁÞÉŒÁÎÉÀ ÓÆÅÒÙ ÎÁÉÚÎÁÎËÕ.

6.2 S^3 ! IR^4

óÄÅÌÁÅÍ ÏÄÎÏ ÏÂÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÏÚØÍÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ m ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ IR^n, É ŒÙÄÅÌÉÍ ÏÄÉÎ ŒÅËÔÏÒ. üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÏÔ St(m, n) Ë m-ÌÉÓÔÎÏÍÕ ÅÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÀ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÎÕÖÎÕÀ ÎÁÍ ÇÏ- ÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ. œÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÓÆÅÒÕ S^{n−1}. åÓÌÉ ÏÎ ŒÙÂÒÁÎ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ m − 1 ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ûÔÉ- ÆÅÌÑ Œ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÕ, Ô.Å., ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÍ Ë S^{n−1} Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÅ. úÎÁÞÉÔ, St(m, n) ÒÁÓÓÌÏÅÎÏ ÎÁÄ S^{n−1} ÓÏ ÓÌÏÅÍ St(m − 1, n − 1), ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÏ Ó ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ T S^{n−1} → S^{n−1}. îÁÇÌÑÄÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÓÌÏŒÁ \ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ- ŒÁÎÏ" ÑÓÅÎ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, Á ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÅ. çÒÕÐÐÁ GL_{n−1} ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ St(m − 1, n − 1). æÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T S^{n−1} ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

Œ GL_{n−1}. ôÏÇÄÁ ÓÌÏŒÏ \ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÏ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ St(m, n) → S^{n−1} ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË É Õ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ, ÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ GL_{n−1} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÅ Œ ÓÌÏÅ IR^{n−1} ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T S^{n−1}, Á Œ ÓÌÏÅ St(m − 1, n − 1) ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ ÓÆÅÒ Œ IR^4, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÆÁËÔÕ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏÓÔØÀ ÓÆÅÒÙ S^3):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15 òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T S^3 → S^3 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÑÔØ IR^4 ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ IH

ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ( a, b ) = Re ab. óÆÅÒÁ S^3 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ aa = 1. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ b ∈ T_aS^3, Ô.Å., (a, b) = 0, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b = κa, ÇÄÅ κ | ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ (κ = −κ). óÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ b → κ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ (IH | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ) É ÚÁÄÁÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ T S^3 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁ- ÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ ôÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

Ë ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ìÉ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ (S^3 | ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 4). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÑ Ë ÓÅÍÉÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ: ÎÕÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ S^7 → IR^8, Á IR^8 ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ÏËÔÁŒ ëÜÌÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S^7 | ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏËÔÁŒÙ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ S^3 → IR^4. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ St(3, 4) = S^3 × St(2, 3) = S^3 × IRP^3, É ÐÏÜÔÏÍÕ π_3(St(3, 4)) = ZZ ⊕ ZZ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ S^3 → IR^4 ÅÓÔØ ÄŒÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ.

ðÕÓÔØ f : S^3 → IR^4 | ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ S^3 ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÚ D_xf(T_xS^3). üÔÏ | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ IR^4, Ô.Å., ÜÌÅÍÅÎÔ G_+(3, 4). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÔÏÞËÅ x ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G_f : S^3 → G_+(3, 4), Ô.Å., S^3 → S^3 (Ô.ÎÁÚ. ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ).

úÁÄÁÞÁ 7. œÙÒÁÚÉÔÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ (Ô.Å., ÓÔÅÐÅÎØ) ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ f.

6.3 S^2 ! IR^4

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÕÎËÔÕ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ St(2, 4), Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÅÓÔØ S^3×St(1, 3) = S^3×S^2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, π_2(St(2, 4)) = ZZ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÍÅÊÌÁ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ S^2 → IR^4 ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÃÅ- ÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ | ÉÎÄÅËÓÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 8. ïÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ

ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÉÎÄÅËÓÁ. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ

S^2 → IR^4 ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ïÃÅÎÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Õ ÐÏÇÒÕÖÅ- ÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ k.

ðÏÇÒÕÖÅÎÉÅ f : S^2 → IR^4 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_xf : T_xS^2 → IR^4, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄŒÕÍÅÒÅÎ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÇÒÕ- ÖÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ π_2(G_+(2, 4)). çÏÍÏÔÏÐÎÙÍ ÐÏÇÒÕÖÅ- ÎÉÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ.

ìÅÍÍÁ 5 G+(2, 4) = S^2 × S^2.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. äŒÕÍÅÒÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ

IR^4 = IH ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, Ô.Å., ÐÁÒÏÊ ËŒÁÔÅÒ- ÎÉÏÎÏŒ a, b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ aa = bb = 1 É Re ab = Re ab = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ab É ab | ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ: abab = abba = 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÆÅÒÙ S^2. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ab É ab ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ a É b ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÅÎÙ (a, b) → (αa + βb, −βa + αb), ÇÄÅ α, β ∈ IR É α^2 + β^2 = 1, Ô.Å., ÒÏŒÎÏ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, Ó ËÁËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÏÜÔÏÍÕ π_2(G_+(2, 4)) = ZZ ⊕ ZZ.

úÁÄÁÞÁ 9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ZZ ⊕ ZZ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÀ

ÉÎÄÅËÓÁ k.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ | ÄŒÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 10. îÁÊÄÉÔÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ Mg → IR^3,

ÇÄÅ M_g | ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ.

ïÔŒÅÔ: óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 4^g ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ. ïÎÉ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ

ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H_1(M_g , π_1(St(2, 3))) = H_1(M_g , ZZ_2) = ZZ^{2g}_2 .

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ h-ÐÒÉÎÃÉÐ óÍÅÊÌÁ{èÉÒÛÁ ŒÅÒÅÎ ÄÌÑ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 10 ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (ÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ óÍÅÊÌÁ ŒÅÒÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÆÅÒ). œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÉÎÃÉÐ óÍÅÊÌÁ{èÉÒÛÁ ÕÖÅ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍ:

úÁÄÁÞÁ 11. îÁÊÄÉÔÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ ÏËÒÕÖÎÏ-

ÓÔÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ.

þÔÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÏÞØ . . .

œÙŒÏÒÁÞÉŒÁÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÎÁÉÚÎÁÎËÕ Œ ËÌÁÓÓÅ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÊ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÏ Œ ËÎÉÇÅ æÕËÓÁ É æÏÍÅÎËÏ [15]. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 10 ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÒÅÄÓÔŒÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÊ | ÓÍ. ÔÕ ÖÅ ËÎÉÇÕ. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 11 (É ÒÑÄ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÐÒÏ ËÒÉŒÙÅ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ) ÎÅÄÁŒÎÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ á. éÎ- ÛÁËÏŒÙÍ.

7 éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 7.1 ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÏÄÎÏÍÕ ÄÁÌÅËÏ ÉÄÕÝÅÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÐÕÓÔØ Œ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÄÁÎÏ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ) ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ D, Ô.Å., Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M ÚÁÄÁÎÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÐÒÑ- ÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) D(x) ⊂ T_xM . ôÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ x ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ γ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÅ y ∈ γ ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÐÒÑ- ÍÏÊ D(y). ìÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÁËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÐÏÌÅÊ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÌÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k > 1 | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ Œ M ÚÁÄÁÎÏ ÔÁ- ËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D, É x ∈ M . óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ⊂ M , ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ x É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ N ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_yN = D(y) ? ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ M = IR^3, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a, b, c) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ: (x − a) + c(x − b) + ab(x − c) = 0. õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÔÏ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ÕÒÏŒÎÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(a, b, c). çÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÅÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏŒÎÑ, É ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÔÏÞËÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a, b, c) ÏÎ ÐÒÏ- ÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÅÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ (a, b, c), Ô.Å., ŒÅËÔÏÒÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (1, c, ab). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏÌÖÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÔØ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÌÏËÁÌØÎÏ) ÎÅ ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ÆÕÎËÃÉÑ φ(a, b, c) (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∂f ∂a = φ, ∂f ∂b = cφ, ∂f ∂c = abφ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÌÁÄËÁÑ, ÅÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÎÅ ÚÁ- ŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ, ÏÔËÕÄÁ ∂φ ∂b = c ∂φ ∂a , ∂φ ∂c = bφ + ab ∂φ ∂a , φ + c ∂φ ∂c = aφ + ab ∂φ ∂b .

éÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c^{∂φ}_{∂c} = bcφ + abc^{∂φ}_{∂a} , Á ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ | ÞÔÏ c^{∂φ}_{∂c} = (a − 1)φ + abc^{∂φ}_{∂a} , ÐÏÜÔÏÍÕ (a − 1 − bc)φ = 0 É φ ≡ 0 (ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÏÌÖÎÙ ŒÅÄØ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a, b, c !).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ D(x) ⊂ TxM ÎÁ-

ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ k- ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ⊂ M , ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ a É ËÁÓÁÀÝÅÅÓÑ Œ ËÁ- ÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ.

óÉÔÕÁÃÉÑ Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ É ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÎÁ- ÐÏÍÉÎÁÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ó ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍÉ É ÎÅÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÑ ÓÔÒÕÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ Œ ÌÅËÃÉÉ 2. ïÄÎÁËÏ k-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. þÔÏÂÙ ÕÑÓÎÉÔØ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØÀ É ÇÏÌÏÎÏÍÎÏÓÔØÀ, ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ | ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÕÞËÁ.

\âÁÚÏŒÙÊ" ÐÒÉÍÅÒ ÐÕÞËÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S → M (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M ). çÏŒÏ- ÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÄÁÎ ÐÕÞÏË F (ÍÎÏÖÅÓÔŒ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ M ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F(U ) (Œ ÂÁÚÏŒÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S ÎÁÄ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U ⊂ M ), É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V ⊂ U ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÑ ϱ_{UV} : F(U ) → F(V ) (Œ ÂÁÚÏŒÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÜÔÏ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÄ U ÎÁ ÍÅÎØÛÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ V ⊂ U ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. ϱ_{UU} = id;

2. åÓÌÉ W ⊂ V ⊂ U , ÔÏ ϱ_{UW} = ϱ_{V W} ∘ ϱ_{UV} ;

3. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ f_i ∈ F(U_i) (U_i | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i, j ϱ_{Ui,Ui∩Uj} (f_i) = ϱ_{Uj ,Ui∩Uj} (f_j ) (Ô.Å., ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ F( ⋃ j U_j ) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i f_i = ϱ^⋃_{j Uj ,Ui} (f).

óËÁÖÅÍ, ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÕÞÏË. ôÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÕÞÏË ÓÅÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, k-ÆÏÒÍÙ. úÁÍËÎÕÔÙÅ k-ÆÏÒÍÙ ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÐÕÞÏË, Á ŒÏÔ ÔÏÞÎÙÅ | ÎÅÔ, ÉÚ-ÚÁ ÎÁÒÕ- ÛÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÑ 3 (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÄŒÅ ÅÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÄÕÇÉ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ŒÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, É ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÄÕÇÅ | ÚÁÍËÎÕ- ÔÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ dφ). þÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÐÕÞËÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F(U ) ÎÁÄÅÌÅÎÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÉ), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÜÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ (ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÔÏÊ ÖÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ (É Õ ÎÁÓ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁË), ÞÔÏÂÙ F(U ) ÂÙÌÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, Á ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ; ÉÌÉ ÖÅ ÞÔÏÂÙ F(U ) ÂÙÌÏ ÇÒÕÐÐÏÊ (ËÏÌØÃÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÏÊ É Ô.Ä.), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÞËÕ a ∈ M , É ÎÁÚÏŒÅÍ ÄŒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÕÞËÁ f ∈ F(U ) É g ∈ F(V ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ Œ ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ W ⊂ U ∩V (Ô.Å., ϱ_{UW} (f) = ϱ_{V W} (g)); ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (Œ ÔÏÞËÅ a) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÏÓÔËÏÍ F_a ÐÕÞËÁ F. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÐÕÞÏË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ \ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ", ÓÌÏÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÏ- ÓÔÏË F_a. œÓÑËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÕÞËÁ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U ∋ a ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ \ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÏÓÔËÏŒ". óÅÞÅÎÉÑ \ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÑ ÒÏÓÔËÏŒ", ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ).

òÏÓÔÏË ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÂSSÅËÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÐÕÞËÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÏ- ÓÔÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÏÂÏ ŒÓÅÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ, É ÄÁÖÅ ÂÏ- ÌÅÅ ÔÏÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ \ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÏÓÔËÏŒ" (Ô.Å., ÚÁÂÙŒÁÀÔ ÞÁÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÒÏÓÔËÅ). óÅÞÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ \ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ", ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ \ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÏÓÔËÏŒ", ÔÏÖÅ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍÉ. óËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÐÕÞËÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÑ S → M ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÏÓÔËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÇÏ r-ÓÔÒÕÑ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ r-ÓÔÒÕÊ (ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÂÅÚ ËÁŒÙÞÅË, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ M ) É ÅÇÏ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÅ É ÎÅÇÏÌÏÎÏÍÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÍÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÇÏÌÏÎÏÍÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ: S = M × N . ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ r-ÓÔÒÕÊ ÔÁËÖÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ: S^{(r)} = M × N × IR^{nd(m,r)}. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_1, . . . , x_m ÎÁ ÂÁÚÅ M É y_1, . . . , y_n Œ ÓÌÏÅ N ÉÓÈÏÄ- ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÔÏ Œ ÓÌÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S^{(r)} ÅÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ξ^i = y_i, ξ^i_j, ξ^i_{j1j2} , . . ., ξ^i_{j1...jr} , ÇÄÅ i ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 1 ÄÏ n, Á ŒÓÅ j_s | ÏÔ 1 ÄÏ m. åÓÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ y_i ÓÅÞÅÎÉÑ f ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ f_i, ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ξ^i_{j1...js} ÅÇÏ r-ÓÔÒÕÉ ÅÓÔØ^{∂sfi}_{∂xj1 ...∂xjs} . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ

ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÇÏÌÏÎÏÍÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ^{∂ξij1...js}_{∂js+1} = ξ^i_{j1...jsjs+1} .

œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÕÞÏË k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ: ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F(U ) ÂÕÄÕÔ ÇÌÁÄËÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ι : N → U , ÇÄÅ N | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÕÓÔÏÅ). òÏÓÔËÕ ŒÌÏÖÅÎÉÊ F_a ÎÕÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÂÒÁÚ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ Œ ÔÏÞËÅ a ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ G(T_aM, k). üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ M . åÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ T M , Á ÌÏËÁÌØÎÏ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ | ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÏ- ËÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. ïÔÄÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ.

7.2 ôÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÕÅÍÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÔØ k- ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ D(x) ∈ T_xM . ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ | ÚÁÄÁÔØ Œ ÎÅÍ ÂÁÚÉÓ Y_1(x), . . . , Y_k(x), Ô.Å., ÚÁÄÁÔØ ÎÁÂÏÒ k ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ D(x). üÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ | ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÌÏËÁÌØÎÏ (ŒÓÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a ∈ M ).

ôÅÏÒÅÍÁ 8 òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ Y1(x), . . . , Yk(x),

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, j ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÊ ÐÏÌÅÊ

[Y_i(x), Y_j(x)] ∈ D(x). (6)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Vect(D) ŒÓÅx ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ D(x). ôÏÇÄÁ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Vect(D) | ÁÌ- ÇÅÂÒÁ ìÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, Ô.Å., ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ Vect(M ). äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÎÕÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ), ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ (6) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÐÏÌÅÊ Y_i(x), ÔÏ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ Y (x) ∈ D(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ: ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a ∈ M ÉÎÔÅ-

ÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N . ðÏÌÑ Y_i Œ ÔÏÞËÁÈ x ∈ N ËÁÓÁÀÔÓÑ N , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a, ÌÅÖÁÔ Œ N . ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [Y_i(a), Y_j (a)] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÏÍ ÜÔÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÔÏ ÏÎ ÔÏÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ N , Ô.Å., ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ D(a).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ Z_1(x), . . . , Z_k(x) ∈ D(x), ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ x ∈ U (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ∈ M ) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ D(x) É ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÎŒÏÌÀ- ÃÉÉ: [Z_i(x), Z_j(x)] = 0. ðÕÓÔØ x_1, . . . , x_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , Á^∂_{∂x1} , . . .,^∂_{∂xn} | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ M . üÔÉ ÐÏÌÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Y_i = ∑_n j=1 α^j_i^∂_{∂xj} . íÁ- ÔÒÉÃÁ A = (α^j_i ) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÙ n × k É ÒÁÎÇ k. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÅÅ ÓÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ ÍÉÎÏÒ ÒÁÚÍÅÒÁ k × k ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÕÓÔØ K = (κ^j_i ) | ÍÁÔÒÉÃÁ k × k, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÉÎÏÒÕ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÑ Z_i = ∑_k j=1 κ^j_i Y_i ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

Z_i = ∂ ∂x_i + n∑ j=k+1 μ^j_i ∂ ∂x_j . (7) ïÞÅŒÉÄÎÏ, Z_i(x) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ D(x). œ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÅÒÅÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [Z_i, Z_j ] ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ Z_i:

[Z_i, Z_j] = k∑ m=1 λ^m_{ij} Z_m = k∑ m=1 λ^m_{ij} ∂ ∂x_m + k∑ m=1 n∑ s=k+1 λ^m_{ij} μ^s_m ∂ ∂x_s . (8)

îÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (7) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ [Z_i, Z_j ] ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÅÊ^∂_{∂xm} ÐÒÉ 1 ≤ m ≤ k. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (8) ÄÁÅÔ λ^m_{ij} = 0, Ô.Å., ÐÏÌÑ Z_i ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ z_i(t)(x) | ÐÏÔÏË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Z_i, Ô.Å., ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ) IR × M → M , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ^{dzi(t)(x)}_{dt} | |_{t=0} = Zi(x). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ N , ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a, ËÁË ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ IR^k, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ι(t_1, . . . , t_k) = (z_1(t_1)∘. . .∘ z_k(t_k))(a). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ι | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, É ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕ Œ ÔÏÞËÅ x ÅÓÔØ D(x) | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ, ÔÏ ÉÈ ÐÏÔÏËÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÄÁÔØ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ D(x) ⊂ T_xM : ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ n − k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ, ÏÂÎÕÌÑÀ- ÝÉÈ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ (ÌÏËÁÌØÎÏ), ÕËÁÚÁŒ 1-ÆÏÒÍÙ (ËÏŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ) ν_{k+1}, . . . , ν_n, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ν_{k+1}(Y ) = . . . = ν_n(Y ) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Y ∈ Vect(D). ôÅÏÒÅÍÕ 8 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ 1-ÆÏÒÍ ν_i ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9 òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ 1-ÆÏÒÍÁÍÉ νk+1, . . . , νn, ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ 1-ÆÏÒÍÙ α^j_i , ÞÔÏ dν_i = n∑ j=k+1 ν_j ∧ α^j_i . (9)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Vect^⊥(D) ŒÓÅÈ 1-ÆÏÒÍ, ÏÂÎÕÌÑÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ D(x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÆÏÒÍ ÉÚ Vect^⊥(D) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ Vect^⊥(D) Œ ËÏÌØÃÅ ŒÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ M . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÎÕÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ), ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÏÒÍ ν_i ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ (Á ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ 9), ÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ν ∈ Vect^⊥(D).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.

ðÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a ∈ M ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N . ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_1, . . ., x_n ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ÚÁÄÁŒÁÌÏÓØ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_{k+1} = . . . = x_n = 0. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÙ ν_{k+1} = dx_{k+1}, . . . , ν_n = dx_n ÚÁÍËÎÕÔÙ (É ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ (9)) É ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ D(x).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ Y_1, Y_2 ∈ Vect(D) É 1-ÆÏÒÍÕ ν ∈ Vect^⊥(D). éÍÅÅÍ (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÁÒÔÁÎÁ ÄÌÑ ŒÎÅÛ- ÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÏÒÍÙ; L | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ):

ν([Y_1, Y_2]) = L_{Y1} ν(Y_2) − L_{Y2}ν(Y_1) − dν(Y_1, Y_2) =

= L_{Y1} ν(Y_2) − L_{Y2}ν(Y_1) − n∑ j=k+1 ν_j(Y_1) ∧ α^j_i (Y_2) + n∑ j=k+1 ν_j(Y_2) ∧ α^j_i (Y_1) =

= 0.

ðÏÜÔÏÍÕ [Y_1, Y_2] ∈ Vect(D). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Vect(D) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 8 É ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÏÅÎÉÑÍÉ. åÓÌÉ ÂÙÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÍ, ÓÌÏÅÎÉÅ ÜÔÏ ÎÅ ÓÁÍÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Á ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÓÌÏÑÍÉ ÓÌÏÅÎÉÑ), ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ IR^n ÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ k-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. óËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ | k-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N , ÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Œ M k-ÍÅÒÎÏÅ ÓÌÏÅÎÉÅ, ŒÓÅ ÓÌÏÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ N . ðÒÉÍÅÒ ÓÌÏÅÎÉÑ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÏÂÍÏÔËÁ ÔÏÒÁ. œÏÏÂÝÅ, ÓÌÏÉ ÓÌÏÅÎÉÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÌÏÅÎÉÊ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

þÔÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÏÞØ . . .

ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÕÞËÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÐÏ ËÎÉÇÅ çÏÄÅÍÁÎÁ [6]. ïÂÙÞÎÏ ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÕÞËÏŒ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÏÄÎÁËÏ çÒÏÍÏŒ Œ ËÎÉÇÅ [7] ÔÏÖÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Ó ÐÕÞËÁÍÉ. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ ÔÅËÓÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÏ ÉÚ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÅÊÓÑ ËÎÉÇÉ îÁÒÁÓÉÍ- ÈÁÎÁ [12]. œÏÏÂÝÅ, Œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÉÚÌÏÖÅÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ŒÅÝÅÊ, É ÐÒÉÔÏÍ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ | ÐÏÓÍÏÔÒÉÔÅ.

8 óÌÏÅÎÉÑ

îÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÊ, Œ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÌÏÅÎÉÑ.

òÉÓ. 4: óÌÏÅÎÉÅ òÅÅÂÁ

8.1 ðÒÉÍÅÒÙ ÓÌÏÅÎÉÊ

äŒÁ ÐÒÉÍÅÒÁ ÓÌÏÅÎÉÊ | ÇÌÁÄËÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÏÂÍÏÔËÁ ÔÏÒÁ | ÐÒÉŒÏÄÉ- ÌÉÓØ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. ïÂÍÏÔËÁ ÔÏÒÁ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ G ÇÌÁÄËÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÔÁË, ÞÔÏ ÅÓÌÉ gx = x ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ g ∈ G É x ∈ M , ÔÏ g = e. ôÏÇÄÁ ËÁ- ÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ G, É Œ M ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÏÅÎÉÅ (ŒÓÅ ÓÌÏÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÐÁÒÙ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ k É l ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÚÁÄÁÎ- ÎÏÊ Œ ′C^2 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ |z|^2 + |w|^2 = 1, ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = {φ mod 2π}: φ(z_1, z_2) = (z_1e^{kiφ}, z_1e^{liφ}). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Œ S^3 ÚÁÄÁÎÏ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÌÏÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ k ≠ l ÜÔÏ ÓÌÏÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄ-

ËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ (ÐÒÉ k = l(= ±1) ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏÅŒ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÅÎÉÑ (ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÏÄ (ÞÉÓÌÏ ÒÕÞÅË) ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ.

œÏ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ŒÓÅ ÓÌÏÉ ÓÌÏÅÎÉÊ (Ô.Å., ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ÂÙÌÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÔÁË. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÅÎÉÅÍ òÅÅÂÁ (òÅÂÁ, òÉÂÁ) ÎÁ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏÅÎÉÅ Œ ÐÏÌÏÓÅ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 4. åÇÏ ÓÌÏÉ | \ÐÁÒÁÂÏÌÙ" É ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ. œÒÁÝÁÑ ËÁÒÔÉÎËÕ ŒÏËÒÕÇ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÓÌÏÅÎÉÅ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÃÉÌÉÎÄÒÅ. ëÓÔÁÔÉ, ÜÔÏ ÕÖÅ ÐÒÉ- ÍÅÒ ÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÎÅÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ: ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ ÚÄÅÓØ | ÃÉÌÉÎÄÒ, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏÅÎÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ ŒÄÏÌØ ÏÓÉ ÃÉÌÉÎÄÒÁ. åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÔÏÞËÉ ÃÉÌÉÎÄÒÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅ- ÎÏÓÏÍ ŒÄÏÌØ ÅÇÏ ÏÓÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ. õËÁÚÁÎÎÁÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏÅÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÅÇÏ ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ. ôÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÅÎÉÅÍ òÅÅÂÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÓÌÏÅŒ | ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÔÏÒ, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÅÐÅÒØ ÅÓÌÉ ÓËÌÅÉÔØ ÄŒÁ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚÏŒÁÌÁÓØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ S^3, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÅÎ ÔÏÒÕ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. üÔÏ | ÓÌÏÅÎÉÅ òÅÅÂÁ ÎÁ S^3.

úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ

n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÂÅÚ ËÒÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÏ ÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÉÌÉ n−1, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÒÁŒÎÑÌÁÓØ ÎÕÌÀ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ.

üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ É ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1; ÜÔÏ | (ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÁÑ) ÔÅÏÒÅÍÁ ôÅÒÓÔÏÎÁ.

üÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ S^{2n+1} ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÅÒÓÔÏÎÁ ÎÁ ÎÅÊ ÄÏÌÖÎÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ 1 É 2n. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 ÎÁ S^3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÅÎÉÅ òÅÅÂÁ.

úÁÄÁÞÁ 14.

1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ S^3 ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÚ ÎÕÌÅÊ. ïÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÅ ÓÌÏÅÎÉÅ (Ô.Å., ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ).

2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ Œ S^3) Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ Œ ÐÕÎËÔÅ 1, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

éÚ ÐÕÎËÔÁ 2 ÚÁÄÁÞÉ 14 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ òÅÅÂÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ èÅÆÌÉÇÅÒÁ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ S^{2n+1}) ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 15. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ S^5.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÕÂÍÅÒÓÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ f : M → N , Ô.Å., ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ, ÒÁŒÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÄÏÌÖÎÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÙÔØ m ≥ n). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ f^{−1}(x) ⊂ M (x ∈ N ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ n-ÍÅÒÎÏÅ ÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ M .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ M = IR^2, Á N = IR (Ô.Å., f | ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÅÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË), ÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÌÏÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ IR. óÌÏÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÂÙÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ (Ô.Å., ÎÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÎÁÂÏÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ) | ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓÌÏÅÎÉÅ D Œ IR^2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÓÕÂÍÅÒÓÉÉ f : IR^2 → IR, Ô.Å., ÆÕÎËÃÉÉ ÂÅÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË.

æÕÎËÃÉÑ f : IR^2 → IR, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÏÅÎÉÅ D, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. éÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÌÉÚËÉÍ ÓÌÏ- ÅÎÉÑÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÂÌÉÚËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏ- ÅÎÉÑ, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 5 (ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ŒÎÅ ÐÏÌÏÓÙ 0 ≤ x ≤ 3,

-_x

0 1 2 3

-_x

0 1 2 3

òÉÓ. 5: âÌÉÚËÉÅ ÓÌÏÅÎÉÑ, ÎÅ ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÂÌÉÚËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ

ÎÅŒÁÖÎÏ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÌÏÅÎÉÑ (Ô.Å., ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÓÌÏÑÍ) ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÌÅŒÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ ÉÍÅÅÍ f(0, 0) < f(3, 0), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÇÏ ÒÉÓÕÎËÁ f(0, 0) = f(1, 0) > f(2, 0) = f(3, 0), É ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÓÌÏÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÓÌÏÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÁ (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÒÏÇÉÅ !).

úÁÄÁÞÁ 17. ðÕÓÔØ M = IR^3, N = IR^2, É ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ f^{−1}(x) ÓŒÑÚÎÙ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ IR. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÓÕÂÍÅÒÓÉÉ f : IR^3 → IR^2 (Ó ÎÅÓŒÑÚÎÙÍÉ f^{−1}(x)), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÉ x_1, x_2 ∈ IR^2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f^{−1}(x_1) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ, Á f^{−1}(x_2) | ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

åÝÅ ÏÄÉÎ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÙÊ, ÐÒÉÍÅÒ ÓÌÏÅÎÉÊ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ Œ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

8.2 óËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÓÔÙ

óËÏÂËÏÊ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ {·, ·} ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ C^∞(M ) ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ: {f, g} = −{g, f}; 2. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ: {f, {g, h}} + {g, {h, f}} + {h, {f, g}} = 0; 3. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ: {fg, h} = f{g, h} + g{f, h}. óŒÏÊÓÔŒÁ 1 É 2 ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ C^∞(M ) Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ. óŒÏÊÓÔŒÏ 3 ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ŒÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÊ (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ C^∞(M ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ h ∈ C^∞(M ) ÏÐÅÒÁÃÉÑ {·, h} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ.

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÓËÏÂËÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ | ÔÅÎÚÏÒ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16 óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ π(x)(·, ·)

ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T^∗_x M ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ {f, g}(x) = π(x)(df(x), dg(x)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ {f, 1} = {f, 1 · 1} = {f, 1} +

{f, 1}, ÏÔËÕÄÁ {·, 1} = 0, É, Œ ÓÉÌÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, {·, h} ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ë h ÐÒÉÂÁŒÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ dh(a) = 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ a. ðÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ (ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ T^∗_a M Ó M_a/M^2_a, É Ô.Ð. | ÎÁÚÙŒÁÊÔÅ ËÁË ÈÏÔÉÔÅ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ f_1, . . ., f_n, g_1, . . ., g_n, ŒÓÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ Œ ÔÏÞËÅ a É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ h = ∑_n i=1 f_ig_i. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r ŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ {r, h}(a) = n∑ i=1 {r, f_ig_i}(a) = n∑ i=1 ( f_i(a){r, g_i}(a) + g_i(a){r, f_i}(a) ) = 0.

ôÏ ÅÓÔØ, {·, h}(a) = 0, ÅÓÌÉ dh(a) = 0. œ ÓÉÌÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ {f, g}(x) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ df(x) É dg(x), Ô.Å., ÆÏÒÍÁ π(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. œ ÓÉÌÕ ÔÏÊ ÖÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÓÁÍÁ | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ É ËÏ- ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ df(x) É dg(x) | ËÏŒÅËÔÏÒÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ π(x) | ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÂÉŒÅËÔÏÒ. åÍÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~π(x) : T^∗_x M → T_xM , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ⟨μ, ~π(x)ν⟩ = π(μ, ν). åÇÏ ÏÂÒÁÚ D(x) = ~π(x)T^∗_x M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ T_xM . òÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ D(x) ÍÏÇÕÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ Ë ÔÏÞËÅ, ÏÄÎÁËÏ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ x ∈ U ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ D(x) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ D(a) (ÒÁÎÇ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÅÔ \ÓËÁËÁÔØ" ŒŒÅÒÈ, ÎÏ ÎÅ ŒÎÉÚ). œÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ a, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÎÇ D(a) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. ôÏÇÄÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ D(x) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10 üÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 6 [~π(df), ~π(dg)] = −~π(d{f, g}). (10) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ

É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ŒÉÄÁ dh. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: L_Y ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÚÑÔÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ìÉ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Y , Á ι_Y | ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Y Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. îÁ ÆÕÎËÃÉÉ (Ô.Å., 0-ÆÏÒÍÙ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ι_Y ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ:

1. L_Y h = ι_Y dh^{def}= ⟨dh, Y ⟩.

2. [L_{Y1}, L_{Y2}] = L_{[Y1,Y2]}.

éÍÅÅÍ: ⟨dh, [~π(df), ~π(dg)]⟩ = [L_{~π(df)}, L_{~π(dg)}]h = = [ι_{~π(df)}d, ι_{~π(dg)}d]h = = ι_{~π(df)}dι_{~π(dg)}dh − ι_{~π(dg)}dι_{~π(df)}dh = = π(df, dπ(dg, dh)) − π(dg, dπ(df, dh)) = = {f, {g, h}} + {g, {h, f}} = −{h, {f, g}} = = −π(dh, d{f, g}) = −⟨dh, ~π(d{f, g})⟩, É ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 10. œÙÂÅÒÅÍ Œ D(x) ÂÁÚÉÓ ŒÉÄÁ Yi = ~π(x)(dpi),

ÇÄÅ p_i | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÜÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ). ôÅ- ÐÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6 É ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (Œ \ÐÅÒŒÏÊ ÆÏÒÍÅ", ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ).

éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ D ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ- ÓËÉÍÉ ÌÉÓÔÁÍÉ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ. ðÒÉÞÉÎÁ ÔÁËÏÇÏ ÎÁÚŒÁÎÉÑ | Œ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÅ.

ðÕÓÔØ N | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÌÉÓÔ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ x ∈ N ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ (T_xN )^⊥ ⊂ T^∗_x M ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÑÄÒÏÍ ÆÏÒÍÙ π(x). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, T^∗_x N = T^∗_x M/ Ker π(x), É ÆÏÒÍÕ π(x) ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ T^∗_x N . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ N ÔÏÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓËÏÂËÉ ÎÁ M . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ T^∗_x N ÆÏÒÍÁ π(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ, Ô.Å., ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~ω(x) : T_xN → T^∗_x N , ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ~π(x). åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË 2-ÆÏÒÍÕ ÎÁ N , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ω(Y, Z) = ⟨~ω(Y ), Z⟩. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ ÄÌÑ ÂÉŒÅËÔÏÒÁ π(x): ÐÕÓÔØ Y = ~π(α), Z = ~π(β), ÔÏÇÄÁ ω(Y, Z) = π(α, β). éÚ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÆÁËÔÁ É ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉ ÓÌÅÄÕÅÔ

ìÅÍÍÁ 7 ðÕÓÔØ X = ~π(df), Y = ~π(dg), Z = ~π(dh). (11) ôÏÇÄÁ L_X ω(Y, Z) = −ω(X, [Y, Z]). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. L_X ω(Y, Z) = ι_{~π(df)}dπ(dg, dh) = ι_{~π(df)} ~ω~π(d{g, h}) = (ÐÏ ÌÅÍÍÅ 6) = −ι_{~π(df)} ~ω([~π(dg), ~π(dh)]) = −ω(X, [Y, Z]). îÅÍÅÄÌÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 11 æÏÒÍÁ ω ÚÁÍËÎÕÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 10, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ dω(X, Y, Z) = 0, ÅÓÌÉ X, Y, Z | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ŒÉÄÁ (11). îÏ, Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 7 É ÆÏÒÍÕÌÙ ëÁÒÔÁÎÁ ÄÌÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÏÒÍÙ ÉÍÅÅÍ: dω(X, Y, Z) = L_X ω(Y, Z) + L_Y ω(Z, X) + L_Zω(X, Y ) + + ω(Z, [X, Y ]) + ω(X, [Y, Z]) + ω(Y, [Z, X]) = = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁ ω ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ N ÚÁÍËÎÕÔÁ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ. ôÁËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ. œÓÑ- ËÁÑ ÓÉÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÕ ÓËÏÂËÕ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ f É g | ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÉÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. æÏÒÍÁ ω ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ, Ô.Å., ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~ω(x) : T_xN → T^∗_x N ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔ- ÎÙÊ ~π(x) : T^∗_x N → T_xN . óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ {f, g} = L_{~π(df)}g. îÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓËÏÂËÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ (ÄŒÁ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙ). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÐÒÏÓÔÏ ÏÂÒÁÝÁÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÉÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ É ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÁ ÓËÏÂËÁ | ÄŒÅ \ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ" ÏÐÅÒÁÃÉÉ (Ó ÔÏÊ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÁ ÓËÏÂËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, É ÔÏÇÄÁ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÓÔÙ).

þÔÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÏÞØ . . .

üÓËÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÅÒÓÔÏÎÁ Ï ÓÌÏÅÎÉÑÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÄÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÉ Ë ËÎÉÇÅ çÒÏÍÏŒÁ [7], ÎÏ ÔÅËÓÔ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÒÁÓÓÞÉÔÁÎ ÎÁ ÔÅÈ, ËÔÏ ÚÎÁËÏÍ Ó ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÏÊ ôÅÒÓÔÏÎÁ [14]. ôÅÏÒÅÍÁ èÅÆÌÉÇÅÒÁ ÄÏËÁ- ÚÁÎÁ Œ ÓÔÁÔØÅ [17]. œ ÚÅÌÅÎÏÊ ËÎÉÇÅ æÕËÓÁ{æÏÍÅÎËÏ [15] (Œ ËÏÎÃÅ, ÐÁÒÁÇÒÁÆ Ï ÓÌÏÅÎÉÑÈ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 15. úÁÄÁÞÁ 17 ÒÅÛÅÎÁ Œ ÓÔÁÔØÅ [10].

óËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÓÔÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÏÂÛÉÒ- ÎÅÊÛÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÒÁÂÏÔ | ÍÎÏÇÉÅ ÔÙÓÑÞÉ) | ÔÅÏÒÉÉ ÇÁÍÉÌØ- ÔÏÎÏŒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ; ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÎÅÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÏÂÚÏÒÕ œ.é.áÒÎÏÌØÄÁ É á.â.çÉŒÅÎÔÁÌÑ [4], ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÏÍÕ Œ \ÚÅÌÅÎÏÊ" ÓÅÒÉÉ ÏÂÚÏÒÏŒ œéîéôé. ó ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ËÁË ÔÁËÏŒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÐÏ ÏÂ- ÚÏÒÕ áÒÎÏÌØÄÁ [2] (ÕŒÙ, ËÁÖÅÔÓÑ, ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÏÍÕ) ÉÌÉ ÐÏ ËÎÉÇÅ [1].

9 ðÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅ- ÎÉÕÓÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ, ÉÚÕÞÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

9.1 ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

ðÕÓÔØ E | 2n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ IR). ïÐÅÒÁÔÏÒ J : E → E, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

J^2 = −I, (12)

ÇÄÅ I | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁÅÔ Œ E ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ′C: ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ E ÎÁ ÓËÁÌÑÒ a + bi ∈ ′C ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (a + bi)v^{def}= (aI + bJ)v. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ J ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E. œ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (12), É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ′C ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ E^{(1)}(= E^∗ ⊗ ′C) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ IR-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ E → ′C. ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ Œ E ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ E^{(1)} Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ E^{1,0}⊕E^{0,1}. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E^{1,0} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ν : E → ′C, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ν(Jv) = iν(v), Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E^{0,1} | ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÀ ν(Jv) = −iν(v). E^{1,0} ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Ë E, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÇÏ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ IR-, ÎÏ É ′C- ÌÉÎÅÊÎÙ; Á E^{0,1} ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ \ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÈ" ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÏŒ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÔÁËÏŒÙ: dim_{′C} E = n, dim_{IR} E = 2n, dim_{IR} E^{(1)} = 4n, dim_{′C} E^{(1,0)} = n, dim_{IR} E^{(1,0)} = dim_{IR} E^{(0,1)} = 2n.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E^{(2)} = E^{(1)} ∧ E^{(1)} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ IR-ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ′C-ÚÎÁÞÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ E. ïÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÕÖÅ ÔÒÅÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ: E^{(2)} = E^{2,0} ⊕ E^{1,1} ⊕ E^{0,2}, ÇÄÅ E^{2,0} = E^{1,0} ∧ E^{1,0}, É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ïÐÅÒÁÔÏÒ îÉÊÅÎÈÅÊÓÁ S : E^{(2)} → E^{(2)} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ S(η)(v, w) = η(v, w) + iη(Jv, w) + iη(v, Jw) − η(Jv, Jw). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17 ñÄÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ îÉÊÅÎÈÅÊÓÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ

E^{2,0} ⊕ E^{1,1}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ ðÕÓÔØ ν1, . . . , ν2n | ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E^{1,0}, É ÐÕÓÔØ

S(η) = 0. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ α_1, . . . , α_{2n} ∈ E^{(1)}, ÞÔÏ η = ∑_{2n} k=1 ν_k ∧ α_k.

9.2 ëÒÉÔÅÒÉÊ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M | 2n-ÍÅÒÎÏÅ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ- ŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁ M ÚÁÄÁÎÁ ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ J_x : T_xM → T_xM , ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ J^2_x = −I. ðÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÒÅŒÒÁ- ÝÁÅÔ T M Œ n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M . ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T^∗M ⊗ ′C ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ E^{1,0} ⊕ E^{0,1} (ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E^{1,0} É E^{0,1} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ É ÁÎ- ÔÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ 1-ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ M ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ- ÚÎÁÞÙÅ 2-ÆÏÒÍÙ ÔÉÐÁ (2, 0), (1, 1) É (0, 2).

îÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÐÕÞÏË F ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕË- ÔÕÒ. åÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ F(U ) ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (Ô.Å., ÁÔÌÁÓÏŒ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ) Œ U . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F_a ÒÏÓÔËÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. òÏÓÔÏË f_a ∈ F_a ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_aM . ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÌÅËÃÉÉ 7, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ (ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÈ) É ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÐÏÞÔÉ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ: ÓÔÒÕËÔÕÒÁ J_x ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ (Œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a ∈ M ), ÅÓÌÉ Œ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ f ∈ F(U ), ÒÏÓÔÏË f_x ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ J_x. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎË- ÃÉÊ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), f_1, . . . , f_n : U → ′C, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑÍ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ: ⟨df_k(x), J_xv⟩ = i⟨df_k(x), v⟩ (13) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ T_xM . éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÓÅ 1-ÆÏÒÍÙ df_k ÉÍÅÀÔ ÔÉÐ (1, 0).

ôÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12 ðÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ J ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ Y, Z ÎÁ M ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: [JY, JZ] = [Y, Z] + J[JY, Z] + J[Y, JZ]. (14) äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÕ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M É ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ J ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÈÏÔÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 12 ŒÅÒÎÁ É ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ (14) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄ-

ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÏÊ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f_1, . . . , f_n : M →

′C | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a, ÔÏ Œ T_xM ÐÒÉ x ∈ U ÉÍÅÅÔÓÑ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ) ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÏÌÅÊ ∂ ∂f_k , ∂ ∂f_k . üÔÉ ÐÏÌÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ (Ô.Å. ÉÈ ÐÏÐÁÒÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ

ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ), Á J ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÔÁË: J^∂_{∂fk} =^∂_{∂fk} , J^∂_{∂fk} = −^∂_{∂fk} . ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (14) ÄÌÑ ÐÏÌÅÊ Y, Z ŒÉÄÁ p^∂_{∂fk} É q^∂_{∂fk} (p, q | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ), ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÁÌÏÊ, É ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÌÅÖÁÝÅÊ ÐÒÏÓÔÏ Œ IR^{2n}. œÌÏÖÉÍ IR^{2n} Œ ′C^{2n}, É ÐÕÓÔØ V ⊂ ′C^{2n} | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ U = V ∩ IR^{2n}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˙^{1,0} 1-ÆÏÒÍ ÔÉÐÁ (1, 0) ÎÁ U . ôÁË ËÁË ÆÏÒÍÙ ν ∈ ˙^{1,0} ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ V ; ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅ- ÎÉÊ ÍÙ ÏÐÑÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ˙^{1,0}. æÏÒÍÙ ν ∈ ˙^{1,0} ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ Œ V ÎÅËÏÔÏÒÏÅ 2n-ÍÅÒÎÏÅ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ D ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÆÏÒÍÕ ν ∈ ˙^{1,0} É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ S(dν)(Y, Z) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÌÅÊ Y, Z. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ îÉÊÅÎÈÅÊÓÁ É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÁÒÔÁÎÁ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌÁ 1-ÆÏÒÍÙ ÉÍÅÅÍ: S(dν)(Y, Z) = dν(Y, Z) + idν(JY, Z) + idν(Y, JZ) − dν(JY, JZ) = = L_Y ν(Z) − L_Zν(Y ) − ν([Y, Z]) + iL_{JY} ν(Z) − iL_Zν(JY ) − iν([JY, Z]) + +iL_Y ν(JZ) − iL_{JZ}ν(Y ) − iν([Y, JZ]) − L_{JY} ν(JZ) + L_{JZ}ν(JY ) + ν([JY, JZ]) = = ν([JY, JZ]) − iν([JY, Z]) − iν([Y, JZ]) − ν([Y, Z]) = = ν([JY, JZ] − J[JY, Z] − J[Y, JZ] − [Y, Z]) = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 17, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ dν = ∑_n k=1 ν_k ∧ α_k, ÇÄÅ ν_k(x) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ E^{1,0}(x). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (ÔÏÞ- ÎÅÅ, ÉÚ ÅÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ) ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÐÏ ËÒÁÊ- ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ n ÔÏÞÎÙÈ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ) ÆÏÒÍ (ÓÒ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ) df_1, . . . , df_n ∈ ˙^{1,0}. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ U .

9.3 ðÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÅ Ó ÓÉÍ- ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ

íÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ É ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ | ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ŒÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ðÅÒŒÏÅ, ÎÁ ÞÔÏ ÓÔÏÉÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÜÔÏ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ, É ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑÈ (Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, É ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ,

ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ −I). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M . åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÁ ω ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÔÏ ω^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÀÝÅÊ ÆÏÒ- ÍÏÊ (ÆÏÒÍÏÊ ŒÙÓÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ); ÅÓÌÉ T M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ M ), ÔÏ ÏÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ ËÁË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ M .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ J ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁ Ó ÓÉÍÐÌÅË-

ÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ω, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ g(x) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_xM , ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(x)(u, v) = ω(x)(J_xu, v) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, g ÅÓÔØ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ M ). åÓÌÉ ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁ Ó ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ (Ô.Å., M ÅÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ), ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÜÌÅÒÏŒÙÍ, Á g | ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ, ÉÚÕÞÉÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ 2n-ÍÅÒÎÏÅ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E, É Œ ÎÅÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ω. ëÏÍÐÌÅËÓ- ÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ J (Ô.Å., ÏÐÅÒÁÔÏÒ J : E → E, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ J^2 = −I), ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁ Ó ω, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ g(u, v) = ω(Ju, v) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 18 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÈ Ó ÚÁ-

ÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ω, ÎÅÐÕÓÔÏ É ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E ÎÁÊÄÕÔÓÑ n ÌÉ-

ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ q_1, . . . , q_n, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ω(q_i, q_j) = 0. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ J, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ J^2 = −I, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ p_i = Jq_i, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÁ q_1, . . . , q_n, p_1, . . . , p_n ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n × n-ÍÁÔÒÉÃÕ A = (a_{ij}), ÇÄÅ

a_{ij} = ω(p_i, q_j). (15)

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ g(u, v) = ω(Ju, v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ω(p_i, p_j) = 0. (16)

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ E, ÓÏ- ŒÍÅÓÔÉÍÙÈ Ó ω, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÏŒ p_1, . . . , p_n, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ (15) É (16) ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ A.

ïÐÉÛÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (15) É (16) ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ A. œÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ p^0_1, . . . , p^0_n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ (15); ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (15), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ p_i = p^0_i + ∑_n k=1 m_{ik}q_k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ b_{ij} = ω(p^0_i , p^0_j ). äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ p_i ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌ (16), ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉÃÁ M = (m_{ij} ) ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ M A − AM^∗ = B, (17) ÇÄÅ B = (b_{ij}). ðÏÓËÏÌØËÕ B ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ M = BA^{−1}/2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ A ÏÄÉÎÁËÏŒÁ: ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÁÔÒÉÃ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ M^∗ = A^{−1}M A, Á ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÁÅÔ (ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÓÐÒÁŒÁ) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (15), (16) (ÏÎÏ ÖÅ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ Œ E, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÈ Ó ω) ÒÁÓÓÌÏÅÎÏ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ n × n, ÐÒÉÞÅÍ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ô.Å., ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÈ Ó ω ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÂÁÚÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 13 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉ-

ÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÈ Ó ÅÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÎÅÐÕÓÔÏ É ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ 18, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÓÉÍÐÌÅË- ÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏŒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏÊ Ó ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ- ÓËÏÊ | Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 13, ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÙÂÒÁÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ: ÐÏÞÔÉ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T M → M Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ; ÐÏ- ÜÔÏÍÕ Õ ÎÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ c_k ∈ H^{2k}(M ). üÔÉ ËÌÁÓÓÙ | ÃÅ- ÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ. úÎÁÞÉÔ, ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏÊ Ó ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ ÓÁÍÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. üÔÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ c_1 ∈ H^2(M ). óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÁ ω ÔÏÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ [ω] ∈ H^2(M ); ŒÚÁ- ÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÁÖÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ: [ω] = λc_1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ λ > 0; ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅÍ ëÁÌÁÂÉ{ñÕ, ÅÓÌÉ c_1 = 0.

ðÒÉÍÅÒ: ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ′CP^n | ËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ëÏÍ-

ÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÎÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Á ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ æÕÂÉÎÉ{ûÔÕÄÉ. œ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ w_i = z_i/z_0 (i = 1, . . . , n) ÆÏÒÍÁ æÕÂÉÎÉ{ûÔÕÄÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÂÉÒÁÀÔ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ): ω = ∑_n k=1 dw_k ∧ dw_k 1 + ∑_n k=1 |w_k|^2 − ( ∑_n k=1 w_kdw_k) ∧ ( ∑_n k=1 w_kdw_k) ( 1 + ∑_n k=1 |w_k|^2 )_2 .

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ É ŒÙÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÍÅ- ÔÒÉËÉ).

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ′CP^n| ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÁË ËÁË ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ H^2( ′CP^n) ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M = ′CP^n × ′CP^n ÍÏÖÎÏ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ: ω = ω_1 ⊕ω_2. íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ !), ÞÔÏ M ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÙ ω_1 É ω_2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÏÊ).

þÔÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÏÞØ . . .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ŒÚÑÔÏ ÉÚ ËÎÉÇÉ îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ [12]. ðÏÎÑÔÉÅ ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏÊ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÐÏÒÏÄÉÌÏ ÍÏÝÎÙÊ ÍÅ- ÔÏÄ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ | ÍÅÔÏÄ ÐÓÅŒÄÏÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ (É ŒÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÕÐÎÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÁÑ) ÓÔÁÔØÑ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ çÒÏÍÏŒÕ [8]. åÓÔØ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ, ÎÏ ÎÅ- ÌÅÇËÁÑ ËÎÉÇÁ ä.íÁËäÁÆÆ É ä.óÁÌÁÍÏÎÁ [11].

10 çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÅÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË

ïÓÎÏŒÎÙÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ÄÁÎÎÙÈ ÌÅËÃÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÇÏ- ÌÏÎÏÍÎÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ. ðÕÓÔØ F | ÐÕÞÏË ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M ; ÒÏÓÔËÏÍ F_a ÐÕÞËÁ F Œ ÔÏÞËÅ a ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÕÞËÁ: ÄŒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ f_1 ∈ F(U_1) É f_2 ∈ F(U_2) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ÔÏÞËÉ a, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ: V ⊂ U_1 ∩ U_2, É ϱ_{U1V} (f_1) = ϱ_{U2V} (f_2). œÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÏÓÔËÉ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ a ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË \ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ" (ÞÁÓÔÏ É ÂÅÚ ËÁŒÙÞÅË). óÅÞÅÎÉÅ g ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U ⊂ M , ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ f ÐÕÞËÁ ÎÁÄ U , ÒÏÓÔÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÅÞÅÎÉÑ g. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ κ ÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

ÒÏÓÔËÏŒ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÔÏ ÎÁÄ M ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÌÏÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚ κ(F_a) ⊂ A. óÅÞÅ- ÎÉÅ h ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÌÏÎÏÍ- ÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ g ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÏÓÔËÏŒ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ h = κ(g).

œ ÌÅËÃÉÑÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ ÄŒÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÕÞËÏŒ. ðÅÒŒÙÊ ÐÒÉ- ÍÅÒ ÜÔÏ ÐÕÞÏË (ÌÏËÁÌØÎÙÈ) ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S → M : ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ F(U ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ φ : U → S. åÓÌÉ ÒÏÓÔËÕ ÓÅÞÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ a ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ r-ÓÔÒÕÀ, ÔÏ ŒÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÑ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ r-ÓÔÒÕÊ S^{(r)} → M . œÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÐÕÞÏË (ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÙÈ) ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ F(U ) ÚÄÅÓØ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ (N, f), ÇÄÅ N | k-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á f : M → U | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. òÏÓÔËÕ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ÔÏÞËÅ a ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÌÉ ÏÂÒÁÚ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌÁ Df(a)(T_f�1_{(a)})N ∈ G(T_aM, k) | ÔÁË ÐÏÌÕÞÁÌÉÓØ k-ÍÅÒÎÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ.

œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÌÉÓØ ÄŒÁ ŒÏÐÒÏÓÁ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ËÁË ÏÔÌÉÞÉÔØ ÇÏ- ÌÏÎÏÍÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔ ÎÅÇÏÌÏÎÏÍÎÏÇÏ, É ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÓÔÁÌÏ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÔÒÕÊ ÏÔŒÅÔÏÍ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÏÐÒÏÓ ÂÕÄÅÔ ÕÓÌÏŒÉÅ \k + 1-ÓÔÒÕÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 1-ÓÔÒÕÅÊ k-ÓÔÒÕÉ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ÏÔ 0 ÄÏ r − 1", Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÊ | ÕÓÌÏŒÉÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ, ÔÏ ÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ S_{hol} ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ S ŒÓÅÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ι ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÏ- ÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ι_∗ : π_m(S_{hol} ) → π_m(S); ÜÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É \ÇÒÕÐÐÙ" π_0, Ô.Å., ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ (ÉÌÉ ÄÌÑ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ) ŒÙÐÏÌÎÅÎ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ (ËÏÒÏÔËÏ | h-ÐÒÉÎÃÉÐ) , ÅÓÌÉ ι_∗ : π_0(S_{hol} ) → π_0(S) | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, Ô.Å., ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ S ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. üÔÏ ËÁË ÒÁÚ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔÄÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÍ. åÓÌÉ ι_∗ : π_0(S_{hol} ) → π_0(S) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ h-ÐÒÉÎÃÉÐ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎ (ÎÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ) h-ÐÒÉÎÃÉÐ, É ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ (Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓÅÞÅÎÉÊ), ÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. åÓÌÉ ÖÅ ι_∗ : π_m(S_{hol} ) → π_m(S) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ m (Ô.Å., ι | ÓÌÁÂÁÑ ÇÏ- ÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ), ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (ÉÌÉ ÄÌÑ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ) ŒÙÐÏÌÎÅÎ ÍÎÏÇÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ h-ÐÒÉÎÃÉÐ. íÎÏÇÏÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÊ h-ÐÒÉÎÃÉÐ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÎÏ É ÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ Œ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÇÏÌÏÎÏÍÎÙÈ ÓÅ- ÞÅÎÉÊ. œ ÌÅËÃÉÉ 5 ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ÍÎÏÇÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ h-ÐÒÉÎÃÉÐ ÄÌÑ ÐÏ- ÇÒÕÖÅÎÉÊ ÓÆÅÒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ŒÏÐÒÏÓ ÏÂ h-ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÎÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÌÓÑ (ÏÔŒÅÔ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ h-ÐÒÉÎÃÉÐÁ.

∗

∗ 1

1/2

1/2 1/2

−1/2 ÇÒÁÎÉÃÁ M

ÏÔÒÅÚÁÀÝÁÑ ËÒÉŒÁÑ

ŒÒÁÝÅÎÉÅ

0

0

0

0

òÉÓ. 6: \ëÒÕÇ Ó ÒÏÇÁÍÉ", ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ É ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M Ó ËÒÁÅÍ, É ÎÁ ÎÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A(M ) ÆÕÎËÃÉÊ f, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. df(x) ≠ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ M ;

2. f(x) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ∂M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B(M ) 1-ÆÏÒÍ ν ÎÁ M , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. ν(x) ≠ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ M ; 2. ⟨ν(x), Y ⟩ = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ ∂M É Y ∈ T_x∂M ⊂ T_xM . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ f ∈ A(M ) ⇔ df ∈ B(M ).

h-ÐÒÉÎÃÉÐ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÕÀ ÆÏÒÍÕ Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ÉÌÉ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏ ÆÏÒÍ, É Ô.Ä.) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ Œ ÔÏÞÎÕÀ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ h-ÐÒÉÎÃÉÐ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ M ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ | \ËÒÕÇÏŒ Ó ÒÏÇÁÍÉ", ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 6. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A(M ) É B(M ). äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁ- ÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÐÏ ÉÄÅÅ), ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ).

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÓŒÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÏÒÍ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁ- ÎÉÃÙ ∂M ÌÉÎÉÑÍÉ (\ÏÔÒÅÚÁÀÝÉÅ ÌÉÎÉÉ" ÎÁ ÒÉÓ. 6), ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ. üÔÉ ÌÉÎÉÉ ÏÔÒÅÚÁÀÔ ÏÔ M ËÏÍÐÁËÔ ~M , É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19 ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅ-

ÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ A(M ), É ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÆÏÒÍÁ ν ∈ B(M ), ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ f|_{~M} É ν|_{~M} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÄŒÏÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔÒÅÚÁÀÝÉÈ ÌÉÎÉÊ, ÐÒÏŒÅÄÑ ÐÁÒÁÌ-

ÌÅÌØÎÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÌÉÎÉÉ γ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÌÉÎÉÀ γ^′ ŒÂÌÉÚÉ ÎÅÅ (É ŒÎÕÔÒÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ~M). üÔÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ~M^′ ⊂ ~M. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ D_t : M → M (0 ≤ t ≤ 1) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

1. D_0 = Id;

2. D_t|_{~M}0 ≡ id ÄÌÑ ŒÓÅÈ t;

3. D_1(M ) = ~M .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÀ f = f_0 ∈ A(M ), É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ f_t^{def}= f ∘D_t. æÕÎËÃÉÑ f_t ÌÅÖÉÔ Œ A(M ) É ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÁ ÌÅÖÉÔ Œ ÔÏÊ ÖÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A(M ), ÞÔÏ É f. îÏ f_1 ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f|_{~M} . äÌÑ ÆÏÒÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÆÏÒÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ IR^2, ÔÏ 1-ÆÏÒÍÁ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. æÏÒÍÁ ν ∈ B(M ) ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÕÌØ, É Œ ÔÏÞËÁÈ ÇÒÁÎÉÃÙ ∂M ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ë ÎÅÊ. ïÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÚÄÅÓØ ÏÞÅŒÉ- ÄÅÎ: ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ∂M ÐÏÌÅ ÍÏÖÅÔ ÔÏÒÞÁÔØ ÎÁÒÕÖÕ ÉÌÉ ŒÎÕÔÒØ M , ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÏÌÑ ÜÔÁ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ (ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ B(M ), ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÕŒÉÄÉÍ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ). äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉÃÙ ∂M ÐÏ ÃÉËÌÕ ÏÔ 1 ÄÏ N , É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÏÔÒÅÚÁÀÝÉÅ ËÒÉŒÙÅ: γ_k ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ k-À ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÇÒÁÎÉÃÙ Ó k +1-ÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ n_k ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÁÅÔ ŒÅËÔÏÒ ν(x) ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë γ_k Œ ÔÏÞËÅ x, ÐÏËÁ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÀ ËÒÉŒÕÀ γ_k. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÒÉŒÁÑ γ_k Œ ËÏÎÃÁÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ∂M , Á ŒÅËÔÏÒ ν ÔÁËÖÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ∂M , ÞÉÓÌÏ n_k | ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÏÅ ÉÌÉ ÐÏÌÕÃÅÌÏÅ. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ n_k | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÙ ν: ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏ n_k ÔÏÖÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ŒÏŒÓÅ.

îÁÊÄÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÆÏÒÍÙ ν ÍÏÖÎÏ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÂÒÁ- ÚÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ: ÎÁÒÉÓÕÅÍ N -ÕÇÏÌØÎÉË, ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÒÉŒÙÍ γ_k, Á ÓÔÏÒÏÎÙ | ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÇÒÁÎÉÃÙ. óÔÏÒÏÎÙ ÏËÒÁÓÉÍ Œ ÄŒÁ ÃŒÅÔÁ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÕÄÁ | ÎÁÒÕÖÕ ÉÌÉ ŒÎÕÔÒØ | ÓÍÏÔÒÉÔ ŒÅËÔÏÒ ν ÎÁ ÜÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÇÒÁÎÉÃÙ. ïËÏÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÎÁÐÉÛÅÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ n_k.

ôÁËÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. n_k | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÅ k-Ê ŒÅÒÛÉÎÏÊ, ÏËÒÁ- ÛÅÎÙ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÃŒÅÔÁ, É ÐÏÌÕÃÅÌÏÅ, ÅÓÌÉ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÃŒÅÔ.

2. ∑_N k=1 n_k = N/2 − 1.

óŒÏÊÓÔŒÏ 1 ÏÞÅŒÉÄÎÏ (ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÃŒÅÔÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒ ν ÎÁ ÏÄÎÏÍ ËÏÎÃÅ ËÒÉŒÏÊ γ_k ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ ŒÎÕÔÒØ, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ | ÎÁÒÕÖÕ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÉ- ÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ | ÃÅÌÏÅ). óŒÏÊÓÔŒÏ 2 ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ~M) ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ŒÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ Œ ÎÕÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÜÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÆÏÒÍ ν ∈ B(M ). ôÏÞÎÅÅ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ôÅÏÒÅÍÁ 14 ìÀÂÙÅ ÄŒÅ ÆÏÒÍÙ ν1, ν2 ∈ B(M ) Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ

ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ (ŒÎÕÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B(M )). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ 1 É 2, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÏÒÍÁ ν ∈ B(M ), ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÁËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÌÅÇËÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÌÅÍÍ:

ìÅÍÍÁ 8 äŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÓÅÂÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÓÔÅÐÅÎØ (ŒÒÁÝÅÎÉÅ) ÏÄÉÎÁËÏŒÏ.

ìÅÍÍÁ 9 œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÚ ÎÕÌÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ, ÍÏÖÎÏ

ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÂÅÚ ÎÕÌÅÊ ŒÎÕÔÒØ ËÒÕÇÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. åÓÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍ É ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÙŒÏÄ ÉÚ ÎÉÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 14 ÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ | ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÅÅ (É ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ) ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A(M ). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ A(M ) ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ É ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ df ∈ B(M ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÆÏÒÍÙ df ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ h-ÐÒÉÎÃÉÐ), ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÎÅÔ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ A(M ) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ | ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ f|_{~M} , ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔÒÅÚÁÀÝÉÈ ËÒÉŒÙÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6). îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ A(M ) ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÌÉÎÉÊ, ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÌÉÎÉÑÈ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙ, ËÁÖÄÁÑ ÌÉÎÉÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÊ ÏÔÒÅÚÁÀÝÅÊ ËÒÉŒÏÊ, É ÐÒÉÔÏÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20 ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A(M ), ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉ-

ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÆÕÎË- ÃÉÉ f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÄÅÌÑÔ^~M ÎÁ \ÑÞÅÊËÉ". ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ

ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ Õ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_0, f_1 ∈ A(M ) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ, ÎÏ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÉÈ ÌÉÎÉÑÈ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÒÏŒÁÔØ f_0 Ë f_1 ÍÏÖÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÅ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. ëÁÖÄÁÑ ÑÞÅÊËÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÄŒÕÍÑ ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ (ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ, ÓÍ. ÒÉÓ. 6). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 10 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ

ÔÏÞÅË É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0, Á ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ | ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

ìÅÍÍÁ 10 ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÎÏ ÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÕÔÏÒÎÏ, É ÍÙ ÅÇÏ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ, ÎÏ ÎÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÏ- ÓÔÒÏÉÍ \ÇÒÁÆ ÑÞÅÅË": ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÅÇÏ ÂÕÄÕÔ ÑÞÅÊËÉ, É ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉ- ÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÑÞÅÊËÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÌÉ- ÎÉÀ. òÅÂÒÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ (ÏÔ ÑÞÅÊËÉ Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ë ÑÞÅÊËÅ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f_0 É f_1 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÏÇÏÍÏÔÏÐÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f_0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÎÅ ÍÅÎÑÌÉÓØ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÎÉÈ ÓÔÁÌÉ ÒÁŒÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÉ f_1.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ (ÅÓÌÉ ŒÅÒÛÉÎÙ a É b ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÔÏ f_1(a) < f_1(b)). œÅÒÎÏ, ÏÄ- ÎÁËÏ, ÂÏÌØÛÅÅ | ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ (Ô.Å., ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÃÉËÌÏŒ ŒÏÏÂÝÅ). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ ÄÅÌÉÔ ~M ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÒÎÅŒÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ. ïÎÁ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÑÞÅÊËÅ, ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ðÒÉÂÁŒÌÑÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f_0 É f_1 ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÒÁŒÎÙ a). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÀ f_0, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÈÒÁÎÉÔ ŒÓÅ ÅÅ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ, ÓÄÅÌÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f_0|_ℓ = f_1|_ℓ, É ÎÁ ŒÓÅÈ ÑÞÅÊËÁÈ, ËÒÏÍÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÓŒÅÄÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ Ë ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÑÞÅÊËÅ, ÓÏÓÅÄÎÅÊ Ó ËÏÒÎÅŒÏÊ. íÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ | ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÑÞÅÊËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÒÁŒÎÑÔØ ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ | ÄÅÒÅŒÏ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÂÅÓÐÒÅÐÑÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ ŒÓÅ ÑÞÅÊËÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÓŒÅÌÏÓØ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ŒÚÁÉÍ- ÎÏÇÏ ÉÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÌÉÎÉÊ. ëÁÒÔÉÎÁ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÉÊ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÍ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f_t ∈ A(M ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏÄŒÅÒÇÁÔØÓÑ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁÍ. íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÜÔÏ ÏÂ- ÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ, ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, ËÁÒÔÉÎÕ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÒÅÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ijk: ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅ- ÚÁÀÝÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÎÏÍÅÒ i, ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÊ ÎÏÍÅÒ j, É ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉ- ŒÕÀ ÎÏÍÅÒ k. âÙŒÁÀÔ, ÐÒÁŒÄÁ, ÌÉÎÉÉ, ÓŒÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÉÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ a)

b) òÉÓ. 7: õÐÒÏÝÅÎÉÅ ËÁÒÔÉÎÙ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÌÉÎÉÊ

ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÞÉÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÌÉÎÉÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÉÅ \ÔÏÞÅÞÎÙÅ ÌÉÎÉÉ" ÕÞÉÔÙŒÁÔØ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏŒ i, j, k ÍÏÇÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ, ÏÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ i = j ÉÌÉ j = k, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÇÏ- ÍÏÔÏÐÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÌÉÎÉÉ ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 7a)). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÉÊ, É ÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÉÉ ŒÉÄÁ ijk Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ i, j, k, É ÌÉÎÉÉ ŒÉÄÁ iji, i ≠ j. úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÌÉÎÉÉ, iji É jij, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ \ÓÏËÒÁÔÉÔØ", ËÁË ÐÏ- ËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 7b).

óÄÅÌÁŒ ŒÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÁÒ- ÔÉÎÕ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÌÉÎÉÊ Œ ŒÉÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÆÏÒÍÙ df (ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É ÞÉÓÌÁÍÉ Õ ŒÅÒ- ÛÉÎ), É ÓÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÌÉÎÉÉ ŒÉÄÁ iji ÓÏÅÄÉÎÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÏÍÅÒ i É ÎÏÍÅÒ j ÓÔÒÅÌËÏÊ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ e_{ij} ÓÔÒÅÌÏË ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÁÒÕ ŒÅÒÛÉÎ, ÔÏ ÍÙ ÎÁÒÉÓÕÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÓÔÒÅÌËÕ, ÒÑÄÏÍ Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ- ÐÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ e_{ij} . äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÌÉÎÉÉ ŒÉÄÁ ijk ÍÙ ÎÁÒÉÓÕÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ijk, ÏËÏÌÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÏÍÅÒ j ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÓÔÁŒÉÍ ÚŒÅÚÄÏÞËÕ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ (ÎÁÚÏŒÅÍ ÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÏÓ- ÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÌÉÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ.

þÉÓÌÁ e_{ij} É ÚŒÅÚÄÏÞËÉ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ n_k. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ e_{ji}^{def}= −e_{ij} (ÓÍÅÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÒÅÂÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÍÅÎÅ ÚÎÁËÁ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÎÅÍ), É ÔÏÇÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n_k ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÜÔÏ 1/2 ÏÔ ÞÉÓÌÁ s_k ÚŒÅÚÄÏÞÅË, ÓÔÏÑÝÉÈ ÏËÏÌÏ k-Ê ŒÅÒÛÉÎÙ (ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ) ÐÌÀÓ 1/2 ÏÔ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ e_{kj} ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÅÂÒÁÍ kj, ŒÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21 ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÒÅÂÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÉÁÎÇÕ-

ÌÑÃÉÀ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

] - ff ] - ff ∗ ∗ k l

m k − 1 l

m

∗ ∗ 0 ∗ ∗0 a)

b) òÉÓ. 8: ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÉ ijk ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ, ÔÁË ËÁË ÔÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÌÉ ÂÙ ÐÅÒÅÓÅÞØÓÑ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ ij ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ- ÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ ÞÁÓÔÉ.

œÙÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 2 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ n_k:

N − 2 = 2 N∑ k=1 n_k = N∑ k=1 s_k + N∑ k=1 ∑ j e_{kj} . œÔÏÒÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ e_{ij} ŒÈÏÄÉÔ Œ ÎÅÅ ÄŒÁÖÄÙ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ∑_N k=1 s_k = N − 2, Ô.Å., Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ N − 2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ | ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÅÔ ÐÏÄŒÅÒÇÁÔØÓÑ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f_t ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÔÉÐÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÏÎÉ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 8. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÌÀÂÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Œ ÌÀ- ÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ, ÌÉÛØ ÂÙ Õ ÎÉÈ ÓÏŒÐÁÄÁÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ n_k | ÜÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ h-ÐÒÉÎÃÉÐÁ.

óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÂÕÄÅÍ Ï ÞÉÓÌÁÈ e_{ij} É ÚŒÅÚÄÏÞËÁÈ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÔÒÉ- ÁÎÇÕÌÑÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÒÛÉÎÕ 1 É ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ŒÉÄÁ 1ijk. åÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ 1j, ÔÏ ÏÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ ËÁË ÅÓÔØ, Á ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ ik, ÔÏ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÒÉÓ. 8a), ÄÏÂØÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ e_{ik} = 0, Á ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ

ÒÉÓ. 8b), ÕŒÅÌÉÞÉŒ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ 1. þÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏŒ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ ÓÔÁÎÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ | ŒÅÒÛÉÎÁ 1 ÂÕÄÅÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ. ôÅÐÅÒØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÒÉÓ. 8a) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÅÝÅ É ŒÓÅ ÚŒÅÚÄÏÞËÉ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÇÄÅ ÕÇÏÄÎÏ | ÓËÁÖÅÍ, Õ ÔÏÊ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎÙ 1.

åÓÌÉ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Ë ÄŒÕÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ n_k, ÔÏ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÁÍÉ e_{ij}. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ŒÙÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ n_k ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÒÁŒÎÑÔØ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ e_{1k} ÄÌÑ k = 2, . . ., N − 1 | ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ e_{ij} ÂÕÄÅÔ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ. á ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉÒÁŒÎÑÔØ ÍÏÖÎÏ ÔÁË. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÒÉÓ. 8a) ÔÒÉÖÄÙ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÕ 123. üÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔ e_{12} ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ (Œ ÌÀÂÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ), Á ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ É ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÚŒÅÚÄÏÞÅË ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. ôÁË ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÖÅÌÁ- ÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ e_{12}. óÄÅÌÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ 134, ÚÁÔÅÍ Ó 145, . . . , É Ó 1(N − 2)(N − 1). üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÄÎÏ- ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ h-ÐÒÉÎÃÉÐÁ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ Œ ŒÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ h- ÐÒÉÎÃÉÐ, ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ.

þÔÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÏÞØ

íÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÁÑÓÑ Œ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ËÎÉÇÁ çÒÏÍÏŒÁ [7] ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ h-ÐÒÉÎÃÉÐÁÍ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÁÍ ÒÁÚÏ- ÂÒÁÎ ÍÎÏÇÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ h-ÐÒÉÎÃÉÐ ÄÌÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ). äÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ h-ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÅÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏ- ÞÅË ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓÔÁÔØÅ [5], ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÁ Œ ÓÂÏÒÎÉËÅ ÔÒÕÄÏŒ îíõ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] B.Aebischer et.al. Symplectic geometry. Birkh-auser, 1993. An introduction based on the Seminar in Bern.

[2] V.I.Arnold. Symplectic geometry and topology. unpublished, 1993.

[3] œ.é.áÒÎÏÌØÄ, á.î.œÁÒÞÅÎËÏ, ó.í.çÕÓÅÊÎ-úÁÄÅ. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. îÁÕËÁ, íÏÓËŒÁ, 1984.

[4] œ.é.áÒÎÏÌØÄ, á.â.çÉŒÅÎÔÁÌØ. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. äÉÎÁÍÉ- ÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ{4. œéîéôé, 1985.

[5] Yu.M.Burman Triangulations of surfaces with boundary and homotopy principle for functions without critical points (unpublished).

[6] ò.çÏÄÅÍÁÎ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÐÕÞËÏŒ. éì, íÏÓËŒÁ, 1961.

[7] í.çÒÏÍÏŒ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÍÉ. íÉÒ, íÏÓËŒÁ, 1990.

[8] M.Gromov. Pseudo holomorphic curves in symplectic manifolds. Invent.math., pages 306{347, 1985.

[9] ì.œ.ëÁÎÔÏÒÏŒÉÞ, ç.ð.áËÉÌÏŒ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. îÁÕËÁ, íÏÓËŒÁ, 1959.

[10] A.F.Costa, F.G.Gascon, A.Gonzalez-Lopez. On codimension one submersions of euclidean spaces. Invent.math., (93):545{555, 1988.

[11] D.McDu¸, D.Salamon. J-holomorphic curves and quantum cohomology, volume 6 of University Lecture series. American Math. Soc., Providence, RI, 1994.

[12] ò.îÁÒÁÓÉÍÈÁÎ. áÎÁÌÉÚ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑÈ. íÉÒ, íÏÓËŒÁ, 1971.

[13] äÖ.ïËÓÔÏÂÉ. íÅÒÁ É ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. óÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ (ÐÏÐÕÌÒÎÁÑ ÓÅÒÉÑ). íÉÒ, íÏÓËŒÁ, 1974.

[14] W.Thurston. Existence of codimension-one foliations. Ann.Math., (104):249{268, 1976.

[15] á.ô.æÏÍÅÎËÏ, ä.â.æÕËÓ. ëÕÒÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. îÁÕËÁ, íÏÓËŒÁ, 1989.

[16] A.Hatcher.W.Thurston. A presentation for the mapping class group of a closed orientable surface. Topology, 19:221{237, 1980.

[17] A.Hae‚iger. Vari«et«es feuillet«es. Ann.Sc.Norm.Sup.Pisa, 16(3): 367{397, 1962.