Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋőřňőľ ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ A : X → Y ŋăğżćă-

ěšś£ ‖A‖^{def}= sup_{x≠0} ‖Ax‖_Y ‖x‖_X Čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ŋőřňż ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ śőśšőĺš ć šőň, ůšő őŋă ğăďăěš ŋăĺąőńĳÿş¿ ćěńĺůĺŋş řăśš£ęěŋĺ£ ćěłšőřă ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺĺ: ďń£ ń¿ąőčő x ćżŕőńŋěŋő |Ax| ≤ ‖A‖ · |x|.

Ďń£ šőčő, ůšőąż ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ążńő ŋěŕřěřżćŋżň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ‖A‖ < ∞.

Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋěŕřěřżćŋă ć ŋěłőšőřőľ šőůłě, šő őŋă ŋěŕřěřżćŋă ćś¿ďş. Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ŋőřňă ‖A‖ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ (ŋěŕřěřżćŋőčő) £ćń£ěšś£ ŋőřňőľ ć ŕřőśšřăŋśšćě L(X, Y ) ćśěţ ŋěŕřěřżćŋżţ ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ X ć Y .

Łőčďă čőćőřĺšś£ ő ďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ ťşŋłűĺ£ţ, ńĺŋěľŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě f^′(x) ąşďěš ŋěŕřěřżćŋżň. Šőčďă ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£ ćśěčďă ąşďěš ŋěŕřěřżćŋőľ.

Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě | ŋăĺńşůÿă£ ńĺŋěľŋă£ ăŕŕřőłśĺňăűĺ£ ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ.

Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ.

f : U(x) → V (y) y = f(x) f^{−1} : V (y) → U(x)

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ f, f^{−1} | ŕăřă ćğăĺňŋő őąřăšŋżţ őšőąřăęěŋĺľ, ŕřĺ

¡šőň f ŋěŕřěřżćŋő ć šőůłě x, f^{−1} ŋěŕřěřżćŋő ć šőůłě y = f(x).

Ěśńĺ ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺě f ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ć šőůłě x, ŕřĺůěň f^′(x) ĺňěěš őąřăšŋőě (f^′(x))^{−1}, ĺ őŋő ŋěŕřěřżćŋő, šő f^{−1} ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ć šőůłě y = f(x) ĺ śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő: (f^{−1})^′(y) = (f^′(x))^{−1} Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺňěěš ňěśšő ŕřěďśšăćńěŋĺě f(x+h)−f(x) = f^′(x)h+

o(h). Ŋěőąţőďĺňő ďőłăğăšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺě f^{−1}(y + t) − f^{−1}(y) = A(y)t + o(t), čďě őąőğŋăůěŋő A = (f^′(x))^{−1}. Ŕőńőęĺň: t = f(x + h) − f(x), šőčďă ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ:

f^{−1}(y) = x, f^{−1}(y + t) = x + h, h = f^{−1}(y + t) − f^{−1}(y) Ğăŕĺÿěň t ć ćĺďě t = f^′(x)h + o(h). Šőčďă ĺňěěň h = (f^′(x))^{−1} t − (f^′(x))^{−1} o(h), ă şůĺšżćă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ (f^′(x))^{−1}, ŕőńşůăěň: h = (f^′(x))^{−1} t + o(h) (1) Ĺğ ŋěřăćěŋśšćă |a| − |b| ≤ |a + b| śńěďşěš, ůšő ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ h 1 2 ≤ |h + o(h)| ≤ ‖ (f^′(x))^{−1} ‖|t| (2) Šőčďă |h| ≤ (f^′(x))^{−1} |t| . Ğŋăůĺš, h = O(t); šăłĺň őąřăğőň o(h) = o(t) (š.ł. őąě ťşŋłűĺĺ ŋěŕřěřżćŋż, šő h → 0 ⇔ t → 0).

Ŕő¡šőňş ĺğ (1) śńěďşěš ĺśłőňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě h = (f^′(x))^{−1} t + o(t) İšă šěőřěňă śćőďĺš ğăďăůş ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ ł őšżśłăŋĺ¿ őąřăšŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ł ğăďăŋŋőňş ńĺŋěľŋőňş őšőąřăęěŋĺ¿, ůšő ć łőőřďĺŋăšŋőľ ğăŕĺśĺ śőőšćěšśšćşěš ŋăţőęďěŋĺ¿ őąřăšŋőľ ňăšřĺűż.

Ŕřĺňěřż.

Ńĺŋěľŋőśšĳ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£: d(λ_1f_1 + λ_2f_2) = λ_1df_1 + λ_2df_2.

• Ťşŋłűĺ£ A | ńĺŋěľŋă£. A(x + h) − A(x) = (Ax + Ah) − Ax = Ah Ğŋăůĺš, A^′(x) = A.

• L(x_1, . . . , x_n) | ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£. Łăł ďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿? dL(x_1, . . . , x_n)(h_1, . . . , x_n) = L(h_1, x_2, . . . , x_n) + L(x_1, h_2, . . . , x_n) + · · · + L(x_1, x_2, . . . , h_n) = (L(dx_1, x_2, . . . , x_n) + · · · + L(x_1, x_2, . . . , dx_n)) (h_1, . . . , h_n)

• f : C → C . Řăśśňőšřĺň łőňŕńěłśŋş¿ ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ LC : z → w = kz, k, z ∈ C . Ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ěě łăł ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě

R^2 ć R^2:_{z = x + iy} w = u + iv } ⇒ (x, y) → (u, v) Şŕřăęŋěŋĺě 0.1. Ŋăľšĺ şśńőćĺě ŋă ňăšřĺűş ćěźěśšćěŋŋőčő ńĺ-

ŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, śőőšćěšśšćş¿źěčő łőňŕńěłśŋőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿.

• Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě łőňŕńěłśŋżţ ťşŋłűĺľ. f(z + h) − f(z) = f^′(z)h + o(h) Ğăŕĺÿěň f(z) = u + iv ĺ ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě f(z) ŕăřş ćěźěśšćěŋŋżţ ťşŋłűĺľ; ŕşśšĳ őŋĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňż. { u = u(x, y) v = v(x, y) Ňăšřĺűă §łőąĺ: ( ∂u ∂x ∂u ∂y ∂v ∂x ∂v ∂y )

Ŕřĺ łăłĺţ şśńőćĺ£ţ ŋă u ĺ v śőőšćěšśšćş¿źă£ łőňŕńěłśŋă£ ťşŋłűĺ£ ąşďěš ďĺťťěřěŋűĺřşěňă? Őšćěš: ŕřĺ şśńőćĺ£ţ Łőÿĺ-Řĺňăŋă: ∂u ∂x = ∂v ∂y ; ∂u ∂y = − ∂v ∂x

Ŕřőĺğćőďŋă£ ŕő ćěłšőřş ĺ čřăďĺěŋš.

Ŕřěďśšăćĳšě, ůšő Ćż ěďěšě ć ćăčőŋě ŕő ğěňŋőňş ÿăřş. Šřăěłšőřĺ£ ćăčőŋă ğăďăěšś£ ťşŋłűĺěľ x = x(t). Šěňŕěřăšşřă ŋă Ğěňńě ć řăğŋżţ šőůłăţ řăğńĺůŋă. Ŕşśšĳ őŋă ğăďăěšś£ ťşŋłűĺěľ f(x). Šőčďă ťşŋłűĺ£ f(x(t)) ğăďăěš ĺğňěŋěŋĺě šěňŕěřăšşřż ć Ćăÿěň ćăčőŋě.

Ŋăľďěň śłőřőśšĳ ĺğňěŋěŋĺ£ šěňŕěřăšşřż ć ćăčőŋě. Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ğŋăšĳ śłőřőśšĳ ďćĺęěŋĺ£ v(t) = v = x^′(t): df(x(t)) dt = f^′(x(t)) · x^′(t) = f^′(x) · v

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőĺğćőďŋă£ ťşŋłűĺĺ f ć šőůłě x ŕő ćěłšőřş v | ¡šő

D_vf(x) = lim_{t→0} f(x + vt) − f(x) t Ěśńĺ f^′(x) śşźěśšćşěš, šő

D_vf(x) = lim_{t→0} f^′(x)vt + o(vt) t = f^′(x)v

Ěśńĺ e_i { ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř i-šőčő łőőřďĺŋăšŋőčő ŋăŕřăćńěŋĺ£, šő D_{ei} f(x) =^{∂f}_{∂xi} (x).

! Ŋăńĺůĺě ŕřőĺğćőďŋőľ ŕő ń¿ąőňş ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ŋě őğŋăůăěš, ůšő

ťşŋłűĺ£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňă. Ŕřĺňěř:

f(z) = 1, ŕřĺ z ≠ 0 ĺ |z − i| = 1;

0, ĺŋăůě.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćěłšőř, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ďĺťťěřěŋűĺăńş ťşŋłűĺĺ f :

R^n → R ć šőůłě x, ŋăğżćăěšś£ čřăďĺěŋšőň ťşŋłűĺĺ ć ¡šőľ šőůłě ĺ

őąőğŋăůăěšś£ grad f(x).

Šăłĺň őąřăğőň. ĺňěěň:

f^′(x)v = ∂f ∂x^1 (x)v^1 + · · · + ∂f ∂x^n (x)v^n = ⟨grad f(x), v⟩ = |grad f(x)||v| cos φ. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ grad f(x) ≠ 0 ĺ e = grad^{f (x)}_|grad_{f (x)|} , šő ŕřőĺğćőďŋă£ D_ef(x) ŕřĺŋĺňăěš ŋăĺąőńĳÿěě ğŋăůěŋĺě. Šő ěśšĳ śłőřőśšĳ řőśšă ťşŋłűĺĺ f ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ ĺğ šőůłĺ x ňăłśĺňăńĳŋă, łőďă ŋăŕřăćńěŋĺě ďćĺęěŋĺ£ śőćŕăďăěš ś ŋăŕřăćńěŋĺěň čřăďĺěŋšă ťşŋłűĺĺ ć ¡šőľ šőůłě. Śłőřőśšĳ ĺğňěŋěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőň ćěłšőřş čřăďĺěŋšă, řăćŋă 0.

Ěśńĺ ŋăřĺśőćăšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ ńĺŋĺĺ şřőćŋ£ ťşŋłűĺĺ f(x, y) (š.ě. łřĺćżě ćĺďă f(x, y) = const), šő čřăďĺěŋš ć ďăŋŋőľ šőůłě ąşďěš ŕěřŕěŋďĺłşń£řěŋ ńĺŋĺĺ şřőćŋ£ ĺ şłăğżćăěš ŕşšĳ ł ćěřÿĺŋě:

Ćěłšőřŋőě ŕőńě ŋăğżćăěšś£ ŕőšěŋűĺăńĳŋżň, ěśńĺ őŋő £ćń£ěšś£ čřăďĺěŋšőň ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺĺ ( ŕő šřăďĺűĺĺ, őŋă ąěřěšś£ ś őąřăšŋżň ğŋăłőň):

F (x) = −grad U(x)

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕőšěŋűĺăńĳŋżň £ćń£ěšś£ ŕőńě š£čőšěŋĺ£, ŕőďůĺŋ£¿źěěś£ ğăłőŋş Ŋĳ¿šőŋă: F (x) ∼ −x/|x|^3 ( ŕřĺš£čĺćă¿źă£ šőůłă | ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš). Ěčő ŕőšěŋűĺăńőň £ćń£ěšś£ ťşŋłűĺ£ 1/|x|. Ŋăľšĺ ŕőšěŋűĺăń ňőęŋő śńěďş¿źĺň śŕőśőąőň. Ćżąěřěň A ĺ ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŕşšĺ ĺğ A ć B: x = x(t) : a ≤ t ≤ b; x(a) = A, x(b) = B. Řăąőšőľ ŋăğőćěň ĺŋšěčřăń A = ∫ b a ⟨F (x(t)), _x⟩(t)dt Ěśńĺ ŕőńě ŕőšěŋűĺăńĳŋő, šő A = U(B) − U(A) ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕşšĺ.