Ńěłűĺ£ 5.

Čřăďĺěŋš, ěčő čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ĺ ťĺğĺůěśłĺě ŕřĺňěŋěŋĺ£.

Őďŋőřőďŋżě ťşŋłűĺĺ ĺ śőőšŋőÿěŋĺě İľńěřă. Ňěšőď řăğňěřŋőśšěľ.

Łřăšłőě śőďěřęăŋĺě ŕřěďżďşźĺţ ńěłűĺľ:

Ńěłűĺ£ 1. Ńőłăńĳŋă£ ńĺŋěăřĺğăűĺ£, ŕřĺňěřż: őšżśłăŋĺě ńĺŋěľŋżţ ŕőŕřăćőł ł ğŋăůěŋĺ£ň ćěńĺůĺŋ A^{−1}; exp A; det E; ⟨a; b⟩ ŕřĺ ňăńżţ ĺğňěŋěŋĺ£ţ ăřčşňěŋšőć (A; E | ňăšřĺűż, a; b | ćěłšőřż); şŕřőźěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ ňă£šŋĺłă ć śńşůăě ňăńżţ łőńěąăŋĺľ; ŕőďśůěš ŕěřěňěźěŋĺ£ ğă ňăńőě ćřěň£: łőřřěłšĺřőćłă śšřěńĳąż. Ăąśőń¿šŋă£ ĺ őšŋőśĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£. Ăśĺňŕšőšĺůěśłĺě śőőšŋőÿěŋĺ£ ś śĺňćőńăňĺ o; O.

Ńěłűĺ£ 2. Ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ (őšőąřăęěŋĺě). Ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ĺ ěě ĺğňěŋěŋĺě ŕřĺ ğăňěŋě ąăğĺśă. Ňăšřĺűă őŕěřăšőřă d dx : P_n → P_{n−1} ć ąăğĺśě {1; x; : : : ; x^n} ŕřőśšřăŋśšćă P_n ŕőńĺŋőňőć śšěŕěŋĺ n őš x. C - ĺ R- ńĺŋěľŋőśšĳ.

Ŋőřňă ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ŕřĺňěřż ŋőřň ć R^n, C[a; b], C^{(n)}[a; b]. Ňěšřĺłă, ŕőřőęďěŋŋă£ ŋőřňőľ ĺ ŋőřňă, ŕőřőęďěŋŋă£ śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň.

Ŋőřňă ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ĺ ěě čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń. Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ĺ łőŋěůŋőśšĳ ěčő ŋőřňż. Ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ĺ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě łăł ńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£. Őűěŋłă ŋőřňż ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ A : R^m → R^n ůěřěğ ¡ńěňěŋšż ěčő ňăšřĺűż. Ŕřőśšřăŋśšćő L(X; Y ) ńĺŋěľŋżţ ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ.

Ńěłűĺ£ 3. Ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ őšőąřăęěŋĺ£ ć šőůłě. Ďĺťťěřěŋűĺăń, ěčő őąńăśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ őąńăśšĳ ğŋăůěŋĺľ. Łőőřďĺŋăšŋă£ ğăŕĺśĳ ďĺťťěřěŋűĺăńă (ňăšřĺűă §łőąĺ) őšőąřăęěŋĺ£ f : R^m → R^n. Ćğăĺňőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ŋěŕřěřżćŋőśšĳ¿, ŋăńĺůĺěň ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ ĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ¿ ťşŋłűĺĺ ć šőůłě. Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ĺ ťşŋłűĺľ A^{−1}; exp A; det A; a · b; a× b (A | ňăšřĺűă; a; b | ćěłšőřż).

C ĺ R ńĺŋěľŋőśšĳ ĺ C ĺ R ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ (C -R şśńőćĺ£). Ŕřőĺğćőďŋă£ ŕő ćěłšőřş.

Ńěłűĺ£ 4. Őśŋőćŋżě őąźĺě ğăłőŋż ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ (ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő ĺśůĺśńěŋĺ£): ńĺŋěľŋőśšĳ, ďĺťťěřěŋűĺăń łőňŕőğĺűĺĺ őšőąřăęěŋĺľ ĺ őąřăšŋőčő őšőąřăęěŋĺ£; ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ. Ćżůĺśńěŋĺě ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ śńőęŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Ĺšăł, ńěłűĺ£ 5.

1. Ŕřőĺğćőďŋă£ ŕő ćěłšőřş ĺ čřăďĺěŋš.

Ţőš£ ć őśŋőćŋőň ğďěśĳ řěůĳ ąşďěš ő čřăďĺěŋšě, ŋăŕőňŋĺň śŋăůăńă ŕőŋ£šĺě ŕřőĺğćőďŋőľ ŕő ćěłšőřş ĺńĺ, łăł ěě ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š, ŕřőĺğćőďŋőľ ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿, łőčďă ďńĺŋă ćěłšőřă ěďĺŋĺůŋă£.

Ŕşśšĳ f(x) | ŕěřěňěŋŋă£ ćěńĺůĺŋă (ŋăŕřĺňěř ăšňőśťěřŋă£ šěňŕěřăšşřă) ğăćĺś£źă£ őš šőůłĺ ŕřőśšřăŋśšćă, čďě ŕřőĺśţőďĺš ćăÿě ďćĺęěŋĺě ŕő ğăłőŋş x = x(t), t | ćěźěśšćěŋŋżľ ŕăřăňěšř (ćřěň£). Ĺğňěŋěŋĺě ćěńĺůĺŋż f ŋă šřăěłšőřĺĺ ćăÿěčő ďćĺęěŋĺ£ (ĺğňěŋěŋĺě ćăÿěľ ňěśšŋőľ šěňŕěřăšşřż) ąşďěš ŕřőĺśţőďĺšĳ ŕő ğăłőŋş f(x(t))). Ŋăľďěň śłőřőśšĳ ĺğňěŋěŋĺ£ ¡šőľ ćěńĺůĺŋż

d(f ∘ x) dt = f^′(x(t))x^′(t) = f^′(x)v

čďě v = x^′(t) | ćěłšőř śłőřőśšĺ ďćĺęěŋĺ£ ć šőůłě x = x(t).

Ňż ćĺďĺň, ůšő ěśńĺ f | ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£, šő řěğşńĳšăš ğăćĺśĺš šőńĳłő őš x ĺ v ĺ £ćń£ěšś£ ğŋăůěŋĺěň ďĺťťěřěŋűĺăńă ťşŋłűĺĺ f ć šőůłě x ŋă ćěłšőřě v. Őš őśšăńĳŋżţ, łřőňě v, ¡ńěňěŋšőć šřăěłšőřĺĺ ć ¡šőš ňőňěŋš őŋ ŋě ğăćĺśĺš ĺ, ğŋăůĺš, őďĺŋăłőć ďń£ ćśěţ šřăěłšőřĺľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłş x ś ťĺłśĺřőćăŋŋőľ śłőřőśšĳ¿ v. Ć ůăśšŋőśšĺ, ňőęŋő ćğ£šĳ ŕřőśšěľÿĺľ ğăłőŋ řăćŋőňěřŋőčő ďćĺęěŋĺ£ x+vt ĺ ŕřĺŋ£šĳ śńěďş¿źěě

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőĺğćőďŋőľ ťşŋłűĺĺ f ć šőůłě x ŕő ćěłšőřş v ŋăğż-

ćăěšś£ ćěńĺůĺŋă D_vf(x) = lim_{t→0} f(x + vt) − f(x) t Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ f ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć šőůłě x, šő, łăł ążńő ŕőłăğăŋő,

D_vf(x) = f^′(x)v

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕőłăęĺšě, ůšő Dλvf(x) = –Dvf(x), ă ěśńĺ f | ďĺťťěřěŋűĺřşěňă, šő ĺ D_{v1+v2} f(x) = D_{v1} f(x) + D_{v2} f(x).

Ěśńĺ e_i | ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř i-čő łőőřďĺŋăšŋőčő ŋăŕřăćńěŋĺ£, šő, őůěćĺďŋő, D_{ei} f(x) =^{∂f}_{∂xi} (x).

Ćŋĺňăŋĺě! Ŋăńĺůĺě ŕřőĺğćőďŋőľ ŕő ń¿ąőňş ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ěźě ŋě őğŋăůăěš, ůšő ťşŋłűĺ£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňă.

Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺšě ťşŋłűĺ¿ f(x; y) ŋă ŕńőśłőśšĺ R^2, řăćŋş¿ 1 ŋă ŕăřăąőńě y = x^2 ąěğ ćěřÿĺŋż (0,0), ă ć őśšăńĳŋżţ šőůłăţ ŕńőśłőśšĺ f(x; y) ≡ 0.

Ůšőąż ŕěřěľšĺ šěŕěřĳ ł čřăďĺěŋšş, ŋăŕőňŋĺň łőě-ůšő ĺğ ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż ĺ čěőňěšřĺĺ.

Ěśńĺ ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ĺňěěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B(x; y), šő łăęďőľ ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ g^∗ ∈ V^∗ ŋă ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě őšćěůăěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ćěłšőř g, šăłőľ, ůšő g^∗(v) = B(g; v) ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă v ∈ V .

Şŕřăęŋěŋĺě. Ěśńĺ V = R^n, B(x; y) = bijx^ix^j, g^∗v = giv^i, šő ćěłšőř g ĺňěěš łőőřďĺŋăšż g^j = b^{ij}g_i, čďě (b^{ij}) | ňăšřĺűă, őąřăšŋă£ ňăšřĺűě (b_{ij}).

Ůăźě ćśěčő ć łăůěśšćě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B(·; ·) ćżśšşŕăěš śšăŋďăřšŋőě śĺňňěšřĺůŋőě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ⟨·; ·⟩ ć ěćłńĺďőćőľ čěőňěšřĺĺ ĺńĺ łőśőśłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě !(·; ·) (łőčďă ťőřňă B łőśőśĺňňěšřĺůŋă) ć śĺňŕńěłšĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ. Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕşśšĳ B(v1; v2) = | | | v^1 v^2_1 v^1_2 v^2 | | | | őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ ŕńőźăďĳ

ŕăřăńńěńőčřăňňă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ćěłšőřż v_1; v_2 ∈ R^2. Ŋăľďĺšě ćěłšőř g = (g^1; g^2), őšćěůă¿źĺľ ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ g^∗ = (g_1; g_2).

Šěŕěřĳ ćěřŋěňś£ ł ăŋăńĺğş.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćěłšőř, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ďĺťťěřěŋűĺăńş ťşŋłűĺĺ f :

Rn → R ć šőůłě x őšŋőśĺšěńĳŋő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ⟨; ⟩ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă R^n, ŋăğżćăěšś£ čřăďĺěŋšőň ťşŋłűĺĺ f ć ¡šőľ šőůłě ĺ őąőğŋăůăěšś£ grad f(x).

Ĺšăł, df(x)v = ⟨grad f(x); v⟩ ďń£ ń¿ąőčő ŕřĺńőęěŋŋőčő ł x ćěłšőřă v ∈ T_xR^n ∼ R^n.

Ğŋăůĺš,

f^′(x)v = @f @x^1

(x)v^1 + · · · + @f @x^n

(x)v^n = ⟨grad f(x); v⟩ = | grad f(x)||v| cos ’:

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ćő-ŕěřćżţ, ůšő ć śšăŋďăřšŋőň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě, š.ě. ć ďěłăřšőćżţ łőőřďĺŋăšăţ,

grad f(x) = ( @f @x^1

; : : : ; @f @x^n ) (x)

Ćő-ćšőřżţ, ěśńĺ grad ≠ 0 ĺ e | ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř, ŕřĺńőęěŋŋżľ ł x, šő ŕřőĺğćőďŋă£ D_ef(x) ŕřĺŋĺňăěš ŋăĺąőńĳÿěě ğŋăůěŋĺě, řăćŋőě | grad f(x)|, łőčďă e śőŋăŕřăćńěŋ ś | grad f(x)|.

Š.ě. śłőřőśšĳ řőśšă ťşŋłűĺĺ f ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ ĺğ šőůłĺ x ś ěďĺŋĺůŋőľ śłőřőśšĳ¿ ňăłśĺňăńĳŋă, łőčďă ŋăŕřăćńěŋĺě ďćĺęěŋĺ£ śőćŕăďăěš ś ŋăŕřăćńěŋĺěň čřăďĺěŋšă ťşŋłűĺĺ ć ¡šőľ šőůłě, ĺ řăćŋă | grad f(x)|.

Ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőň ćěłšőřş grad f(x), ťşŋłűĺ£ ŋě ňěŋ£ěšś£.

Ěśńĺ ŋăřĺśőćăšĳ, ŋăŕřĺňěř, ŋă ŕńőśłőśšĺ R^2, łăł ŋă łăřšăţ, ńĺŋĺĺ şřőćŋ£ ťşŋłűĺĺ f(x; y) (š.ě. łřĺćżě f(x; y) = const), šő čřăďĺěŋš ć ďăŋŋőľ šőůłě ąşďěš ŕěřŕěŋďĺłşń£řěŋ ńĺŋĺĺ şřőćŋ£ ĺ şłăęěš ŋăŕřăćńěŋĺě ŋăĺąőńěě łřşšőčő ŕőďžěňă ł ćěřÿĺŋě (śň. řĺśşŋőł).

Ŋă ¡šőň ŋăąń¿ďěŋĺĺ őśŋőćăŋż šăł ŋăğżćăěňżě čřăďĺěŋšŋżě ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż ŕőĺśłă ¡łśšřěňşňőć ťşŋłűĺľ ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ćőŕřőś. Ůěňş řăćěŋ čřăďĺěŋš ć šőůłě, őšćěůă¿źěľ ŋă ŕřĺćěďěŋŋőň řĺśşŋłě śěďńş ňěęďş ćěřÿĺŋăňĺ?

Ğăďăůă. Ŕőńşůĺšě şřăćŋěŋĺě xx0=a^2 + yy0=b^2 + zz0=c^2 = 1 ŕńőśłőśšĺ, łăśăšěńĳŋőľ ł ¡ńńĺŕśőĺďş x^2=a^2 + y^2=b^2 + z^2=c^2 = 1 ć šőůłě (x_0; y_0; z_0).

Ůšőąż ďěšăńĳŋěě řăğőąřăšĳś£ ś ăńčěąřăĺůěśłĺň ĺ čěőňěšřĺůěśłĺň ăśŕěłšăňĺ čřăďĺěŋšă, ŕőńěğŋő śďěńăšĳ ěźě śńěďş¿źĺě ğăďăůĺ: Ğăďăůă.

1. Ćżÿě ć şŕřăęŋěŋĺĺ ążńă řăśśňőšřěŋă łőśőśĺňňěšřĺůěśłă£ ťőřňă B(v_1; v_2) őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ ŕńőźăďĺ ŕăřăńńěńőčřăňňă ć R^2. Ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ g^∗ ∈ L(R^2; R), őŕřěďěń£ěňőľ śćőĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ (g_1; g_2), ŕőśřěďśšćőň ¡šőľ łőśőśĺňňěšřĺůěśłőľ ťőřňż ! śőŕőśšăćń£ěšś£ ćěłšőř g_ω = (g^1; g^2). Śřăćŋĺšě łőőřďĺŋăšŋőě ćżřăęěŋĺě ćěłšőřă g_ω ĺ ćěłšőřă g_{⟨,⟩}, ŕőńşůěŋŋőčő ć śńşůăě, łőčďă B(; ) = ⟨; ⟩ | śšăŋďăřšŋőě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě.

2. Ěśńĺ ćěłšőř, őšćěůă¿źĺľ df(x) őšŋőśĺšěńĳŋő śĺňňěšřĺůěśłőľ ťőřňż ⟨; ⟩ ŋăğżćă¿š čřăďĺěŋšőň grad f(x), šő ćěłšőř, őšćěůă¿źĺľ df(x) őšŋőśĺšěńĳŋő łőśőśĺňňěšřĺůěśłőľ ťőřňż ! ŋăğżćă¿š łőśżň čřăďĺěŋšőň ĺ őąőğŋăůă¿š sgrad f(x) (őš ăŋčńĺľśłőčő \skew" | łőśőľ).

Ğăŕĺÿĺšě grad f(x) ĺ sgrad f(x) ć ďěłăřšőćżţ łőőřďĺŋăšăţ R^2.

Ğăďăůă.

1. Łăł ĺğňěŋ£šś£ łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă grad f(x), ěśńĺ ć R^2 ćňěśšő őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă (e_1; e_2), ćğ£šĳ őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś (~e_1; ~e_2) = (–_1e_1; –_2e_2)?

2. Ŋăńĺůĺě śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ⟨; ⟩ ć R^2 ěśšěśšćěŋŋő ŕőğćőń£ěš śůĺšăšĳ ěčő ğăďăŋŋżň ĺ ć ń¿ąőň ŕřőśšřăŋśšćě T_xR^2 ćěłšőřőć, ŕřĺńőęěŋŋżţ ł šőůłě x ∈ R^2.

Ďĺťťěřěŋűĺăń őšőąřăęěŋĺ£ ˘ : ~R^2 → R^2 ć šőůłě, łăł ňż ğŋăěň, ěśšĳ ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě, śőőšćěšśšćş¿źĺţ łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Ććěďěŋĺě ŕőń£řŋżţ łőőřďĺŋăš (r; ’) ŕőśřěďśšćőň śőőšŋőÿěŋĺľ x = r cos ’, y = r sin ’ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł őšőąřăęěŋĺě ŕńőśłőśšĺ ~R^2 = R^2(r; ’) ś ďěłăřšőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ r; ’ ć ŕńőśłőśšĳ R^2 = R^2(x; y) ś ďěłăřšőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ (x; y). Ŕşśšĳ (x; y) ∈ R^2_{(x,y)} šőůłă ś ŕőń£řŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ (r; ’), š.ě. šőůłă, őšćěůă¿źă£ šőůłě (r; ’) ∈ R^2_{(r,φ)}, ŕřĺ şłăğăŋŋőň őšőąřăęěŋĺĺ ˘. Ć ŕřőśšřăŋśšćě T_{(x,y)}R^2, ĺğőąřăğĺšě ćěłšőřż e^′_r; e^′_φ, őšćěůă¿źĺě ćěłšőřăň (1,0) ĺ (0,1) ŕřőśšřăŋśšćă T_{(r,φ)} (ğďěśĳ (x; y) = ˘(r; ’) ĺ d˘(r; ’) : T_{(r,φ)} ~R^2 → T_{(x,y)}R^2).

Ŋăľďĺšě ⟨e^′_i; e^′_j⟩ ĺ śłăęĺšě, őąřăğş¿š ńĺ ćěłšőřż e^′_r; e^′_φ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć T_{(x,y)}R^2.

Ŕřőćěřĳšě, ůšő őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś e_r; e_φ ŕőńşůĺšś£, ěśńĺ ćňěśšő ćěłšőřőć (1,0), (0,1) ć T_{(r,φ)} ćğ£šĳ ćěłšőřż (1,0), (0,r).

3. Łăł ćżůĺśń£šĳ grad f ć ŕőń£řŋżţ łőőřďĺŋăšăţ? (Ĺňěěšś£ ć ćĺďş, ůšő ğăďăŋŋă£ ć R^2_{(x,y)} ťşŋłűĺ£ f řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł ťşŋłűĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ (r; ’), ść£ğăŋŋżţ ś (x; y) şłăğăŋŋőľ ćżÿě ŕőń£řŋőľ ğăňěŋőľ (x; y) = ˘(r; ’), ă ćěłšőř grad f ć łăęďőľ šőůłě (x; y) = ˘(r; ’) ŕńőśłőśšĺ řăśłńăďżćăěšś£ ŕő őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőňş ąăğĺśş e_r; e_φ ŕőń£řŋżţ łőőřďĺŋăšŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺľ). Őšćěš:^{( ∂f}_{∂r} ;^1_r^{∂f}_{∂φ}^).

Şłăğăŋĺě. Őďĺŋ ĺğ ŕşšěľ | ćśŕőňŋĺšĳ łăł ňěŋ£ěšś£ ćżřăęěŋĺě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B(; ) ĺ, ć ůăśšŋőśšĺ, śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ⟨; ⟩ ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ŋőćżň łőőřďĺŋăšăň.

Ğăďăůă (ő łőśőň čřăďĺěŋšě).

1. Ŕőłăęĺšě, ůšő ć R^3 (ĺ ćőőąźě ć R^{2n+1}) ŋěš ŋěćżřőęďěŋŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůěśłőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż.

2. Ć őřĺěŋšĺřőćăŋŋőň R^2, łăł ňż ćĺďěńĺ, ěśšĳ ŋěćżřőęďěŋŋă£ łőśőśĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă (őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ ŕńőźăďĳ ŕăřăńńěńőčřăňňă). Ć R^{2n} ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x^1; : : : ; x^n; : : : ; x^{2n}) = (p^1; : : : ; p^n; q^1; : : : ; q^n) šăłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ! šőęě ěśšĳ: ěśńĺ v_i = (p^1_i ; : : : ; p^n_i ; q^1_i ; : : : ; q^n_i ) (i = 1; 2) , šő

!(v_1; v_2) = | | | p^1 q^1 p^1_2 q^1_2 | | | + · · · + | | | p^n_1 q^n_1 p^n_2 q^n_2 | | | : Š.ě. !(v_1; v_2) | ¡šő śşňňă őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ ŕńőźăďěľ ŕřőěłűĺľ ŋăš£ŋşšőčő ŋă v_1; v_2 ŕăřăńńěńőčřăňňă ć łőőřďĺŋăšŋżţ ŕńőśłőśš£ţ (p^j ; q^j) (j = 1; : : : ; n).

Ŕşśšĳ g^∗ | ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ć R^{2n}, ğăďăŋŋă£ śćőĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ g^∗ = (p_1; : : : ; p_n; q_1; : : : ; q_n). Ŋăľďĺšě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă g, śőŕőśšăćń£ěňőčő ťşŋłűĺĺ g^∗ ŕőśřěďśšćőň ťőřňż !.

3. Ďĺťťěřěŋűĺăńş ťşŋłűĺĺ f : R^{2n} → R ć šőůłě x ∈ R^{2n} ŕőśřěďśšćőň łőśőśĺňňěšřĺůěśłőľ ťőřňż ! śőŕőśšăćń£ěšś£ ćěłšőř, ŋăğżćăěňżľ łőśżň čřăďĺěŋšőň ťşŋłűĺĺ f ć ¡šőľ šőůłě ĺ őąőğŋăůăěňżľ sgrad f(x). Ŋăľďĺšě ćżřăęěŋĺě sgrad f(x) ć łăŋőŋĺůěśłĺţ ďěłăřšőćżţ łőőřďĺŋăšăţ ŕřőśšřăŋśšćă R^{2n}.

4. Ŋăľďĺšě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ⟨grad f(x); sgrad f(x)⟩.

5. Ŕőłăęĺšě, ůšő ćěłšőř sgrad f(x) ŋăŕřăćńěŋ ćďőńĳ ŕőćěřţŋőśšĺ şřőćŋ£ ťşŋłűĺĺ f.

6. Ğăłőŋ ďćĺęěŋĺ£ x = x(t) šőůłĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě R^{2n} šăłőć, ůšő _x(t) = sgrad f(x(t)). Ŕőłăęĺšě, ůšő f(x(t)) = const.

7. Ğăŕĺÿĺšě şřăćŋěŋĺě _x = sgrad f(x) ć łăŋőŋĺůěśłĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ (p^1; : : : ; p^n; q^1; : : : ; q^n) ďń£ łőőřďĺŋăš ĺ H = H(p; q) ďń£ ťşŋłűĺĺ f. Ŕőńşůěŋŋă£ śĺśšěňă, ŋăğżćăěňă£ śĺśšěňőľ şřăćŋěŋĺľ Čăňĺńĳšőŋă, £ćń£ěšś£ őďŋĺň ĺğ űěŋšřăńĳŋżţ őąžěłšőć ňěţăŋĺłĺ.

2. Ŕřĺňěřż ťĺğĺůěśłĺţ ŕřĺńőęěŋĺľ čřăďĺěŋšă.

a. Ŕőšěŋűĺăńĳŋżě ŕőń£.

Ćěłšőřŋőě ŕőńě F (őążůŋő ¡šő śĺńż ĺńĺ ŋăŕř£ęěŋŋőśšĺ), ğăďăŋŋőě ć ŋěłőšőřőľ őąńăśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă, ŋăğżćăěšś£ ŕőšěŋűĺăńĳŋżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ťşŋłűĺ£ U, őŕřěďěńěŋŋă£ ć ¡šőľ őąńăśšĺ, šăłă£, ůšő F = − grad U.

Ťşŋłűĺ¿ U ŋăğżćă¿š ŕőšěŋűĺăńőň ŕőń£, ă ťşŋłűĺ¿ −U (ďń£ łőšőřőľ F = grad(−U)) őążůŋő ŋăğżćă¿š śĺńőćőľ ťşŋłűĺěľ ŕőń£. Ğăďăůă.

1. Ŕřőćěřĳšě, ůšő čřăćĺšăűĺőŋŋőě ŕőńě | ŕőšěŋűĺăńĳŋő; şłăęĺšě ěčő ŕőšěŋűĺăń (ŕőšěŋűĺăń Ŋĳ¿šőŋă).

2. Ń¿ąőě ŋěŕřěřżćŋőě ćěłšőřŋőě ŕőńě, ďěľśšćş¿źěě ćďőńĳ ŕř£ňőľ, | ŕőšěŋűĺăńĳŋő.

3. Ŕőńě ćĺďă F (x) = –(|x|)x (– : R_+ → R) ŋăğżćă¿š űěŋšřăńĳŋżň.

Čřăćĺšăűĺőŋŋőě ŕőńě ňăśśż ĺ ŕőńě ŋăŕř£ęěŋŋőśšĺ ¡ńěłšřĺůěśłőčő ğăř£ďă | ŕřĺňěřż űěŋšřăńĳŋżţ ŕőńěľ. Ŕőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě űěŋšřăńĳŋőě ŕőńě | ŕőšěŋűĺăńĳŋő.

Ŕőšěŋűĺăńĳŋżě śĺńőćżě ŕőń£ śřěďĺ őśšăńĳŋżţ ŕőńěľ ćżďěń£¿šś£ šěň, ůšő řăąőšă šăłőčő ŕőń£ (ĺńĺ ć šăłőň ŕőńě) ćďőńĳ ŋěłőšőřőčő ŕşšĺ ğăćĺśĺš šőńĳłő őš ŋăůăńă ĺ łőŋűă ŕşšĺ, ŋő ŋě őš śăňőčő ŕşšĺ ĺ řăćŋă řăğŋőśšĺ ğŋăůěŋĺľ ŕőšěŋűĺăńă ć łőŋűě ĺ ć ŋăůăńě.

Ŋăŕĺÿěň ťőřňşńş ďń£ ŕőďśůěšă řăąőšż ŕőń£ F ŋă ŕşšĺ ‚, ŕřőţőďĺňőň ŕő ğăłőŋş x = x(t) ĺğ šőůłĺ x_0 = x(0) ć šőůłş x_1 = x(1) (śň. řĺśşŋőł). İńěňěŋšăřŋă£ řăąőšă ŋă ňăńőň şůăśšłě őš x, ďő x + ´x, čďě ´x ≈ _x(t)´t, řăćŋă ´A = ⟨F (x); ´x⟩ = ⟨F (x(t)); _x(t)⟩´t. Ğŋăůĺš

dA = ⟨F (x(t)); _x(t)⟩dt ĺ A = ∫_1 0 ⟨F (x(t)); _x(t)⟩ dt

Ğăďăůă.

1. Ŕőłăęĺšě, ůšő ć ŕőšěŋűĺăńĳŋőň ŕőńě F = − grad U řăąőšă řăćŋă A = U(x_1) − U(x_0). Şłăğăŋĺě: dU(x(t)) = : : :?

2. Ěśńĺ řăąőšă ŕőń£ F ćďőńĳ ń¿ąőčő ŕşšĺ ğăćĺśĺš šőńĳłő őš ŋăůăńă ĺ łőŋűă ŕşšĺ, šő ŕőńě F | ŕőšěŋűĺăńĳŋő.

Şłăğăŋĺě: Ŕőšěŋűĺăń őŕřěďěńěŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ăďďĺšĺćŋőľ ŕőśšő£ŋŋőľ. Ťĺłśĺřőćăć ŋăůăńĳŋş¿ šőůłş x_0 ŋăľďĺšě řăąőšş A_{x0} (x) łăł ťşŋłűĺ¿ łőŋűă x ŕşšĺ; U(x) = A_{x0} (x).

b. Şřăćŋěŋĺě İľńěřă ć ňěţăŋĺłě śŕńőÿŋőľ śřěďż.

Ŕěřěŕăď ďăćńěŋĺ£ őąşśńőćńĺćăěš ŕěřěňěźěŋĺě śŕńőÿŋőľ śřěďż (ăšňőśťěřż ĺńĺ ęĺďłőśšĺ). Ďăćńěŋĺě ć ďăŋŋőľ šőůłě x ĺďěăńĳŋő ŋěć£ğłőľ śřěďż ğăďăěšś£ őďŋĺň ůĺśńőň p(x). Řăśśňőšřĺň ňăńěŋĳłĺľ űĺńĺŋďř śřěďż (śň. řĺśşŋőł), őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ grad p(x).

Ŋě şřăćŋőćěÿěŋŋż ğďěśĳ šőńĳłő śĺńż ďăćńěŋĺ£, ďěľśšćş¿źĺě ŋă őśŋőćăŋĺ£ űĺńĺŋďřă (ŕőůěňş?)

Ěśńĺ ´S | ŕńőźăďĳ őśŋőćăŋĺ£, ´h | ćżśőšă, ă ´V = ´S · ´h | őąžěň űĺńĺŋďřă, šő ďěľśšćş- ¿źă£ ŋă űĺńĺŋďř śĺńă ŕő ćěńĺůĺŋě řăćŋă ´p · ´S ĺ ŋăŕřăćńěŋă ć śšőřőŋş ňěŋĳÿĺţ ďăćńěŋĺľ, š.ě. ć śšőřőŋş, ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ ŋăŕřăćńěŋĺ¿ grad p(x).

Ŕşśšĳ ȷ | ŕńőšŋőśšĳ śřěďż ć řăśśňăšřĺćăěňőľ őąńăśšĺ ĺ a | şśłőřěŋĺě űĺńĺŋďřă. Šőčďă ŕő ğăłőŋş Ŋĳ¿šőŋă

ȷ · ´V · a = ´p · ´S · e

čďě e = − grad p(x)=| grad p(x)| | ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř ŋşęŋőčő ŋăŕřăćńěŋĺ£. Şůĺšżćă£, ůšő ´p = | grad p(x)|´h + o(´h) (ćśŕőňŋĺšě ŕřőĺğćőďŋş¿ ŕő ćěłšőřş ĺ őřĺěŋšăűĺ¿ űĺńĺŋďřă), ŕřĺ ´h → 0 őšś¿ďă ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě İľńěřă ȷa = − grad p:

Ŕńőšŋőśšĳ ȷ, şśłőřěŋĺě a ĺ ďăćńěŋĺě p, ćőőąźě čőćőř£, ğăćĺś£š ĺ őš šőůłĺ ĺ őš ćřěňěŋĺ: ȷ(x; t); a(x; t); p(x; t). Čřăďĺěŋš ďăćńěŋĺ£ grad p, őďŋăłő, ćżůĺśń£ěšś£ šőńĳłő ŕő ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ x. Ěśńĺ ćěńĺůĺŋż ȷ; a; p őš ćřěňěŋĺ ŋě ğăćĺś£š, šő šěůěŋĺě śřěďż ŋăğżćă¿š şśšăŋőćĺćÿĺňś£ ĺńĺ śšăűĺőŋăřŋżň.

Ěśńĺ ŕőňĺňő ďăćńěŋĺ£ ĺňě¿šś£ ěźě łăłĺě-šő ďěľśšćş¿źĺě ŋă śřěďş śĺńż, ŋăŕřĺňěř, čřăćĺšăűĺőŋŋżě ĺńĺ ¡ńěłšřő-ňăčŋĺšŋżě, šő ĺţ ŋăďő ďőąăćĺšĳ ć ŕřăćş¿ ůăśšĳ şřăćŋěŋĺ£ İľńěřă.

c. Ğăłőŋż śőţřăŋěŋĺ£.

Ŕşśšĳ šőůłă ňăśśż m ďćĺęěšś£ ć ŕőšěŋűĺăńĳŋőň ŕőńě F = − grad U ĺ x = x(t) | ğăłőŋ ěě ďćĺęěŋĺ£. Ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ďĺŋăňĺůěśłĺň şřăćŋěŋĺěň Ŋĳ¿šőŋă m-x(t) = − grad U(x(t)). Ŕşśšĳ v = _x(t). Ŕřőćěřĺň, ůšő ćěńĺůĺŋă^1_2 mv^2 + U (śşňňă łĺŋěšĺůěśłőľ ĺ ŕőšěŋűĺăńĳŋőľ ¡ŋěřčĺĺ) őśšăěšś£ ŕőśšő£ŋŋőľ ćďőńĳ šřăěłšőřĺĺ ďćĺęěŋĺ£.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, d dt (_1

2 m⟨ _x(t); _x(t)⟩ + U(x(t))^) = m⟨-x(t); _x(t)⟩ + ⟨grad U(x(t)); _x(t)⟩ = ⟨m-x(t) + grad U(x(t)); _x(t)⟩ = ⟨0; _x(t)⟩ = 0

Ğăďăůă:

1. Ğăłőŋ Ďăŋĺĺńă Ąěřŋşńńĺ.

Ć śŕńőÿŋőľ śřěďě (şśšăŋőćĺćÿěňś£ ŕőšőłě ĺďěăńĳŋőľ ęĺďłőśšĺ) ŕőśšő£ŋŋőľ ŕńőšŋőśšĺ ȷ ≡ 1 ąşďěň śńěďĺšĳ ğă ďćĺęěŋĺěň ůăśšĺűż (ŕżńĺŋłĺ). Ŕşśšĳ x = x(t) | šřăěłšőřĺ£ ěě ďćĺęěŋĺ£. Ć ń¿ąőľ ňőňěŋš t śłőřőśšĳ _x(t) ůăśšĺűż řăćŋă śłőřőśšĺ ŕőšőłă ć šőůłě x = x(t), čďě ŋăţőďĺšś£ ć ¡šőš ňőňěŋš ůăśšĺűă. Ńĺŋĺĺ, łăśăšěńĳŋżě ł łőšőřżň śőćŕăďă¿š ś ŋăŕřăćńěŋĺěň śłőřőśšĺ ŕőšőłă ć śőőšćěšśšćş¿źĺţ šőůłăţ, ŋăğżćă¿š ńĺŋĺ£ňĺ šőłă ďăŋŋőčő šěůěŋĺ£. Šăł ůšő šřăěłšőřĺ£ ďćĺęěŋĺ£ ůăśšĺűż | ńĺŋĺ£ šőłă. Ŕőńĳğş£śĳ şřăćŋěŋĺěň İľńěřă, ŕőłăęĺšě, ůšő ćěńĺůĺŋă^1_2 ȷv^2+p ŕőśšő£ŋŋă ćďőńĳ šřăěłšőřĺĺ (ţőš£ ňőęěš ňěŋ£šĳś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ŋă ďřşčş¿ ńĺŋĺ¿ šőłă). 2. Řăąőšă łřżńă ć ńăňĺŋăřŋőň ŕőšőłě. Ĺğ ğăłőŋă Ąěřŋşńńĺ śńěďşěš, ůšő ŋă şůăśšłăţ šřăěłšőřĺĺ, čďě śłőřőśšĳ ąőńĳÿě, ďăćńěŋĺě | ňěŋĳÿě. Ć ąěğćĺţřěćőň (ńăňĺŋăřŋőň) ŕőšőłě řăśśňőšřĺň ďćě ąńĺğłĺě ńĺŋĺĺ šőłă, őďŋă ĺğ łőšőřżţ őąţőďĺš łřżńő śćěřţş, ă ďřşčă£ śŋĺğş. Ŕőśłőńĳłş ńĺŋĺĺ ąńĺğłĺ, šő ć ďăńěłőľ őš łřżńă ğőŋě ć ĺţ ąńĺğłĺţ šőůłăţ ćěńĺůĺŋż v ĺ p ŕőůšĺ őďĺŋăłőćż. Ěśńĺ śůĺšăšĳ, ůšő ćĺţřěľ, řăğřżćőć ĺ śňěźěŋĺľ ŋěš, š.ě. ąńĺğłĺě ůăśšĺűż p_−, p_+ ŕőśńě őąšěłăŋĺ£ łřżńă śŋőćă śőňłŋşšĳś£ łăł ąńĺğłĺě, šő ůăśšĺűě, őąţőď£źěľ łřżńő śćěřţş, ŕřĺďěšś£ ğă šő ęě ćřěň£ ŕřőďěńăšĳ ŕşšĳ ąőńĳÿĺľ, ůěň ůăśšĺűě, őąţőď£źěľ ěčő śŋĺğş. Š.ě. őąţőď£ łřżńő, ćěřţŋ££ ůăśšĺűă ĺňěěš śłőřőśšĳ ąőńĳÿş¿, ůěň ŋĺęŋ££. Ŕő ğăłőŋş Ąěřŋşńńĺ ¡šő ŕřĺćěďěš ł ŕőŋĺęěŋĺ¿ ďăćńěŋĺ£ śćěřţş ĺ ćőğŋĺłŋőćěŋĺ¿ ŕőďžěňŋőľ śĺńż łřżńă. (Řăśśşęďěŋĺě, łőŋěůŋő, őšŋőśĺšś£ ł őůěŋĳ şŕřőźěŋŋőľ ňőďěńĺ ĺ śřěďż, ĺ őąšěłăŋĺ£). 3. Ĺŋšěčřăń Łőÿĺ.

Ŕşśšĳ šěůěŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ć ŕőńě śĺń F . Łăł ążńő ğăňěůěŋő ćżÿě, şřăćŋěŋĺě İľńěřă ć ¡šőň śńşůăě ĺňěěš ćĺď ȷa = − grad p + F . Ěśńĺ ŕőńě F ŕőšěŋűĺăńĳŋő (ŋăŕřĺňěř, ďń£ šěůěŋĺ£ ęĺďłőśšĳ ş ŕőćěřţŋőśšĺ Ğěňńĺ F | ŕőńě śĺńż š£ęěśšĺ), šő ćďőńĳ ńĺŋĺľ šőłă śőţřăŋ£ěšś£ ćěńĺůĺŋă, ŕőďőąŋă£ řăśśňőšřěŋŋőľ ć ğăłőŋě Ąěřŋşńńĺ. Şłăęĺšě ěě (őŋă ŋăğżćăěšś£ ĺŋšěčřăńőň Łőÿĺ).

3. Őďŋőřőďŋżě ťşŋłűĺĺ ĺ śőőšŋőÿěŋĺě İľńěřă.

Ć łăůěśšćě ěźě őďŋőčő ŕřĺňěřă ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ğăłőŋőć ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő ĺśůĺśńěŋĺ£ (ĺńĺ, ŕőŕřőśšş, ŕřăćĺń ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£) ŕőńşůĺň śőőšŋőÿěŋĺě İľńěřă ďń£ őďŋőřőďŋżţ ťşŋłűĺľ ĺ şłăęěň ğăšěň őďŋő ěčő ŕőńěğŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ f ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋőľ ťşŋłűĺěľ śšěŕěŋĺ n, ěśńĺ f(tx) = t^nf(x).

Ŕřĺ ¡šőň t ∈ R, ă x | šőůłă ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă (ŋăŕřĺňěř, Rm), ć łőšőřőň (ĺńĺ ć ůăśšĺ łőšőřőčő) ğăďăŋă ťşŋłűĺ£.

Ŕřőďĺťťěřěŋűĺřőćăć ¡šő řăćěŋśšćő ŕő t, ŕőńşůĺň f^′(tx)x = nt^{n−1}f(x), ůšő ŕřĺ t = 1 ďăěš śőőšŋőÿěŋĺě İľńěřă f^′(x)x = nf(x) ďń£ őďŋőřőďŋżţ ťşŋłűĺľ.

Ěśńĺ x = (x^1; : : : ; x^m) ∈ R^m, őŋő ĺňěěš ćĺď @f @x^1 x^1 + · · · + @f @x m (x)x^m = nf(x^1; : : : ; x^m):

Şŕřăęŋěŋĺě. Łăłőćă śšěŕěŋĳ őďŋőřőďŋőśšĺ śńěďş¿źĺţ ťşŋłűĺľ f(x; y; z): xy + yz + zy; z(x + y)^{−1}; z(x^2 + y^2)^{−1}; z^{3/2}(x + y)^{−1}? Ŕřőćěřĳšě ďń£ ŋĺţ śőőšŋőÿěŋĺě İľńěřă. Ğăďăůă:

1. Ŕőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f^′(x)x = nf(x), šő ťşŋłűĺ£ f | őďŋőřőďŋă£ śšěŕěŋĺ n.

Şłăğăŋĺě: Ŕřőďĺťťěřěŋűĺřşľšě (t) = t^{−n}f(tx).

2. Ŕőŕřőąşěň őąőąźĺšĳ ŕőŋ£šĺě őďŋőřőďŋőľ ťşŋłűĺĺ. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ f šăłőćă, ůšő f(tx) = ’(t)f(x). Ŕőłăęĺšě, ůšő ’(t) = t^n.

3. Ŕşśšĳ t = (t^1; : : : ; t^m), x = (x^1; : : : ; x^m), tx = (t^1x^1; : : : ; t^mx^m) ĺ f(tx) = ’(t)f(x). Ŕőłăęĺšě, ůšő ’(t^1; : : : ; t^m) = (t^1)^{n1} · : : : · (t^m)^{nm} .

4. Ăŋăńĺğ řăğňěřŋőśšěľ ťĺğĺůěśłĺţ ćěńĺůĺŋ.

Őśŋőćŋă£ ŕřěďŕőśżńłă šěőřĺĺ řăğňěřŋőśšĺ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŕřěšěŋďş¿źă£ ŋă ťĺğĺůěśłş¿ ğŋăůĺňőśšĳ ğăćĺśĺňőśšĳ

x_0 = f(x_1; : : : ; x_k; x_{k+1}; : : : ; x_n) (∗)

ďőńęŋă ążšĳ šăłőľ, ůšőąż ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ňăśÿšăąőć ěďĺŋĺű ĺğňěřěŋĺ£ ůĺśńěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ćśěţ őďŋőĺňěŋŋżţ ćěńĺůĺŋ, şůăśšćş¿źĺţ ć ťőřňşńě (∗), ňěŋ£ńĺśĳ ć őďŋő ĺ šő ęě ůĺśńő řăğ.

Ŕşśšĳ śřěďĺ ćěńĺůĺŋ x_1; : : : ; x_k; : : : ; x_n ŕőďőąŋő ďńĺŋě, ňăśśě ĺ ćřěňěŋĺ, ćěńĺůĺŋż x_1; : : : ; x_k ŋěğăćĺśĺňż. Ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ňăśÿšăąőć őśŋőćŋżţ ěďĺŋĺű (ďńĺŋż, ňăśśż, ćřěňěŋĺ, : : :) ĺńĺ ćğăĺňŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ŕřőĺğćőďŋżţ ěďĺŋĺű x_1; : : : ; x_k ůĺśńěŋŋőě ćżřăęěŋĺě ťĺğĺůěśłőľ ćěńĺůĺŋż x_0 ĺğňěŋĺšś£ ŋă ňŋőęĺšěńĳ ¸_0 = ’(¸_1; : : : ; ¸_k), őŕřěďěń£ěňżľ šőńĳłő łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ¸_1; : : : ; ¸_k ĺğňěŋěŋĺ£ ňăśÿšăąőć ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ x_1; : : : ; x_k:

f(¸_1x_1; : : : ; ¸_kx_k; : : : ; ¸_nx_n) = ’(¸_1; : : : ; ¸_k)f(x_1; : : : ; x_k; : : : ; x_n):

Ć śĺńş řěğşńĳšăšă ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ

’(¸_1; : : : ; ¸_k) = ¸^{d1}_1 · : : : · ¸^{dk}_k :

İšş ťşŋłűĺ¿ ĺńĺ ŋăąőř ŕőłăğăšěńěľ (d_1; : : : ; : : : d_k) ŋăğżćă¿š řăğňěřŋőśšĳ¿ ďăŋŋőľ ťĺğĺůěśłőľ ćěńĺůĺŋż ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŋěğăćĺśĺňżň ťĺğĺůěśłĺň ćěńĺůĺŋăň x_1; : : : ; x_k.

Ŕřĺňěř. Ěśńĺ L | ďńĺŋă, M | ňăśśă, T | ćřěň£, šő şśłőřěŋĺě a ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ [a] = L^1M^0T^{−2}, š.ě. (1, 0, -2).

Ğăďăůă. Ŕőłăęĺšě, ůšő ďőńęŋżň ćżąőřőň ňăśÿšăąőć ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ x_1; : : : ; x_k (ă ĺňěŋŋő, ŕőńăčă£ ¸_1 = 1=x_1; : : : ; ¸_k = 1=x_k) śőőšŋőÿěŋĺě (∗) ŕřĺćőďĺšś£ ł śńěďş¿źěňş śőőšŋőÿěŋĺ¿ ňěęďş ąěğřăğňěřŋżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ ˝ = f(1; : : : ; 1 k ; ˝_1; : : : ; ˝_{n−k}): (∗∗)

İšő şšćěřęďěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ˝-šěőřěňőľ šěőřĺĺ řăğňěřŋőśšěľ. Őŋő ŕőńěğŋő ćő ňŋőčĺţ őšŋőÿěŋĺ£ţ.

Ŕřĺňěř. Ŕőńĳğş£śĳ ăŋăńĺğőň řăğňěřŋőśšěľ ŕőŕřőąşěň ŋăľšĺ ŕěřĺőď łőńěąăŋĺľ ňă£šŋĺłă (śň. řĺśşŋőł).

Ĺŋšěřěśş¿źă£ ŋăś ćěńĺůĺŋă T ăŕřĺőřĺ ňőęěš ğăćĺśěšĳ őš şčńă ’_0 ŋăůăńĳŋőčő őšłńőŋěŋĺ£, őš şśłőřěŋĺ£ g śĺńż š£ęěśšĺ (łőšőřőě řăğńĺůŋő ŋă Ğěňńě ĺ ŋă Ńşŋě), őš ňăśśż m šěńă ĺ ďńĺŋż l ŕőďćěśă: T = f(l; m; ; g; ’_0). Ŕřĺ ¡šőň ’_0 | ąěğřăğňěřŋă£ ćěńĺůĺŋă, ă řăğňěřŋőśšĺ l, m ĺ g ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł őśŋőćŋżň ěďĺŋĺűăň L, M, T | ďńĺŋě, ňăśśě ĺ ćřěňěŋĺ | šăłőćż:[l] = L, [m] = M, [g] = LT^{−2} . Ğŋăůĺš ćěńĺůĺŋż l, m, g ŋěğăćĺśĺňż. Ŕőćšőřĺň šěŕěřĳ ěźě řăğ őąźěě řăśśşęďěŋĺě:

f(¸_1l; ¸_2m; ¸_3g; ’_0) = ’(¸_1; ¸_2; ¸_3)f(l; m; g; ’_0) = ¸^{d1}_1 ¸^{d2}_2 ¸^{d3}_3 f(l; m; g; ’_0)

Ŕőńăčă£ ğďěśĳ ¸_1 = 1=l, ¸_2 = 1=m, ¸_3 = 1=g (ůšő ňőęŋő ďěńăšĳ, şůĺšżćă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ l, m, g), ŋăţőďĺň T ¸^{d1}_1 ¸^{d2}_2 ¸^{d3}_3

= f(1; 1; 1; ’_0)

ůšő śőőšćěšśšćşěš ąěğřăğňěřŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿ (∗∗) ˝-šěőřěňż.

Ĺšăł, T = c(’_0)l^{d1} m^{d2} g^{d3} Ůšőąż ŋăľšĺ ŕőłăğăšěńĺ d_1, d_2, d_3 śőŕőśšăćĺň řăğňěřŋőśšĺ ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšěľ řăćěŋśšćă. Ŕőśłőńĳłş [T ] = T = [g]^{−1/2}[l]^{−1/2}, ă l, m, g | ŋěğăćĺśĺňż, ğăłń¿ůăěň, ůšő

T = c(’_0) √ l g Łő¡ťťĺűĺěŋš c(’_0) ňőęŋő ŋăľšĺ ć ńăąőřăšőřŋőň ¡łśŕěřĺňěŋšě. Ĺğ őąźěčő ăŋăńĺğă řăğňěřŋőśšěľ ěčő ŕőńşůĺšĳ şęě ŋěńĳğ£. Ąőńěě ŕőńŋőě, ŋő ŋě šăłőě ŕřőśšőě ĺśśńěďőćăŋĺě ¡šőčő ćőŕřőśă ŕřĺćőďĺš ł ťőřňşńě

T = 4K(k) √ l g ; čďě K(k) = ∫ π/_2 0 d„ √ 1 − k^2 sin „

, ă k^2 = sin^2(’_0=2):

Ěśńĺ |’_0| ≪ 1, šő K(k) ≈ ı=2 ĺ

T ≈ 2ı √ l g : .

Ńěłűĺ£ 6.

Šěőřěňă ő łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ ĺ ŋěłőšőřżě ěě ŕřĺňěŋěŋĺ£.

1. Őąśşęďěŋĺě ĺğćěśšŋőčő ĺ ŋăćőď£źĺě śőőąřăęěŋĺ£.

Ďńĺŋă ŕřőľďěŋŋőčő ŕşšĺ ŋě ąőńĳÿě ćěńĺůĺŋż ňăłśĺňăńĳŋőľ śłőřőśšĺ ďćĺęěŋĺ£, şňŋőęěŋŋőľ ŋă ćřěň£ ďćĺęěŋĺ£.

İšő ťĺğĺůěśłĺ őůěćĺďŋőě şšćěřęďěŋĺě ć ňăšěňăšĺůěśłőň őťőřňńěŋĺĺ śőśšăćń£ěš śőďěřęăŋĺě őůěŋĳ şŕőšřěąĺšěńĳŋőľ ĺ šěţŋĺůěśłĺ ŕőńěğŋőľ šěőřěňż ő łőŋěůŋżţ ŕřĺřăźěŋĺ£ţ.

Ŕřĺřăźěŋĺě ťşŋłűĺĺ ĺ ďĺťťěřěŋűĺăń, ŕěřěňěźěŋĺě ĺ ňčŋőćěŋŋă£ śłőřőśšĳ ŕő śăňőňş śňżśńş ¡šĺţ ŕőŋ£šĺľ ĺğćěśšŋżň őąřăğőň ść£ğăŋż ć ňăńőň (ďń£ ąěśłőŋěůŋő ňăńżţ ŕřĺřăźěŋĺľ ăřčşňěŋšă ĺńĺ ĺŋšěřćăńőć ćřěňěŋĺ). Šěőřěňă ő łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ čőćőřĺš ő šőň, łăł ¡šĺ őąžěłšż ść£ğăŋż ć ąőńĳÿőň (ŕřĺ łőŋěůŋżţ, ă ŋě ąěśłőŋěůŋő ňăńżţ ĺğňěŋěŋĺ£ţ ăřčşňěŋšă).

Őďĺŋ ŕřĺňěř šăłőľ šěőřěňż ćăň şęě ĺğćěśšěŋ.

Šěőřěňă Ńăčřăŋęă (ő śřěďŋěň). Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ f ∈ C([a; b]; R) ďĺť-

ťěřěŋűĺřşěňă ŋă ŕřőňěęşšłě ]a; b[, šő ŋăľďěšś£ šăłă£ šőůłă ∈]a; b[, ůšő f(b) − f(a) = f^′()(b − a) (1)

İšă šěőřěňă ŋěňěďńěŋŋő őąőąźăěšś£ ŋă ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋżě ťşŋłűĺĺ f : D → R, ğăďăŋŋżě ć őąńăśš£ţ ń¿ąőčő ŕřőśšřăŋśšćă (ŋăŕřĺňěř Rm), ă ŋě šőńĳłő ć R.

Őąőąźěŋŋă£ šěőřěňă Ńăčřăŋęă (ő śřěďŋěň). Ěśńĺ šőůłĺ x; x + h

ńěęăš ć őąńăśšĺ D ćňěśšě ś śőěďĺŋ£¿źĺň ĺţ őšřěğłőň [x; x + h], ă ťşŋłűĺ£ f : D → R ŋěŕřěřżćŋă ŋă ŋěň ĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć ěčő ćŋşšřěŋŋĺţ šőůłăţ, šő ŋăľďěšś£ šőůłă = x + „h, 0 < „ < 1 ¡šőčő őšřěğłă, šăłă£, ůšő

f(x + h) − f(x) = f^′()h (2)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ł ťşŋłűĺĺ ’(t) = f(x + th) ŋă őšřěğłě [0; 1] ŕřĺňěŋĺšĳ łńăśśĺůěśłş¿ šěőřěňş Ńăčřăŋęă.

Şŕřăęŋěŋĺě. Ďń£ ťşŋłűĺĺ f : R^m → R ďăľšě řăğćěřŋşšş¿ łőőřďĺŋăšŋş¿ ğăŕĺśĳ ťőřňşńż (2).

Ŕřőśšěľÿĺě ŕřĺňěřż őšőąřăęěŋĺľ f : R → R^2 ŕőłăğżćă¿š, őďŋăłő, ůšő ďń£ ćěłšőřŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ šěőřěňă ő śřěďŋěň, ćőőąźě čőćőř£, ŋěćěřŋă.

Ŕřĺňěř. Řăćŋőňěřŋőě ďćĺęěŋĺě ŕő ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ğăďăěšś£ ğăłőŋőň z = e^{it} (ć łőňŕńěłśŋőľ ğăŕĺśĺ) ĺńĺ ŕăřőľ ťşŋłűĺľ x = cos t, y = sin t ć ćěźěśšćěŋŋőľ ťőřňě.

Ćěłšőř śłőřőśšĺ v = ie^{it} (ĺńĺ v = (− sin t; cos t)) łăśăšěńěŋ ł őłřşęŋőśšĺ ĺ ŕő ćěńĺůĺŋě ŕőśšő£ŋŋő řăćěŋ 1. Ć ňőňěŋšż t = 0 ĺ t = 2ı šőůłă ğăŋĺňăěš őďŋő ĺ šő ęě ŕőńőęěŋĺě ŋă őłřşęŋőśšĺ, śďěńăć őďĺŋ őąőřőš ğă ćřěň£ 2ı. Ğŋăůĺš łăłş¿ ąż šőůłş ∈ [0; 2ı] ŋĺ ćğ£šĳ, ďń£ řăśśňăšřĺćăěňőčő őšőąřăęěŋĺ£ f : R → R^2 ĺňěěň

0 = f(2ı) − f(0) ≠ f^′()2ı

Ćňěśšě ś šěň, őůěćĺďŋő, ůšő ćśě ęě ćěřŋă őűěŋłă

|f(b) − f(a)| ≤ L_{[a,b]} ≤ max_{ξ∈[a,b]} |f^′()||b − a|; (3)

čďě a ĺ b | ŕřőĺğćőńĳŋżě ňőňěŋšż ćřěňěŋĺ t, ă L_{[a,b]} | ďńĺŋă ďşčĺ, ŕřőľďěŋŋőľ ğă ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ ňěęďş ňőňěŋšăňĺ a ĺ b. Ğăďăůă.

1. Ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ convex E ňŋőęěśšćă E ⊂ R^m ŋăğżćăěšś£ ŋăĺňěŋĳÿěě ćżŕşłńőě ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő, śőďěřęăźěě E. Ŕőłăęĺšě, ůšő convex E śşźěśšćşěš ĺ ĺğőąřăğĺšě convex E ć śńşůăě, łőčďă E | ŕăřă šőůěł; šřĺ šőůłĺ; m šőůěł; őłřşęŋőśšĳ.

2. Ŕşśšĳ f : R → R^2 őšőąřăęěŋĺě ŕř£ňőľ ć őłřşęŋőśšĳ, őŕĺśăŋŋőě ć ŕřĺćěďěŋŋőň ćżÿě ŕřĺňěřě, ĺ ŕşśšĳ E = {f^′(t)|a ≤ t ≤ b} | ňŋőęěśšćő ćěłšőřőć śłőřőśšĺ ďćĺęěŋĺ£ ć ŕřőňěęşšłě [a; b]. Ŕőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ćěłšőř v ∈ convex E šăłőľ, ůšő

f(b) − f(a) = v(b − a) (4)

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ őšőąřăęěŋĺě f : R^m → R^n ĺńĺ ćőőąźě őšőąřăęěŋĺě f : D → Y , őŕřěďěńěŋŋőě ć őąńăśšĺ D łăłőčő-šő ćěłšőřŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X ć ďřşčőě šăłőě ŕřőśšřăŋśšćő Y . Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő f | ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ć D ĺ ůšő D ćňěśšě ś šőůłăňĺ a, b śőďěřęĺš ćěśĳ őšřěğőł I = [a; b]. Ŕřĺłĺŋěň łăł śřăćŋĺšĳ ďńĺŋş |I| = |b−a| őšřěğłă I ĺ ďńĺŋş L őąřăğă f(I) ¡šőčő őšřěğłă. Ěśńĺ x ∈ [a; b] ĺ –(x) | łő¡ťťĺűĺěŋš ńőłăńĳŋőčő (őłőńő x ) ĺğňěŋěŋĺ£ ďńĺŋ ňăńżţ ŕřőňěęşšłőć [x; x + ´x] ⊂ [a; b] ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ f (šőůŋěě –(x) = lim sup_{Δx→0}^{|Δf (x)|}_{|Δx|} ), šő,

£śŋő, ůšő L ≤ ( sup_{x∈[a,b]} –(x) ) |I| ĺ ďăęě L ≤ ∫ I –(x) dx, ěśńĺ ¡šőš ĺŋšěčřăń

őŕřěďěńěŋ. Ŕőśłőńĳłş |f(b) − f(a)| ≤ L, šő ňż ğăőďŋő ŕőńşůăěň őűěŋłş ŕřĺřăźěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ.

Ćśŕőňŋĺň šěŕěřĳ čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ŋőřňż ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ĺ ćőśŕőńĳğşěňś£ ĺň ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł őšőąřăęěŋĺ¿ f^′(x), łăśăšěńĳŋőňş ł f ć šőůłě x. Ŕőśłőńĳłş ćěńĺůĺŋă ‖f^′(x)‖ ňăęőřĺřşěš łő¡ťťĺűĺěŋš ńĺŋěľŋőčő řăśš£ęěŋĺ£ ŕő ń¿ąőňş ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ć šőůłě x, šő –(x) ≤ ‖f^′(x)‖ ĺ ğŋăůĺš, ŋăďő ŕőńăčăšĳ,

|f(b) − f(a)| ≤ L ≤ ∫ [a,b] ‖f^′(x)‖ dx ≤ sup_{x∈[a,b]} ‖f^′(x)‖|b − a|: (5)

Ğăďăůă.

1. Ŕşśšĳ J =^{∫ 1}_0 ’(t) dt | ĺŋšěčřăń őš ćěłšőřŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ ’ :

[0; 1] → Y ĺ ŕşśšĳ E = {’(t) ∈ Y |t ∈ [0; 1]}. Ŕőłăęĺšě, ůšő J ∈ convex E.

2. Ŕşśšĳ f ∈ C^{(1)}([a; b]; Y ). Ĺśŕőńĳğş£ ťőřňşńş Ŋĳ¿šőŋă-Ńěľąŋĺűă ĺ őűěŋłş ĺŋšěčřăńă, ŕőńşůĺšě şłăğăŋŋőě ŋěřăćěŋśšćő ňěęďş łřăľŋĺňĺ ůńěŋăňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ (5).

3. Ŕőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f ∈ C^{(1)}([a; b]; Y ), šő ŋăľďěšś£ ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě v ∈ convex{f^′(x)|x ∈ [a; b]} šăłőě, ůšő ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő (4).

2. Ťőřňşńĺřőćłă ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ.

Ŋăň ŋĺůěčő ŋě őśšăěšś£ łăł ŕőďćěśšĺ ĺšőč, š.ě. ŕřăćĺńĳŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ ĺ ťőřňăńĳŋő ďőłăğăšĳ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě. Šěőřěňă ő łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ.

Ŕşśšĳ f : D → Y | ďĺťťěřěŋűĺřşěňőě őšőąřăęěŋĺě, őŕřěďěńěŋŋőě ć őąńăśšĺ D ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Y (ŋăŕřĺňěř, R^m) śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŋőřňĺřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě Y (ŋăŕřĺňěř, R^n).

Ěśńĺ őšřěğőł [x; x + h] śőďěřęĺšś£ ć D, šő

|f(x + h) − f(x)| ≤ sup_{0≤θ≤1} ‖f^′(x + „h)‖|h| (6)

Ŋőřňă łăęďőčő ĺğ şůăśšćş¿źĺţ ć ¡šőľ ťőřňşńě őąžěłšőć h, f(x + h) − f(x), f^′(x + „h) řăğşňěěšś£, ąěřěšś£ ć šőň ŕřőśšřăŋśšćě X, Y , L(X; Y ) śőőšćěšśšćěŋŋő, łőšőřőňş őŋ ŕřĺŋăďńěęĺš.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ, ďń£ łřăšłőśšĺ, M = sup_{0≤θ≤1} ‖f^′(x + „h)‖. Ňż ţőšĺň ŕőłăğăšĳ, ůšő

|f(x + h) − f(x)| ≤ M|h| (7)

Ŕřőśšă£, ĺśŕőńĳğş¿źă£ šőńĳłő ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă ĺ śćőľśšćő őšřěğłă, ćżłńăďłă

|f(x_3) − f(x_1)| ≤ |f(x_3) − f(x_2)| + |f(x_2) − f(x_1)| ≤ ≤ M|x_3 − x_2| + M|x_2 − x_1| = M(|x_3 − x_2| + |x_2 − x_1|) = = M|x_3 − x_1|

ŕőłăğżćăěš, ůšő ěśńĺ ŋă ůăśš£ţ [x_1; x_2], [x_2; x_3] őšřěğłă [x_1; x_3] śŕřăćěďńĺćă őűěŋłă ćĺďă (7), šő őŋă śŕřăćěďńĺćă ĺ ŋă őšřěğłě [x_1; x_3].

Ğŋăůĺš, ěśńĺ őűěŋłă (7) ŋěćěřŋă ďń£ őšřěğłă [x; x + h], šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ďěńěŋĺěň ěčő ŕőŕőńăň ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śš£- čĺćă¿źĺţś£ ł ŋěłőšőřőľ šőůłě x_0 ∈ [x; x+h] őšřěğłőć [a_k; b_k] ⊂ [x; x+h], ŋă łăęďőň ĺğ łőšőřżţ (7) ŋăřşÿěŋő. Ŕőśłőńĳłş x_0 ∈ [a_k; b_k], šő, řăśśňőšřěć őšřěğłĺ [a_k; x_0], [x_0; b_k], ŕő šěň ęě śőőąřăęěŋĺ£ň ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŋăÿńăśĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őšřěğłőć ćĺďă [x_0; x_0 + h_k] ⊂ [x; x + h], čďě h_k → 0 ŕřĺ k → ∞, ŋă łőšőřżţ

|f(x_0 + h_k) − f(x_0)| > M|h_k| (8)

Ěśńĺ (7) ďőłăğăšĳ ś ğăňěŋőľ M ŋă M+", čďě " | ń¿ąőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő, šő ŕřĺ " → 0 ćśě řăćŋő ŕőńşůĺšś£ (7), ŕő¡šőňş (8) šőęě ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă |f(x_0 + h_k) − f(x_0)| > (M + ")|h_k| (8^′)

ĺ šěŕěřĳ ŕőłăğăšĳ, ůšő ¡šő ŋěśőćňěśšĺňő ś ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ¿ f ć šőůłě x_0.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

|f(x_0 +h_k)−f(x_0)| = |f^′(x_0)h_k +o(h_k)| ≤ ‖f^′(x_0)‖|h_k|+o(|h_k|) ≤ (M +")|h_k|

ŕřĺ h_k → 0.

Ğăďăůă.

Ŕőłăęĺšě, ůšő ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłě ňŋőęěśšćă {f^′(x + „h)|0 ≤ „ ≤ 1} ⊂ L(X; Y ) ŋăľďěšś£ ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě v, ďń£ łőšőřőčő śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő f(x + h) − f(x) = vh ćĺďă (4).

Ğăďăůă.

1. Ŕşśšĳ f | ťşŋłűĺ£, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ£ň šěőřěňż ő łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ, ă L ∈ L(X; Y ). Ŕőłăęĺšě, ůšő

|f(x + h) − f(x) − Lh| ≤ sup_{0≤θ≤1} ‖f^′(x + „h) − L‖|h| (9)

2. Ŕőłăęĺšě, ůšő čńăďłă£ ŋă ćżŕşłńőň łőňŕăłšě K ťşŋłűĺ£, şďőćńěšćőř£ěš ŋă ŋěň şśńőćĺ¿ Ńĺŕÿĺűă:

∃M ∈ R ∀x_1; x_2 ∈ K (|f(x_1) − f(x_2)| ≤ M|x_1 − x_2|):

3. Ŕřĺňěřż ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ šěőřěňż ő łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ.

a. Şśńőćĺ£ ŕőśšő£ŋśšćă ťşŋłűĺĺ ć őąńăśšĺ.

Şšćěřęďěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ ŕőśšő£ŋŋă ć őąńăśšĺ šőčďă ĺ šőńĳłő

šőčďă, łőčďă ěě ďĺťťěřěŋűĺăń ŋşńěćőľ ć ń¿ąőľ šőůłě ¡šőľ őąńăśšĺ.

Ŋěšřĺćĺăńĳŋő šőńĳłő śőőšŋőÿěŋĺě f^′ ≡ 0 =⇒ f ≡ const. Ďőłăęěň ěčő. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő őąńăśšĳ D ⊂ X ć ŕřőśšřăŋśšćě X | ¡šő őšłřżšőě ĺ ść£ğŋőě ňŋőęěśšćő. Ććĺďş őšłřżšőśšĺ őąńăśšĳ ćňěśšě ś ń¿ąőľ śćőěľ šőůłőľ x śőďěřęĺš ĺ ŋěłőšőřş¿ ÿăřőćş¿ őłřěśšŋőśšĳ šőůłĺ x. Ŕřĺňěŋ££ ŋěřăćěŋśšćő (6), şśšăŋăćńĺćăěň ŕőśšő£ŋśšćő f ć ÿăřőćőľ őłřěśšŋőśšĺ x. Őśšăńőśĳ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ść£ğŋőśšĳ¿ D, ůšőąż şąěďĺšĳś£, ůšő f(x_0) = f(x_1) ďń£ ń¿ąż šőůěł x_0; x_1 ∈ D. Ććĺďş ść£ğŋőśšĺ D ĺğ x_0 ć x_1 ňőęŋő ŕřőľšĺ ŕő ŋěłőšőřőňş ŕşšĺ ‚ ⊂ D, łőšőřżľ, ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ňőęŋő ďăęě śůĺšăšĳ łőŋěůŋőğćěŋŋőľ ńőňăŋőľ (Ŕřőćěřĳšě!). Ŋă łăęďőň ğćěŋě ¡šőľ ńőňăŋőľ, ć śĺńş šěőřěňż ő łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ (6), ťşŋłűĺ£ ŕőśšő£ŋŋă. Ğŋăůĺš, ďěľśšćĺšěńĳŋő, f(x_0) = f(x_1).

Ğăňěůăŋĺě. Ŋă ŕăřě őąńăśšěľ ¡šĺ łőŋśšăŋšż ňőčşš ążšĳ řăğńĺůŋżňĺ: f|_{D1} ≡ c_1, f|_{D2} ≡ c_2.

Ğăďăůă.

1. Ůăśšŋă£ ŕřőĺğćőďŋă£^{∂f}_{∂y} čńăďłőľ ťşŋłűĺĺ f : D → R, ğăďăŋŋőľ ć őąńăśšĺ D ⊂ R^2 ŕńőśłőśšĺ ŕěřěňěŋŋżţ (x; y), šőęďěśšćěŋŋő řăćŋă ŋşń¿ ć D. Ćěřŋő ńĺ, ůšő f ŋě ğăćĺśĺš őš y ć ¡šőľ őąńăśšĺ?

2. Őŕĺÿĺšě őąńăśšĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ, ďń£ łőšőřżţ ¡šő ćěřŋő.

b. Ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĺ ťşŋłűĺĺ ć šěřňĺŋăţ ěě ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ.

Ĺğćěśšŋő, ůšő ŋăńĺůĺě ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ ş ťşŋłűĺĺ ć šőůłě ŋě ćńěůěš ŋě šőńĳłő ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĺ, ŋő ďăęě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ ć ¡šőľ šőůłě. Ŋă ¡šőň ťőŋě ćăęŋő ĺ ŕőńěğŋő śńěďş¿źěě Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ťşŋłűĺĺ śşźěśšćş¿š

ć őłřěśšŋőśšĺ ŋěłőšőřőľ šőůłĺ ĺ ŋěŕřěřżćŋż ć śăňőľ ¡šőľ šőůłě, šő ťşŋłűĺ£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć ¡šőľ šőůłě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőćěďěň ďń£ ťşŋłűĺĺ ŕăřż ŕěřěňěŋŋżţ. Łăł ąşďěš ćĺďŋő, űěŋőľ ąőńěě čřőňőğďłĺţ ćżřăęěŋĺľ ěčő ňőęŋő ŕőćšőřĺšĳ ĺ ć őąźěň śńşůăě.

Ŕřőćěřĺň, ůšő ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŕřěšěŋďěŋš ŋă ďĺťťěřěŋűĺăń | ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£^{∂f}_{∂x1} (x^1; x^2)h^1+^{∂f}_{∂x2} (x^1; x^2)h^2, ďěľśšćĺšěńĳŋő ĺň £ćń£- ěšś£:

|f(x^1 + h^1; x^2 + h^2) − f(x^1; x^2) − @f @x^1

(x^1; x^2)h^1 − @f @x^2

(x^1; x^2)h^2| ≤

≤ |f(x^1 + h^1; x^2 + h^2) − f(x^1; x^2 + h^2) − @f @x^1

(x^1; x^2)h^1| +

+ |f(x^1; x^2 + h^2) − f(x^1; x^2) − @f @x^2

(x^1; x^2)h^2| ≤

≤ sup_{0≤θ1≤1} ‖ @f @x^1

(x^1 + „_1h^1; x^2 + h^2) − @f @x^1

(x^1; x^2)‖|h^1| +

+ sup_{0≤θ2≤1} ‖ @f @x^2

(x^1; x^2 + „_2h^2) − @f @x^2

(x^1; x^2)‖|h^2|:

Şůĺšżćă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ ć šőůłě (x^1; x^2) ĺ šő, ůšő ěśńĺ h = (h^1; h^2), šő |h^1| ≤ |h|, |h^2| ≤ |h|, šěŕěřĳ ğăłń¿ůăěň, ůšő ŋăůăńĳŋżľ ůńěŋ ¡šőľ űěŕőůłĺ ŋěřăćěŋśšć ěśšĳ o(|h|) ŕřĺ h → 0.

Ğăňěůăŋĺě. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ňż ďćăęďż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěőřěňőľ ő łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ ć ťőřňě (9). Śăňő ŋěřăćěŋśšćő (9) śćőďĺšś£ ł (6), ěśńĺ ŕěřěľšĺ ł ťşŋłűĺĺ ˘(t) = f(x + th) − Lth ŋă őšřěğłě [0,1].

Ďőłăğăŋŋőě şšćěřęďěŋĺě ĺňěěš ŕőńěğŋőě ŕř£ňőě

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ťşŋłűĺĺ ŋěŕřěřżćŋż ć ŋě-

łőšőřőľ őąńăśšĺ, šő śăňă ťşŋłűĺ£ ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć ¡šőľ őąńăśšĺ (š.ě. ťşŋłűĺ£ f^′(x) őŕřěďěńěŋă ĺ ŋěŕřěřżćŋă ć ń¿ąőľ šőůłě ¡šőľ őąńăśšĺ).

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕřőćěřĳšě ŋěŕřěřżćŋőśšĳ f^′.

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ łńăśśş C^{(1)} (ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ ťşŋłűĺľ) řăćŋőśĺńĳŋă ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ ěě ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ łńăśśş C (ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ).

Ńěłűĺ£ 7.

Ŕřőĺğćőďŋżě ćżśÿěčő ŕőř£ďłă. Ťőřňşńă Šěľńőřă. İłśšřěňşňż ťşŋłűĺľ.

1. Ćżśÿĺě ŕřőĺğćőďŋżě (ŕőř£ďłă ćżÿě ŕěřćőčő)

a. Śňěÿăŋŋżě ŕřőĺğćőďŋżě

Ŕşśšĳ f(x; y) = xy^3 − sin(x^2 + y). Ćżůĺśńĺň ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě: ∂f ∂x = y^3 − 2x cos(x^2 + y),^{∂f}_{∂y} = 3xy^2 − cos(x^2 + y). Őŋĺ šőęě £ćń£¿šś£ ťşŋłűĺ£ňĺ ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Ŋăľďěň ĺţ ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě @ @x ( @f @x ) = @^2f @x^2

= −2 cos(x^2 + y) + 4x^2 sin(x^2 + y); @ @y ( @f @x ) = @^2f @y@x

= 3y^2 + 2x sin(x^2 + y); @ @x ( @f @y ) = @^2f @x@y

= 3y^2 + 2x sin(x^2 + y); @ @y ( @f @y ) = @^2f @y^2

= 6xy + sin(x^2 + y):

Ćĺďĺň, ůšő ć śňěÿăŋŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ řěğşńĳšăš ŕőńşůĺńś£ őďĺŋ ĺ šőš ęě. Ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś, śńşůăľŋő ńĺ śőćŕăďěŋĺě, ĺńĺ ćśěčďă^{∂2f}_{∂x∂y} = ∂2f ∂y∂x ?

b. Ďĺťťěřěŋűĺăńż ćżśÿěčő ŕőř£ďłă Ćśŕőňŋĺň, ůšő ěśńĺ f : X → Y | ďĺťťěřěŋűĺřşěňőě őšőąřăęěŋĺě, šő ěčő ŕřőĺğćőďŋőě őšőąřăęěŋĺě f^′ : X → Y^′ śőŕőśšăćń£ńő łăęďőľ šőůłě x ∈ X šőůłş şęě ŋě ć ŕřőśšřăŋśšćě Y , ă ć ŕřőśšřăŋśšćě Y^′ = L(X; Y ) ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ, ŕřĺůěň f^′(x) | ďĺťťěřěŋűĺăń ťşŋłűĺĺ f ć šőůłě x. (Śůĺšă£ X ĺ Y ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ňż ŕőğćőńĺńĺ śěąě őšőęďěśšćńěŋĺě T_xX ∼ X, T_yY ∼ Y ĺ L(T_xX; T_yY ) ∼ L(X; Y ).)

Őšŋőśĺšěńĳŋő őšőąřăęěŋĺ£ f^′ : X → Y^′ šőęě ňőęŋő ŕőśšăćĺšĳ ćőŕřőś ő ěčő ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĺ. Ěśńĺ őŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňő, šő ěčő ŕřőĺğćőďŋőě őšőąřăęěŋĺě (f^′)^′ : X → Y^{′′} ŋăğżćă¿š ćšőřżň ŕřőĺğćőďŋżň őšőąřăęěŋĺěň, ćšőřőľ ŕřőĺğćőďŋőľ ĺńĺ ćšőřżň ďĺťťěřěŋűĺăńőň ĺśţőďŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ f ĺ őąőğŋăůă¿š f^{′′} ĺńĺ d^2f.

Ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŕőńşůăěšś£ őŕřěďěńěŋĺě ŕřőĺğćőďŋőľ ĺńĺ ďĺťťěřěŋűĺăńă ń¿ąőčő ŕőř£ďłă n ∈ N, őąőğŋăůăěňőčő f^{(n)} ĺńĺ d^nf.

Šăłĺň őąřăğőň, ŕěřěţőď őš ŕřőśšřăŋśšćă ăřčşňěŋšőć ł ŕřőśšřăŋśšćş ğŋăůěŋĺľ řăśśňăšřĺćăěňżţ ťşŋłűĺľ śńěďş¿źĺľ:

X Y L(X; Y ) L(X; L(X; Y )) : : : x x x f(x)

f^′(x)h

(f^{′′}(x)h_1)h_2 f^′(x)

f^{′′}(x)h_1 f^{′′}(x) h h_2 h_1

- - - œ œ œ : : : : : : : : : : : :

Ğŋăůĺš, ŕőďőąŋő šőňş, łăł f^′(x)h | ťşŋłűĺ£, ńĺŋěľŋă£ ŕő h ∈ T_xX ∼ X, śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć T_yY ∼ Y , ťşŋłűĺ£ (f^{′′}(x)h_1)h_2 =: f^{′′}(x)(h_1; h_2), łăł ćĺďŋő, ńĺŋěľŋă ĺ ŕő h_1, ĺ ŕő h_2, š.ě. ąĺńĺŋěľŋă, ĺ, ćőőąźě, f^{(n)}(x)(h_1; : : : ; h_n) | n-ńĺŋěľŋă£ ťőřňă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě T_xX ∼ X śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě T_{y=f (x)}Y ∼ Y .

c. Ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ťőřňşńż.

Şůĺšżćă£, ůšő

f^′(x)h = D_hf(x) = lim_{t→0} 1 t (f(x + th) − f(x)) ∈ Y;

ŕőłăęěň, ůšő f^{(n)}(x)(h_1; : : : ; h_n) = D_{h1} : : : D_{hn} f(x)

Śďěńăěň ŕřőćěřłş ŕřĺ n = 2:

f^{′′}(x)(h_1; h_2) := f^{′′}(x)(h_1; h_2) = (D_{h1} f^′(x))h_2 = lim_{t→0} 1 t (f^′(x + th) − f^′(x))h_2 =

= lim_{t→0} 1 t (f^′(x + th_1)h_2 − f^′(x)h_2) =

= lim_{t→0} 1 t (D_{h2} f(x + th_1) − D_{h2} f(x)) = D_{h1} D_{h2} f(x):

Ğăňěůăŋĺě. Ć śŕăřĺćăŋĺĺ (x; x^∗) = x^∗(x) ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ x^∗ ĺ ěě ăřčşňěŋšă x łăęďş¿ ĺğ ćěńĺůĺŋ x ĺ x^∗ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ďřşčőľ. Ěśńĺ ŋă ďěľśšćĺě h_2 śňőšřěšĳ ś ¡šőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£, šő, şůĺšżćă£ ŕěřěśšăŋőćőůŋőśšĳ ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ((L ∘ ’)^′ = L ∘ ’^′), ňőęŋő ążńő ąż, ňĺŋş£ ŕřěďěńĳŋżě ŕěřěţőďż, śřăğş ŋăŕĺśăšĳ őšćěš.

d. Śĺňňěšřĺůŋőśšĳ ćżśÿĺţ ďĺťťěřěŋűĺăńőć. Řăćěŋśšćő Dh_1 Dh_2 f(x) = Dh_2 Dh_1 f(x)

Ŕőďőąŋő ćğăĺňőőšŋőÿěŋĺ¿ D_hf(x) ĺ f^′(x), ćěńĺůĺŋă D_{h1} D_{h2} f(x) ňőęěš śşźěśšćőćăšĳ ĺ ążšĳ ćżůĺśńěŋă ďăęě ěśńĺ f^{′′}(x) ć šőůłě x ŋě śşźěśšćşěš.

Ćőğćřăźă£śĳ ł ŕřĺňěřş řăćěŋśšćă śňěÿăŋŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ, ś łőšőřőčő ňż ŋăůăńĺ ńěłűĺ¿, ŕőłăęěň, ůšő ŕřĺ şśńőćĺĺ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ćěńĺůĺŋ D_{h1} D_{h2} f(x), D_{h2} D_{h1} f(x) ć ŋěłőšőřőľ šőůłě x, őŋĺ śőćŕăďă¿š ć ¡šőľ šőůłě.

Ŋăŕőňŋĺň őąőğŋăůěŋĺě

´f(x)h := f(x + h) − f(x) | ŕěřćă£ řăğŋőśšĳ.

Šőčďă

´^2f(x)(h_1; h_2) := ´(´f(x)(h_1))(h_2) = ´(f(x + h_1) − f(x))h_2 = = f(x + h_1 + h_2) − f(x + h_2) − f(x + h_1) + f(x) | ćšőřă£ řăğŋőśšĳ.

Ćšőřă£ řăğŋőśšĳ, őůěćĺďŋő, śĺňňěšřĺůŋă őšŋőśĺšěńĳŋő h_1, h_2. Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ Dh_2 Dh_1 f(x) ŋěŕřěřżćŋă ć šőůłě x ∈ X,

šő śŕřăćěďńĺćő śőőšŋőÿěŋĺě

D_{h2} D_{h1} f(x) = lim_{t→0} 1 t^2

´^2f(x)(th_1; th_2):

Ŕőśłőńĳłş ćšőřă£ řăğŋőśšĳ śĺňňěšřĺůŋă, šő őšś¿ďă ŕőńşůăěšś£

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ťşŋłűĺĺ Dh_1 Dh_2 f(x), Dh_2 Dh_1 f(x) ŋěŕřěřżćŋż ć šőůłě x ∈ X, šő őŋĺ śőćŕăďă¿š ć ¡šőľ šőůłě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăęěň şšćěřęďěŋĺě. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő Dλhf(x) = –D_hf(x). Őűěŋĺň |´^2f(x)(th_1; th_2) − D_{t2h2} D_{t1h1} f(x)|. Ěśńĺ ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ t_1 = t_2 = t → 0 ¡šő ćěńĺůĺŋă o(t^2), šő şšćěřęďěŋĺě ąşďěš ďőłăğăŋő.

Ĺśŕőńĳğşěň (ďćăęďż) šěőřěňş ő łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ. Śŋăůăńă ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł ťşŋłűĺĺ

˘(t) = f(x + th_1 + t_2h_2) − f(x + th_1) − D_{t2h2} D_{th1} f(x)

ŋă őšřěğłě ś łőŋűăňĺ 0, t_1:

|f(x + t_1h_1 + t_2h_2) − f(x + t_1h_1) − f(x + t_2h_2) + f(x) − t_1t_2D_{h2} D_{h1} f(x)| ≤ sup 0<Θ1<1 ‖D_{h1} f(x + ^_1h_1 + t_2h_2) − D_{h1} (f(x + ^_1h_1)) − t_2D_{h2} D_{h1} f(x)‖|t_1|:

Ă šěŕěřĳ, ŕřőďőńęă£ ćżłńăďłş, ěźě řăğ, ŋő ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł ťşŋł- űĺĺ ¯(t) = D_{h1} f(x + „_1h_1 + th_2) − tD_{h2} D_{h1} f(x) ŋă őšřěğłě ś łőŋűăňĺ 0, t_2: sup 0<θ2<1 ‖D_{h1} f(x + „_1h_1 + t_2h_2) − D_{h1} (f(x + „_1h_1)) − t_2D_{h2} D_{h1} f(x)‖|t_1| ≤

≤ sup_{0<θ1<1} sup_{0<θ2<1} ‖D_{h2} D_{h1} f(x + „_1h_1 + „_2h_2) − D_{h2} D_{h1} f(x)‖|t_1||t_2| :

Ććĺďş ŕřěďŕőńőęěŋŋőľ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ D_{h2} D_{h1} f(x) ć šőůłě x, ŕřĺ t_1 → 0, t_2 → 0 ŕőśńěďŋěě ćżřăęěŋĺě ěśšĳ ćěńĺůĺŋă o(t_1t_2). Ŕőńăčă£ t_1 = t_2 = t, ŕőńşůĺň šő, ůšő śőąĺřăńĺśĳ ďőłăğăšĳ. Ğăďăůă:

1. Ěśńĺ f^{′′}(x) śşźěśšćşěš, šő f^{′′}(x)(h_1; h_2) = f^{′′}(x)(h_2; h_1) , š.ě. f^{′′}(x) | śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă. Şłăğăŋĺě. Ěśńĺ śşźěśšćşěš f^{′′}(x) , šő

f^{′′}(x)(h_1; h_2) = lim_{t→0}

´^2f(x)(th_1; th_2) t^2 : 2. Ŕşśšĳ X = R^m ĺ ćśě ŕřőĺğćőďŋżě D_{ei} D_{ej} f(x) ŋěŕřěřżćŋż (^{∂2f}_{∂xi∂xj} ŋěŕřěřżćŋż). Šőčďă śşźěśšćşěš ćšőřőľ ďĺťťěřěŋűĺăń f^{′′}(x), ĺ őŋ ŋěŕřěřżćěŋ.

Şłăğăŋĺě. Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ | ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĺ.

Ğăňěůăŋĺě. f^{′′} : X → L(X; L(X; Y )) ĺ ğŋăůĺš (f^{′′}ŋěŕřěřżćŋă) ⇐⇒ (x_2 → x_1 ⇒ ‖f^{′′}(x_2) − f^{′′}(x_1)‖_{L(X,L(X,Y ))} → 0)

Śćőľśšćă ćżśÿĺţ ŕřőĺğćőďŋżţ ńěčłő şśšăŋăćńĺćă¿šś£ ŕő ăŋăńőčĺĺ śő śćőľśšćăňĺ f^{′′}(x) . Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš f^{(k)}(x), šő

D_{hk} · : : : · D_{h1} f(x) = D_{hσ(k)} · : : : · D_{hσ(1)} f(x) ďń£ ń¿ąőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ ff.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ěśńĺ ş ťşŋłűĺĺ f śşźěśšćşěš ŋěŕřěřżćŋă£ k-£ ŕřőĺğ-

ćőďŋă£, šő čőćőř£š, ůšő f k-řăğ ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňă (őąőğŋăůěŋĺě f ∈ C^{(k)}).

Ć ůăśšŋőśšĺ, f ∈ C^{(k)}(R^m; Y ) ⇐⇒

@^kf @x^{ik} · · · @x^{i1}

= @_{i1...ik} f ∈ C(R^m; Y ) Şłăğăŋĺě: śň. ŕşŋłš 2) ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżÿě ğăďăůĺ. Őšňěšĺň ěźě, ůšő ŕřĺŋ£šő śńěďş¿źěě őąőğŋăůěŋĺě: f^{(k)}(x)h^k := f^{(k)}(x)(h; : : : ; h):

2. Ťőřňşńă Šěľńőřă.

Ććěďěŋŋżě őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ őąőğŋăůěŋĺ£ ŕőğćőń£¿š őśňżśńěŋŋő ŋăŕĺśăšĳ (ă ŋĺęě ĺ ďőłăğăšĳ) ťőřňşńş Šěľńőřă.

f(x + h) = f(x) + 1 1! f^′(x) · h + : : : + 1 (n − 1)!

f^{(n−1)}(x)h^{n−1} + r_n(x; h); (∗)

čďě r_n(x; h) = 1 (n − 1)!

∫_1 0 f^{(n)}(x + th)h^n(1 − t)^{n−1}dt;

ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł ťşŋłűĺ£ň, ďěľśšćş¿źĺň ć ń¿ąőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (ă ŋě šőńĳłő ć R).

a. Ůăśšŋżě śńşůăĺ.

Řăśśňőšřĺň ůăśšŋżľ śńşůăľ f : X → R . Ŕşśšĳ [x; x + h] ⊂ X ĺ ’(t) = f(x + th). Ěśńĺ f ∈ C^{(n)}(X; R), šő ’ ∈ C^{(n)}([0; 1]; R).

Ł ťşŋłűĺĺ ’ ňőęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ łńăśśĺůěśłş¿ ťőřňşńş Šěľńőřă:

’(1) = ’(0)+ 1 1! ’^′(0)+: : :+ 1 (n − 1)!

’^{(n−1)}(0)+ 1 (n − 1)!

∫_1 0 ’^{(n)}(t)(1−t)^{n−1}dt :

Ŕőďśšăćĺň ćżřăęěŋĺě ’ ůěřěğ f. Ŕőńşůĺň:

f(x + h) = = f(x) +^1_{1!} f^′(x)h + : : : +^1_{(n−1)!} f^{(n−1)}(x)h^{n−1}+ +^1_{(n−1)!}^{∫ 1}_0 f^{(n)}(x + th)h^n(1 − t)^{n−1}dt :

Šăłĺň őąřăğőň ďń£ śńşůă£ f : X → R ťőřňşńă Šěľńőřă ďőłăğăŋă. İłćĺćăńěŋšŋă£ ğăŕĺśĳ:

f(x + h) = = (D^0_h +^1_{1!} D^1_h + : : : +^1_{(n−1)!} D_h^{n−1}f(x) +^1_{(n−1)!}^{∫ 1}_0 (D_h)^nf(x + th)(1 − t)^{n−1}dt :

İšă ğăŕĺśĳ, łăł ĺ śăňă ťőřňşńă Šěľńőřă, łőŋěůŋő, ĺňěěš śňżśń ŋě šőńĳłő ć řăśśňőšřěŋŋőň ůăśšŋőň śńşůăě.

Ŕřĺňěř: f ∈ C^{(n)}(R^m; R).

Őŕěřăšőř ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ć ¡šőň śńşůăě ĺňěěš ćĺď:

D_hf(x) = ( h^1 @f @x^1

+ · · · + h^m @ @x^m ) f(x):

Ěśńĺ őŋ ŕřĺňěŋ£ěšś£ k řăğ, šő

D^k_hf(x) = ( h^1 @ @x^1

+ : : : + h^m @ @x^m )k f(x)

Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ťőřňşńă Šěľńőřă ĺňěěš ćĺď:

f(x^1 + h^1; : : : ; x^m + h^m) = = f(x^1; : : : ; x^m) +^1_{1!}^(h^{1 ∂}_{∂x1} + : : : + h^{m ∂}_{∂xm}^) f(x^1; : : : ; x^m) + : : :

Ćśŕőňŋĺň łőňŕăłšŋş¿ ğăŕĺśĳ őŕěřăšőřă ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£:

D_hf(x) = @f @x^1

(x)h^1 + : : : + @f @x^m

(x)h^m ≡ @f @x^i

(x)h^i ≡ @_if(x)h^i

(Śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő i őš 1 ďő m.)

Šőčďă D_h(D_hf)(x) = @_j@_if(x)h^ih^j ĺ ćőőąźě D^k_h(f(x)) = = @_{i1...ik} f(x)h^{i1} : : : h^{ik} ĺ ťőřňşńă Šěľńőřă ŕřĺőąřěšăěš ćĺď

f(x^1 + h^1; : : : ; x^m + h^m) = f(x) +^1_{1!} @_if(x)h^i + : : : + +^1_{(m−1)!} @_{i1...im}�_1 f(x)h^{i1} : : : h^{im}�^1 + +^1_{(n−1)!}^{∫ 1}_0 @_{i1...in} f(x + th)h^{in} : : : h^{in} (1 − t)^{n−1} dt:

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŋăŕĺÿĺšě ć řăğćěřŋşšőň ćĺďě ćżřăęěŋĺě^1_{2!} @ijf(x)h^ih^j ďń£ śńşůă£ ťşŋłűĺľ őš őďŋőľ, ďćşţ ĺ šřěţ ŕěřěňěŋŋżţ.

b. Őąźă£ ťőřňşńă Šěľńőřă (f : X → Y ).

Şŕřăęŋěŋĺě: Ŕşśšĳ X | ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, X^∗ | śőŕř£ęěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (š.ě. ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă X ). Ŕşśšĳ x_1 ∈ X, x_2 ∈ X. Šőčďă (x_1 = x_2) ⇐⇒ (∀x^∗ ∈ X^∗ (x^∗(x_1) = x^∗(x_2))).

Ďőłăęĺšě ¡šő ďń£ śńşůă£, łőčďă X | łőŋěůŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ćěřŋěňś£ ł ťőřňşńě Šěľńőřă (∗). Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ńĺŋěľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ĺ ďőłăęěň, ůšő ěě ğŋăůěŋĺ£ ŋă ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśš£ţ ťőřňşńż Šěľńőřă śőćŕăďă¿š. (Šőčďă, łăł śńěďşěš ĺğ şŕřăęŋěŋĺ£, ŕřăćă£ ĺ ńěćă£ ůăśšĺ ťőřňşńż Šěľńőřă řăćŋż.)

Ŕşśšĳ L | ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£.

Ł ůĺśńőćőľ ťşŋłűĺĺ L ∘ f ŕřĺňěŋĺňă şęě ďőłăğăŋŋă£ ťőřňşńă Šěľńőřă:

(L ∘ f)(x + h) = (L ∘ f)(x) +^1_{1!} (L ∘ f)^′(x) · h + : : : + +^1_{(n−1)!} (L ∘ f)^{(n−1)}(x)h^{n−1} +^1_{(n−1)!}^{∫ 1}_0 (L ∘ f)^{(n)}(x + th)h^n(1 − t)^{n−1}dt

Š.ł. L łőňňşšĺřşěš ĺ ś őŕěřăšőřőň ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ((L∘f)^′ = L∘f^′) ĺ ś ĺŋšěčřăńőň, šő, ćżŋőś£ L, ĺğ ¡šőľ ťőřňşńż ŕőńşůăěň:

L ∘ (f(x + h)) = = L^[f(x) +^1_{1!} f^′(x) · h + : : : +^1_{(n−1)!} f^{(n−1)}(x)h^{n−1}+ +^1_{(n−1)!}^{∫ 1}_0 f^{(n)}(x + th)h^n(1 − t)^{n−1}dt^]

Ĺšăł, ďń£ ťşŋłűĺľ łńăśśă C^{(k)} ťőřňşńă Šěľńőřă ŕőńŋőśšĳ¿ ďőłăğăŋă.

c. Řăğńĺůŋżě ťőřňż őśšăšőůŋőčő ůńěŋă ć ťőřňşńě Šěľńőřă.

1. Ĺŋšěčřăńĳŋă£ ťőřňă: (f ∈ C^{(n)}(X))

r_n(x; h) = 1 (n − 1)!

∫_1 0 f^{(n)}(x + th)h^n(1 − t)^{n−1}dt

2. Ěśńĺ f : X → R, šő, ŕřĺňěŋ££ šěőřěňş ő śřěďŋěň, ŕőńşůĺň ťőřňş Ńăčřăŋęă: r_n(x; h) = 1 n! f^{(n)}(x + ^h)h^n

3. Ťőřňă Ŕěăŋő. Ŕřĺ h → 0 ĺňěěň f^{(n)}(x + th)h^n ≈ (f^{(n)}(x) + o(1))h^n.

Šőčďă r_n(x; h) =^1_{n!} f^{(n)}(x)h^n + o(|h|^n). Ğăďăůă:

1. Ěśńĺ f(0) = 0; : : : ; f^{(n)}(0) = 0, šő f(x) = o(|x|^n) (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ŋşńĺ ć ŕřăćżţ ůăśš£ţ | řăğŋżě).

2. Ďőłăğăšĳ ťőřňşńş Šěľńőřă ś őśšăšőůŋżň ůńěŋőň ć ťőřňě Ŕěăŋő, ŕřĺ ěďĺŋśšćěŋŋőň şśńőćĺĺ, ůšő śşźěśšćşěš f^{(n)}(x).

Ğăďăůă. (Ńěňňă Ăďăňăřă). Ďőłăęĺšě śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£: 1. Ŕşśšĳ f ∈ C^1(R), ă f(0) = 0. Šőčďă f(x) = g(x)x , čďě g ∈ C(R) ĺ g(0) = f^′(0).

2. Ŕşśšĳ f ∈ C^1(R^m; R) ĺ f(0) = 0 . Šőčďă f(x^1; : : : ; x^m) =^{∑m}_{i=1} g_i(x)x^i, čďě g_i | ŋěŕřěřżćŋż ĺ g_i(0) =^{∂f}_{∂xi} (0).

3. Ěśńĺ f ∈ C^n(R), šő šőčďă f(x) = f(0) + : : : +^1_{(n−1)!} f^{(n−1)}(0)x^{n−1} + g(x)x^n, čďě g | ŋěŕřěřżćŋă ĺ g(0) =^1_{n!} f^{(0)}(0).

4. Łăł ćżčń£ďĺš 3), ěśńĺ f ∈ C^n(R^m; R) ?

3. İłśšřěňşňż ťşŋłűĺľ.

Ŋăŕőňŋĺň őŕřěďěńěŋĺě.x0 | ńőłăńĳŋżľ ňĺŋĺňşň ťşŋłűĺĺ, šőůŋěě,

šőůłă ńőłăńĳŋőčő ňĺŋĺňşňă ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ , ěśńĺ ć ń¿- ąőľ šőůłě x ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ x_0 f(x) ≥ f(x_0).

x_0 | ńőłăńĳŋżľ ňăłśĺňşň ťşŋłűĺĺ, ěśńĺ f(x) ≤ f(x_0). Šăłĺě šőůłĺ ŋăğżćă¿š ńőłăńĳŋżňĺ ¡łśšřěňşňăňĺ ťşŋłűĺĺ. Ěśńĺ ŋěřăćěŋśšćă śšřőčĺě, šő x_0 | šőůłă śšřőčő ńőłăńĳŋőčő ¡łśšřěňşňă.

Ńěňňă Ťěřňă. Ěśńĺ x | ćŋşšřěŋŋ££ šőůłă U(x) ĺ ťşŋłűĺ£ f : U(x) → R ĺňěěš ¡łśšřěňşň ć x , šő ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă h, ďń£ łőšőřőčő śşźěśšćşěš D_hf(x), ćżŕőńŋěŋő D_hf(x) = 0 . Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš f^′(x) , šő f^′(x) = 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺň ’(t) = f(x + th) ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő h. Ěśńĺ x | ćŋşšřěŋŋ££ šőůłă U(x), šő ŕřĺ −‹ < t < ‹ ĺňěěň: x + th ∈ U(x). Ŕő łńăśśĺůěśłőľ ńěňňě Ťěřňă ’^′(0) = 0. Ŋő ’^′(0) ≡ D_hf(x) = 0 .

Ńěňňă Ťěřňă ďăěš ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě ¡łśšřěňşňă, ŋő őŋő, ćőőąźě čőćőř£, ŋě ďőśšăšőůŋőě. Ťőřňşńă Šěľńőřă ďăěš ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě ŋăńĺůĺ£ ĺńĺ őšśşšśšćĺ£ ¡łśšřěňşňă:

Şšćěřęďěŋĺě: Ŕşśšĳ x | ćŋşšřěŋŋ££ šőůłă U(x), ă ťşŋłűĺ£ f : U(x) → R šăłőćă ůšő f^′(x) = 0 ĺ śşźěśšćşěš f^{′′}(x). Šőčďă: Ěśńĺ inf_{|h|=1} f^{′′}(x)h^2 > c > 0 , šő x | šőůłă śšřőčő ńőłăńĳŋőčő ňĺŋĺňşňă.

Ěśńĺ sup_{|h|=1} f^{′′}(x)h^2 < c < 0 , šő x | šőůłă śšřőčő ńőłăńĳŋőčő ňăłśĺňşňă.

Ěśńĺ śşźěśšćş¿š h_− ĺ h_+ šăłĺě, ůšő f^{′′}(x)h_− < 0, ă f^{′′}(x)h_+ > 0 , šő ¡łśšřěňşňă ć x ŋěš.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă ŕřĺ h → 0

f(x + h) − f(x) = 1 2 f^{′′}(x)h^2 + o(|h|^2) = ( 1 2 f^{′′}(x)( h |h| )^2 + o(1))|h|^2

İšő ďőłăğżćăěš ŕěřćżě ďćă ŕşŋłšă. Šřěšĺľ ŕőńşůăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő:

f(x + th_±) − f(x) = 1 2 f^{′′}(x)(th_±)^2 + o(|th|^2) = ( 1 2 f^{′′}(x)h_± + o(1))t^2;

čďě t | ůĺśńőćőľ ŕăřăňěšř ĺ t → 0.

Ğăňěůăŋĺě. Ďń£ ťşŋłűĺľ, őŕřěďěńěŋŋżţ ć őąńăśš£ţ ŕřőśšřăŋśšćă R^m, ŕřőćěř£šĳ şłăğăŋŋżě śćőľśšćă f^{′′}(x)h^2 ŋă śťěřě |h| = 1 ňőęŋő, ĺśŕőńĳğş£ łřĺšěřĺľ Śĺńĳćěśšřă ŕőńőęĺšěńĳŋőľ (őšřĺűăšěńĳŋőľ) őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ťőřňż f^{′′}(x)h = @_{ij}f(x)h^ih^j. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ťőřňă ŕőńőęĺšěńĳŋő (őšřĺűăšěńĳŋő) őŕřěďěńěŋă, šő łăł ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă łőňŕăłšě ťşŋłűĺ£ (ă śťěřă ć R^m | łőňŕăłš) őŋă ĺňěěš ŕőńőęĺšěńĳŋżľ (őšřĺűăšěńĳŋżľ) ňĺŋĺňşň (ňăłśĺňşň) ŋă śťěřě |h| = 1.

Ğăďăůĺ:

1. Ğăďăůă Č¿ľčěŋśă.

Ňěęďş şŕřşčĺňĺ ÿăřăňĺ ś ňăśśăňĺ m ĺ M ŋăďő ŕőśšăćĺšĳ n šăłĺţ ŕřőňěęşšőůŋżţ ňăśś, ůšőąż ŕřĺ śőşďăřěŋĺĺ ŕěřěďăšĳ őš ąőńĳÿőčő ÿăřă ňăńěŋĳłőňş ŋăĺąőńĳÿş¿ ¡ŋěřčĺ¿.

2. Ŕřĺŋűĺŕ ŋăĺňěŋĳÿĺţ łćăďřăšőć. Ťşŋłűĺ£ f ćżůĺśń£ěšś£ ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋő | ćżůĺśńěŋż ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ć ŋěłőšőřżţ šőůłăţ x_1; : : : ; x_n: f(x_i) = y_i. Ŋăľšĺ ŋăĺńşůÿş¿ ńĺŋěľŋş¿ ăŕŕřőłśĺňăűĺ¿ ťşŋłűĺĺ y = f(x) ≈ ax + b, šőůŋěě, ńĺŋěľŋş¿ ¡ňŕĺřĺůěśłş¿ ťőřňşńş, ŋăĺńşůÿĺň őąřăğőň őšćěůă¿źş¿ řěğşńĳšăšăň ¡łśŕěřĺňěŋšă.

Ŋěőąţőďĺňő ŋăľšĺ ňĺŋĺňşň ´(a; b) =^{∑n}_{k=1} ‹^2_k , čďě ‹_k = (ax_k+b)−y_k

3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ťşŋłűĺ£ f(x; y) = (y −x^2)(y −3x^2) ŋě ĺňěěš ¡łśšřěňşňă ć šőůłě (0,0), ţőš£ ĺňěěš ěčő ŋă ń¿ąőľ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ¡šş šőůłş.