Šěőřěňă ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ

Ĺšěřăűĺőŋŋżě ňěšőďż řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ. Śęĺňă¿źĺě őšőąřăęěŋĺ£. Ŕřĺŋűĺŕ ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłĺ. Šěőřěňă ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ.

1. Ŕőśšăŋőćłă ćőŕřőśă.

Śőőšŋőÿěŋĺě F (x, y) = 0 şłăğżćăěš ŋă őŕřěďěńěŋŋş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ ňěęďş ŕěřěňěŋŋżňĺ x ĺ y. Őďŋăłő, ć őšńĺůĺě, ŋăŕřĺňěř, őš £ćŋőľ ťőřňż ťşŋłűĺőŋăńĳŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ y = f(x), ć ťőřňě F (x, y) = 0 ¡šă ğăćĺśĺňőśšĳ, łăł čőćőř£š, ğăďăŋă ŋě£ćŋő.

Ŕřĺ łăłĺţ şśńőćĺ£ţ şřăćŋěŋĺě F (x, y) = 0 řăğřěÿĺňő őšŋőśĺšěńĳŋő őďŋőľ ĺğ ŕěřěňěŋŋżţ, ŕşśšĳ ¡šő ąşďěš y, łăł ŋăľšĺ £ćŋş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ y = f(x) ĺ łăłĺňĺ śćőľśšćăňĺ, łřőňě őůěćĺďŋőčő F (x, f(x)) = 0, őąńăďăěš ¡šă ŋě£ćŋő ğăďăŋŋă£ ťşŋłűĺ£ y = f(x) | ćőš ćőŕřőśż, ŋă łőšőřżě ć őŕřěďěńěŋŋőľ śšěŕěŋĺ őšćěůăěš šěőřěňă ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Śńşůăľ ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ax + by + c = 0 (čďě x ∈ R^m, y ∈ R^n,

c ∈ R^n, ă ňăšřĺűż a, b ĺňě¿š řăğňěřż n × m ĺ n × n śőőšćěšśšćěŋŋő)

ŕőďřőąŋő řăśśňăšřĺćăńś£ ć ăńčěąřě ĺ ŋăň ĺğćěśšŋő, ůšő ěśńĺ b őąřăšĺňă (š.ě. ěśńĺ śşźěśšćşěš b�^1), šő ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě řăćŋőśĺńĳŋő £ćŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ y = −b�^1(ax + c).

Şęě ŕřőśšěľÿěě ŋěńĺŋěľŋőě śőőšŋőÿěŋĺě x^2 + y^2 − 1 = 0, ğăďă¿źěě őłřşęŋőśšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ R^2, ŕőłăğżćăěš ś łăłĺňĺ ŋőćżňĺ ćőŕřőśăňĺ ŕřĺďěšś£ śšőńłŋşšĳś£. řěÿĺšĳ ¡šő şřăćŋěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő y, łőŋěůŋő, ňőęŋő, y = ± √ 1 − x^2 ŕřĺ |x| ≤ 1. Őďŋăłő, őďŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ x ≠ ±1 őšćěůă¿š ďćă ğŋăůěŋĺ£ y. Ěśńĺ śůĺšăšĳ, ůšő ćżąőř ń¿ąőčő ĺğ ŋĺţ ć ŋăÿěľ ćńăśšĺ, šő, ćżąĺřă£ ŕřőĺğćőńĳŋő šő őďŋő, šő ďřşčőě, ĺğ ŋĺţ ňőęŋő śőğďăšĳ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řăğńĺůŋżţ ťşŋłűĺľ y = f(x) łőšőřżě ąşďşš şďőćńěšćőř£šĳ ĺśţőďŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿ F (x, y) = x^2 + y^2 − 1 = 0. Ŕő- ¡šőňş ŋăÿě şřăćŋěŋĺě F (x, y) = 0 ć űěńőň ŋě řăćŋőśĺńĳŋő ŋĺłăłőňş ťşŋłűĺőŋăńĳŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿ y = f(x).

Őďŋăłő, ěśńĺ ŕőśňőšřěšĳ ŋă şůăśšőł őłřşęŋőśšĺ ć ŋěąőńĳÿőľ őłřěśšŋőśšĺ łăłőľ-ŋĺąşďĳ ěě šőůłĺ (ŕőśňőšřěšĳ ůěřěğ ŋěąőńĳÿőě őłőÿłő, śň. řĺś. 1), šő ć ŕřěďěńăţ őłőÿłă łřĺćă£, ğăďăŋŋă£ şřăćŋěŋĺěň F (x, y) = 0, őůěćĺďŋő £ćń£ěšś£ čřăťĺłőň ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺĺ y = f(x) (ěśńĺ ňż ŋě őłőńő šőůěł (±1, 0)) ĺńĺ ťşŋłűĺĺ x = x(y) (ěśńĺ ňż ŋě ć őłřěśšŋőśšĺ šőůěł (0, ±1)).

Řĺś. 1.

Ĺšăł, ňőęŋő (ěśńĺ ŋě śłăğăšĳ, ŋşęŋő) řăśśňăšřĺćăšĳ ğăďăůş řăğřěÿĺňőśšĺ ńőłăńĳŋő.

Őš ůěčő ğăćĺśĺš, łőčďă şřăćŋěŋĺě F (x, y) = 0 őłőńő šőůłĺ (x_0, y_0), čďě F (x_0, y_0) = 0, řăğřěÿĺňő őšŋőśĺšěńĳŋő šőľ ĺńĺ ĺŋőľ ĺğ ŕěřěňěŋŋżţ x, y? Śůĺšă£ F ďĺťťěřěŋűĺřşěňőľ ťşŋłűĺěľ ĺ şůĺšżćă£, ůšő

F (x, y) = F (x, y) − F (x_0, y_0) = = F 0_x(x_0, y_0)(x − x_0) + F 0_y(x_0, y_0)(y − y_0) + o(|x − x_0| + |y − y_0|),

ć ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ (x_0, y_0), ğăňěŋĺň şřăćŋěŋĺě F (x, y) = 0 ŕőůšĺ řăćŋőśĺńĳŋżň ěňş şřăćŋěŋĺěň

F 0_x(x_0, y_0)(x − x_0) + F 0_y(x_0, y_0)(y − y_0) = 0

ğăďă¿źĺň łăśăšěńĳŋş¿ ł ŋăÿěľ łřĺćőľ ć ¡šőľ šőůłě. Ěśńĺ śşźěśšćşěš ≍ F 0_y(x_0, y_0)^≡ �1 , šő ŕőśńěďŋěě şřăćŋěŋĺě řăğřěÿĺňő őšŋőśĺšěńĳŋő y, ă ěśńĺ śşźěśšćşěš ĺ (F 0_x(x_0, y_0))�^1, šő ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő x. Ŕőśłőńĳłş łřĺćă£ ĺ łăśăšěńĳŋă£ ąńĺğłĺ őłőńő šőůłĺ łăśăŋĺ£, ňőęŋő őęĺďăšĳ (ĺ ¡šĺ őęĺďăŋĺ£ őŕřăćďżćă¿šś£), ůšő, ŋăŕřĺňěř, şśńőćĺě śşźěśšćőćăŋĺ£ (F 0_y)�^1 ąşďěš ďőśšăšőůŋżň ŕřĺğŋăłőň šőčő, ůšő śőőšŋőÿěŋĺě F (x, y) = 0 ć őłřěśšŋőśšĺ řăśśňăšřĺćăěňőľ šőůłĺ řăćŋőśĺńĳŋő ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺőŋăńĳŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ y = f(x), š.ě. ć ŕřěďěńăţ ňăńőčő őłőÿłă łřĺćă£ F (x, y) = 0 £ćń£ěšś£ čřăťĺłőň ťşŋłűĺĺ y = f(x).

Ćőš, śőąśšćěŋŋő, ĺ ćśě łń¿ůěćżě ŋăąń¿ďěŋĺ£ šőľ, šěň ŋě ňěŋěě, ćěśĳňă şŕőšřěąĺšěńĳŋőľ šěőřěňż, ł łőšőřőľ ňż ŕěřěţőďĺň. Şůĺšżćă£ ěě řăğŋőőąřăğŋżě ŕřĺńőęěŋĺ£, ňż ďăďĺň ďőśšăšőůŋő řăğćěřŋşšőě (śěŕăřĺřőćăŋŋőě) ěě ďőłăğăšěńĳśšćő, ć łőšőřőň ąşďěš ćĺďŋă ăŋăšőňĺ£ ğăćĺśĺňőśšĺ śćőľśšć ťşŋłűĺĺ f őš śćőľśšć ĺśţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ F .

2. Ŋěłőšőřżě ğăňěůăŋĺ£ ő ůĺśńěŋŋżţ ňěšőďăţ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ.

Ťĺłśĺřőćăć ć śőőšŋőÿěŋĺĺ F (x, y) = 0 őďŋş ĺğ ŕěřěňěŋŋżţ, ňż ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčőľ, ŕő¡šőňş śŋăůăńă ŕőńěğŋő ćőőąźě ŋăşůĺšĳś£ řěÿăšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0.

a) Ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš śćőľśšć ťşŋłűĺĺ f ŕřěďńăčă¿šś£ ĺ śŕőśőąż řěÿěŋĺ£.

Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ f | ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋă, ŋěŕřěřżćŋă ĺ ŋă łőŋűăţ őšřěğłă [a, b] ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě řăğŋżţ ğŋăłőć, šő, ňż ğŋăěň, ůšő ŋă ¡šőň őšřěğłě ěśšĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďĺŋ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0 ĺ ěčő ňőęŋő ĺśłăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ďěńěŋĺěň őšřěğłă. Řăğďěńĺć őšřěğőł ŕőŕőńăň, ňż ńĺąő ŕőŕăďăěň ć łőřěŋĳ, ńĺąő ŋăţőďĺň ćďćőě ňěŋĳÿĺľ őšřěğőł, ŋă łőŋűăţ łőšőřőčő ťşŋłűĺ£ ĺňěěš ğŋăůěŋĺ£ řăğŋżţ ğŋăłőć. Ŕřőďőńęă£ ŕřőűěśś ďěńěŋĺ£, ŕőńşůĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (łőŋűőć őšřěğłőć), łőšőřă£ śţőďĺšś£ ł łőřŋ¿ şřăćŋěŋĺ£ (ďőłăęĺšě!).

b) Ěśńĺ f | čńăďłă£ ćżŕşłńă£ ťşŋłűĺ£, šő śńěďş£ Ŋĳ¿šőŋş, ňőęŋő ŕřěďńőęĺšĳ ğŋăůĺšěńĳŋő ąőńěě ¡ťťěłšĺćŋżľ ć śňżśńě śłőřőśšĺ śţőďĺňőśšĺ ăńčőřĺšň őšżśłăŋĺ£ ěďĺŋśšćěŋŋőčő ć ¡šőň śńşůăě łőřŋ£ (śň. řĺś. 2).

Řĺś. 2.

Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺńĺ ňěšőď łăśăšěńĳŋżţ śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň. Śšřőĺň łăśăšěńĳŋş¿ ć šőůłě x_0, ŋăţőďĺň šőůłş x_1, ěě ŕěřěśěůěŋĺ£ ś őśĳ¿ ăąśűĺśś ĺ, ŕőćšőř££ ŕřőűěśś, ŕőńşůăěň řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň

x_{n+1} = x_n − (f0(x_n))�^1f(x_n) (1)

ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ šőůěł ążśšřő śţőď£źş¿ś£ ł łőřŋ¿. (Őűěŋĺšě śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ. Ŕőńşůĺšě śőőšŋőÿěŋĺě x_{n+1} =^1_2 (x_n + a/x_n), ŕőğćőń£¿źěě ĺśłăšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋżľ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ x^2 − a = 0, a > 0.

Ŋăľďĺšě √ 2 ŕő ¡šőľ ťőřňşńě ś ŋşęŋőľ ćăň šőůŋőśšĳ¿ ĺ ŕřőśńěďĺšě śłőńĳłő ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ğŋăłőć ŕő£ćń£ěšś£ ŋă łăęďőň ÿăčş).

c) Śőőšŋőÿěŋĺě (1) ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě

x_{n+1} = g(x_n) (2)

čďě g(x) = x−(f0(x))�^1f(x). Šěň śăňżň őšżśłăŋĺě łőřŋ£ şřăćŋěŋĺ£ f(x) śćőďĺšś£ ł őšżśłăŋĺ¿ ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłĺ őšőąřăęěŋĺ£ g, š.ě. šăłőľ šőůłĺ, ůšő x = g(x) (3)

İšă řěďşłűĺ£ őšŋőśĺšś£ ŋě šőńĳłő ł ňěšőďş Ŋĳ¿šőŋă. Ć śăňőň ďěńě, şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 řăćŋőśĺńĳŋő şřăćŋěŋĺ¿ λf(x) = 0, (ěśńĺ śşźěśšćşěš λ�^1), ă ŕőśńěďŋěě řăćŋőśĺńĳŋő şřăćŋěŋĺ¿ x = x + λf(x). Ŕőńăčă£ g(x) = x + λf(x) (ğďěśĳ λ ňőęěš ążšĳ ĺ ŕěřěňěŋŋőľ ćěńĺůĺŋőľ), ŕřĺţőďĺň ł şřăćŋěŋĺ¿ (3).

Ŕřőűěśś řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (3), š.ě. őšżśłăŋĺ£ ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłĺ őšőąřăęěŋĺ£ g ć śőőšćěšśšćĺĺ ś řěłşřřěŋšŋőľ ťőřňşńőľ (2), łőčďă ŋăľďěŋŋőě ŋă ŕřěďżďşźěň ÿăčě ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ śšăŋőćĺšś£ ěě ăřčşňěŋšőň ŋă śńěďş¿źěň ÿăčě, ŋăğżćăěšś£ ĺšěřăűĺőŋŋżň ŕřőűěśśőň ĺńĺ ňěšőďőň ĺšěřăűĺľ. İšőš űĺłńĺůěśłĺľ ŕřőűěśś şďőąěŋ ďń£ řěăńĺğăűĺĺ ŋă łőňŕĳ¿šěřě.

Čěőňěšřĺůěśłă£ ěčő ĺńń¿śšřăűĺ£ ŕřĺćěďěŋă ŋă řĺśşŋłăţ 3 ĺ 4.

Řĺś. 3. Řĺś. 4. Řĺś. 5.

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ čřăťĺł ťşŋłűĺĺ g ĺďěš ŕőłřşůě, ůěň šő, ůšő ĺğőąřăęěŋő ŋă řĺśşŋłăţ 3 ĺ 4, šő łăřšĺŋă ňőęěš ĺğňěŋĺšĳś£, łăł ŕőłăğżćăěš ŋăŕřĺňěř, řĺś. 5.

Ěśńĺ ęě ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś (2) ćěďěšś£ ć őąńăśšĺ, čďě |g0(x)| ≤ q < 1, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_0, x_1 = g(x_0), x_2 = g(x_1) = g^2(x_0), . . . , x_{n+1} = g(x_n) = g^n(x_0), . . .

ćśěčďă őłăğżćăěšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ (ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Łőÿĺ). Ć śăňőň ďěńě, ŕřĺňěŋ££ šěőřěňş ő łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ, ĺňěěň |x_{n+1} − x_n| ≤ q|x_n − x_n�_1| ≤ . . . ≤ q^n|x_1 − x_0|, (4) őšłşďă, ŕřĺňěŋ££ ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă, ŋăţőďĺň |x_{n+m} − x_n| ≤ |x_n − x_{n+1}| + · · · + |x_{n+m}�_1 − x_{n+m}| ≤ ≤ (q^n + · · · + q^{n+m}�^1)|x_1 − x_0| ≤^{qn}_1�_q |x_1 − x_0| (5)

Ŕőńěğŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő ŕřĺ m → ∞ ĺğ ŕőśńěďŋěčő ŋěřăćěŋśšćă ŕőńşůăěň őűěŋłş |x − x_n| ≤ q^n 1 − q |x_1 − x_0| (6)

şłńőŋěŋĺ£ x_n őš ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłĺ x.

3. Ŕřĺŋűĺŕ ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłĺ.

Ŕőśńěďŋĺě řăśśşęďěŋĺ£ (őšŋőś£źĺěś£ ł ťőřňşńăň (3)-(6)), őůěćĺďŋő, ňőęŋő ŕőćšőřĺšĳ ć ń¿ąőň ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě, ć łőšőřőň ďěľśšćşěš łřĺšěřĺľ Łőÿĺ, š.ě. čďě ń¿ąă£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ £ćń£ěšś£ śţőď£źěľś£. šăłĺě ňěšřĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćă- ¿šś£ ŕőńŋżňĺ ňěšřĺůěśłĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ. ŋăŕřĺňěř R | ŕőńŋőě ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śšăŋďăřšŋőňş řăśśšő£ŋĺ¿ d(x0, x00) = |x0 − x00| ňěęďş šőůłăňĺ x0, x00 ∈ R. Őšřěğőł I = {x ∈ R : |x| ≤ 1} | šăłęě ŕőńŋőě ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ ňěšřĺłĺ. Ă ěśńĺ ĺğ R ĺńĺ ĺğ I şďăńĺšĳ šőůłş, šő ŕőńşůěŋŋőě ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, őůěćĺďŋő, ŋě ąşďěš ŕőńŋżň.

Ğăďăůă. 1. Ŕřőćěřĳšě ŕőńŋőšş ŕřőśšřăŋśšć R^n, C , C^n . 2. Ŕőłăęĺšě, ůšő ğăňłŋşšżľ ÿăř B(a, r) = {x ∈ X : d(a, x) ≤ r} řăďĺşśă r ś űěŋšřőň a ∈ X ć ŕőńŋőň ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (X, d) śăň £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň ňěšřĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň őšŋőśĺšěńĳŋő ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ćńőęěŋĺěň B ⊂ X ňěšřĺłĺ d.

Ďăďĺň ěźě śńěďş¿źěě őŕřěďěńěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě g : X → Y őďŋőčő ňěšřĺůěśłőčő ŕřő-

śšřăŋśšćă (X, d_X ) ć ďřşčőě (Y, d_Y ) ŋăğżćăěšś£ śęĺňă¿źĺň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ůĺśńő q ∈ [0, 1) šăłőě, ůšő ďń£ ń¿ążţ ďćşţ šőůěł x0, x00 ∈ X, d_Y (g(x0), g(x00)) ≤ d(x0, x00) Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£ g : R → R šăłőćă, ůšő ćś¿ďş |g0(x)| ≤ q < 1, šő ŕő šěőřěňě ć łőŋěůŋőň ŕřĺřăźěŋĺĺ |g(x0) − g(x00)| ≤ q|x0 − x00| ĺ g őśşźěśšćń£ěš śęĺňă¿źěě őšőąřăęěŋĺě. İšő ęě ňőęŋő śłăğăšĳ ĺ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ďĺťťěřěŋűĺřşěňőňş őšőąřăęěŋĺ¿ g : B → Y , ćżŕşłńőčő ŕőďňŋőęěśšćă B ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X (ŋăŕřĺňěř, ÿăřă B ⊂ R^n) ć ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Y , ěśńĺ ‖g0(x)‖ ≤ q ć ń¿ąőľ šőůłě x ∈ B.

Šěŕěřĳ ňż ňőęěň śťőřňşńĺřőćăšĳ śńěďş¿źĺľ ŕřĺŋűĺŕ ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłĺ.

Śęĺňă¿źěě őšőąřăęěŋĺě g : X → X ŕőńŋőčő ňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć śěąě ĺňěěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋş¿ ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş x.

İšă šőůłă ňőęěš ążšĳ ŋăľďěŋă ĺšěřăűĺőŋŋżň ŕřőűěśśőň x_{n+1} = g(x_n), ŋăůĺŋă£ ś ń¿ąőľ šőůłĺ x_0 ∈ X.

Śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ĺ őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ďă- ¿šś£ ŋěřăćěŋśšćőň d(x, x_n) ≤ q^n 1 − q d(x_1, x_0). (6’)

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ążńő ďăŋő ćżÿě ŕřĺ ćżćőďě ťőřňşń (4)-(6), čďě šěŕěřĳ ćňěśšő ‖x0 − x00‖ ćś¿ďş ŋăďő ŕĺśăšĳ d(x0, x00).

Ůšőąż őűěŋĺšĳ ŕőńĳğş ĺ ňăśÿšăą ďěľśšćĺ£ śďěńăŋŋőčő őąőąźěŋĺ£ řăśśňőšřĺň śńěďş¿źĺľ ćăęŋżľ ŕřĺňěř.

Ĺňěěšś£ ťşŋłűĺ£ y = y(x), şďőćńěšćőř£¿źă£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ y0 = f(x, y) ĺ ŋăůăńĳŋőňş şśńőćĺ¿ y(x_0) = y_0.

Ŕőńĳğş£śĳ ťőřňşńőľ Ŋĳ¿šőŋă-Ńěľąŋĺűă, ŕěřěŕĺÿěň ğăďăůş ć ćĺďě śńěďş¿źěčő ĺŋšěčřăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěĺğćěśšŋőľ ťşŋłűĺĺ y(x): y(x) = y_0 + Z x x0 f(t, y(t))dt. (7) Śŕřăćă śšőĺš ŋěłőšőřőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě g, łőšőřőě ďěńăěšś£ ŋăď ťşŋłűĺěľ y(x) ĺ ňż ĺźěň ŋěŕőďćĺęŋş¿ "šőůłş" | ťşŋłűĺ¿ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ g.

Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, f(x, y) = y, x_0 = 0, ă y_0 = y(t). Šőčďă řěůĳ ĺďěš ő řěÿěŋĺĺ şřăćŋěŋĺ£ y0 = y ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň y(0) = 1, ă (7) ŕřĺŋĺňăěš ćĺď y(x) = 1 + Z x 0 y(t)dt. (8) Ŕřőćěďěň ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś, ŋăůĺŋă£, ŕőńőęĺň, ś ťşŋłűĺĺ y_0(x) ≡ 0. Ŕřĺ ¡šőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕőńşůăěň

y_1(x) ≡ 1,

y_2(x) = 1 + Z x 0 y_1(t)dt = 1 + x,

y_3(x) = 1 + Z x 0 y_2(t)dt = 1 + Z x 0 (1 + t)dt = 1 + x + 1 2 x^2, . . y_n(x) = 1 + 1 1! x + . . . + 1 n! x^n, . . Ćĺďŋő, ůšő ňż ĺďěň ł ťşŋłűĺĺ e^x = 1 +^1_{1!} x + . . . +^1_{n!} x^n + . . .. Ğăďăůă. Ŕőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ‖f(x, y_1) − f(x, y_2)‖ ≤ M‖y_1 − y_2‖, šő ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ x_0 ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ŕřĺňěŋĺň ĺ ć śńşůăě őąźěčő şřăćŋěŋĺ£ (7).

Ĺňěŋŋő šăł Ŕĺłăř (Emile Picard , 1856-1941) ĺśłăń řěÿěŋĺě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ y0(x) = f(x, y(x)), ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň y(x_0) = y_0, łăł ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ (7).

Ąăŋăţ (Banach, 1982-1945) śťőřňşńĺřőćăń ŕřĺŋűĺŕ ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłĺ ć ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżÿě ăąśšřăłšŋőľ ťőřňě, ć łőšőřőľ őŋ ůăśšő ŋăğżćăěšś£ ŕřĺŋűĺŕőň Ąăŋăţă ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłĺ, ĺńĺ ŕřĺŋűĺŕőň Ŕĺłăřă- Ąăŋăţă. Ĺśšőłĺ ěčő, őďŋăłő, łăł ňż ćĺďěńĺ, ňőęŋő ść£ğżćăšĳ ś Ŋĳ¿šőŋőň.

4. Ťőřňşńĺřőćłă ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő ŋě- £ćŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Ćěřŋěňś£ šěŕěřĳ ł őśŋőćŋőňş őąžěłšş ŋăÿěčő řăśśňőšřěŋĺ£ ĺ ŕőłăęěň, ůšő śŕřăćěďńĺćă śńěďş¿źă£ šěőřěňă ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ X, Y, Z | ŋőřňĺřőćăŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă (ŋăŕřĺňěř,

R^m, R^n, R^n ĺńĺ, ďăęě, R, R, R ), ŕřĺůěň Y | ŕőńŋőě ŕřőśšřăŋśšćő

őšŋőśĺšěńĳŋő ňěšřĺłĺ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ŋőřňőľ.

Ŕşśšĳ F : W → Z | őšőąřăęěŋĺě, őŕřěďěńěŋŋőě ć őłřěśšŋőśšĺ W šőůłĺ (x_0, y_0) ∈ X × Y , ŋěŕřěřżćŋőě ć (x_0, y_0) ćňěśšě ś ůăśšŋőľ ŕřőĺğćőďŋőľ F 0_y(x, y), łőšőřă£ ŕřěďŕőńăčăěšś£ śşźěśšćş¿źěľ ć W .

Ěśńĺ F (x_0, y_0) = 0 ĺ ŕřĺ ¡šőň śşźěśšćşěš (F 0_y(x_0, y_0))�^1 (ĺ ‖(F 0_y(x_0, y_0))�^1‖ < ∞), šő ŋăľďşšś£ őłřěśšŋőśšĳ U = U(x_0) šőůłĺ x_0 ć X, őłřěśšŋőśšĳ V = V (x_0) šőůłĺ y_0 ć Y ĺ šăłă£ ťşŋłűĺ£ f : U → V , ŋěŕřěřżćŋă£ ć x_0, ůšő U × V ⊂ W ĺ (F (x, y) = 0 ć U × V ) ⇐⇒ (y = f(x), x ∈ U) (9) Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ĺ ďń£ śőłřăźěŋĺ£ ğăŕĺśĺ ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő (x_0, y_0) = (0, 0), ůěčő ćśěčďă ňőęŋő ďőąĺšĳś£ ŕěřěľď£ ł ŋőćżň ŕěřěňěŋŋżň x − x_0 ĺ y − y_0.

Ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň x ąşďěň řěÿăšĳ şřăćŋěŋĺě F (x, y) = 0 őšŋőśĺšěńĳŋő y. Řěÿěŋĺě ąşďěň ĺśłăšĳ łăł ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş őšőąřăęěŋĺ£

g_x(y) = y − (F 0_y(0, 0))�^1F (x, y) (10)

| ¡šő şŕřőźěŋŋżľ ćăřĺăŋš ťőřňşńż Ŋĳ¿šőŋă (1), łőčďă łő¡ťťĺűĺěŋš λ (śň. ăąğăű ŕőśńě ťőřňşńż (3)) ŕőśšő£ŋěŋ. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ćĺďŋő, ůšő F (x, y) = 0 ⇔ g_x(y) = y.

Őšőąřăęěŋĺě (10) £ćń£ěšś£ śęĺňă¿źĺň, ěśńĺ x ĺ y ąńĺğłĺ ł 0 ć X ĺ Y . Ć śăňőň ďěńě dg_x dy (y) = E − (F 0_y(0, 0))�^1F 0_y(x, y) (11)

Ğďěśĳ E | šőęďěśšćěŋŋőě (ěďĺŋĺůŋőě) őšőąřăęěŋĺě, ă ŕőśłőńĳłş F 0_y(x, y) ŋěŕřěřżćŋő ć šőůłě (0,0), šő ŋăľďěšś£ ůĺśńő ´ ∈ R šăłőě, ůšő ŕřĺ ‖x‖ < ´ ĺ ‖y‖ <´ ‖ dg_x dy ‖ < 1 2 . (12)

Ğăňěšĺň, ŋăłőŋěű, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň ε ∈]0, ´[ ŋăľďěšś£ δ ∈]0, ´[ šăłőě, ůšő ěśńĺ ‖x‖ < δ, šő őšőąřăęěŋĺě g_x ŕěřěćőďĺš őšřěğőł (ÿăřĺł) ‖x‖ ≤ ε ć śěą£.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćěďĳ F (0, 0) = 0, ğŋăůĺš, ć śĺńş (10), ĺ g_0(0) = 0. Ććĺďş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ F ć šőůłě (0,0) ĺğ (10) śńěďşěš, ůšő ŋăľďěšś£ ůĺśńő δ ∈]0, ´[ šăłőě, ůšő ‖g_x(0)‖ <^1_2 ε ŕřĺ ‖x‖ < δ.

Ĺšăł, ŕřĺ ‖x‖ < δ őšőąřăęěŋĺě g_x : B(ε) → Y őšřěğłă (ÿăřă) B(ε) = {y ∈ Y ‖‖y‖ ≤ ε} śňěźăěš ěčő űěŋšř ŋě ąőńěě, ůěň ŋă^1_2 ε ŕřĺ ¡šőň, ć śĺńş (12), śęĺňă£ B(ε) ŕő łřăľŋěľ ňěřě ćďćőě. Ğŋăůĺš, g_x(B(ε)) ⊂ B(ε) ŕřĺ ‖x‖ < δ. Ŕő şśńőćĺ£ Y | ŕőńŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ŕő¡šőňş ĺ B(ε) ⊂ Y šőęě ŕőńŋőě ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő (őšŋőśĺšěńĳŋő ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ňěšřĺłĺ).

Šőčďă, ć śĺńş ŕřĺŋűĺŕă ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłĺ, ŋăľďěšś£, ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋă£, šőůłă y = f(x) ∈ B(ε), ŋěŕőďćĺęŋă£ ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ g_x : B(ε) → B(ε). Šěň śăňżň ŕřĺ ń¿ąőň x šăłőň, ůšő ‖x‖ < δ, ňż ŋăÿńĺ, ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě ć ŕřěďěńăţ B(ε) ğŋăůěŋĺě y = f(x) (‖f(x)‖ < ε) šăłőě, ůšő F (x, f(x)) = 0 (śň. Řĺś. 6; śěůěŋĺě őąńăśšĺ P = {(x, y) ∈ X × Y ‖‖x‖ < δ, ‖y‖ < ε ůěřěğ šőůłş x ďăěš őšřěğőł (ÿăřĺł B(ε), ć łőšőřőň ĺ ŋăţőďĺšś£ śőőšćěšśšćş¿źă£ ŋěŕőďćĺęŋă£ šőůłă y = f(x)).

Řĺś. 6.

Ĺšăł, ŕőłăğăŋő, ůšő (F (x, y) = 0 ŕřĺ ‖x‖ < δ ĺ ‖y‖ < ε) ⇐⇒ (y = f(x), čďě ‖x‖ < δ (13) Ğăňěšĺň, ůšő ňż ŋě šőńĳłő ŕőńşůĺńĺ śőőšŋőÿěŋĺě (9), ŋő, ć śĺńş łőŋśšřşłűĺĺ, ŕő ń¿ąőňş ε ∈]0, ´[ şňěěň ŕőďąĺřăšĳ δ > 0 šăł, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ 13). Ŕőśłőńĳłş ťşŋłűĺ£ f şęě ŋăľďěŋă ĺ ťĺłśĺřőćăŋă, ¡šő őğŋăůăěš ĺ šő, ůšő f(0) = 0, ĺ šő, ůšő f ŋěŕřěřżćŋă ŕřĺ x = 0.

Ďőłăğăŋŋş¿ šěőřěňş ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł šěőřěňş śşźěśšćőćăŋĺ£ ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ y = f(x).

Ŕőśňőšřĺň šěŕěřĳ łăłĺě śćőľśšćă ťşŋłűĺĺ F ĺ łăł ŋăśńěďş¿šś£ ťşŋłűĺěľ f.

Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ. Ěśńĺ ć ďőŕőńŋěŋĺě ł şśńőćĺ£ň šěőřěňż ĺğćěśšŋő, ůšő ťşŋłűĺĺ F , F 0_y ŋěŕřěřżćŋż ŋě šőńĳłő ć šőůłě (x_0, y_0), ŋő ĺ ć ŋěłőšőřőľ ěě őłřěśšŋőśšĺ, šő ĺ ŋě£ćŋă£ ťşŋłűĺ£ f ŋěŕřěřżćŋă ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ x_0.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě şśńőćĺ£ šěőřěňż őłăęşšś£ ćżŕőńŋěŋŋżňĺ ćő ćśěţ ąńĺğłĺţ ł (x_0, y_0) šőůłăţ ňŋőęěśšćă F (x, y) = 0 ĺ łăęďş¿ ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ążńő ąż řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ĺśţőďŋş¿ (x_o, y_0). Ťşŋłűĺ£ ęě f şęě ŋăľďěŋă ĺ ťĺłśĺřőćăŋă.

Ćŋĺňăŋĺě! Ćśŕőňŋĺšě ğăďăůş: ěśńĺ őšőąřăęěŋĺě A → A�^1 (ŋăŕřĺňěř, ďń£ ňăšřĺű A) őŕřěďěńěŋő ć A, šő őŕřěďěńěŋő ĺ ć őłřěśšŋőśšĺ A.

Ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ. Ěśńĺ ć ďőŕőńŋěŋĺě ł şśńőćĺ£ň šěőřěňż ĺğćěśšŋő, ůšő ťşŋłűĺ£ F ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć šőůłě (x_0, y_0), šő ŋě£ćŋă£ ťşŋłűĺ£ f ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć šőůłě x_0, ŕřĺůěň

f0(x_0) = −(F 0_y(x_0, y_0))�^1F 0_x(x_0, y_0) (14’)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Şůĺšżćă£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ F ć šőůłě (x0, y0), ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ, ůšő

F (x, y) − F (x_0, y_0) = F 0_x(x_0, y_0)(x − x_0) + F 0_y(x_0, y_0) + o(|x − x_0| + |y − y_0|) ŕőńăčă£ ďń£ şŕřőźěŋĺ£ ğăŕĺśĺ (x_0, y_0) = (0, 0) ĺ śůĺšă£, ůšő ňż ŕěřěňěźăěňś£ šőńĳłő ćďőńĳ łřĺćőľ y = f(x), ŕőńşůăěň

0 = F 0_x(0, 0)x + F 0_y(0, 0)y + o(|x| + |y|). ĺńĺ y = −(F 0_y(0, 0))�^1F 0_x(0, 0)x − (F 0_y(0, 0))�^1o(|x| + |y|). (16) Ŕőśłőńĳłş y = f(x) = f(x) − f(0), šő ťőřňşńă (14) ąşďěš őŕřăćďăŋă, ěśńĺ ňż ŕőłăęěň, ůšő ŕřĺ x → 0 ćšőřőľ ůńěŋ śşňňż ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ěśšĳ o(x). Ŋő |(F 0_y(0, 0))�^1o(|x| + |y|)| ≤ ‖(F 0_y(0, 0))�^1‖|o(|x| + |y|)| = o(|x| + |y|). Ďăńěě,

‖ − (F 0_y(0, 0))�^1F 0_x(0, 0)‖ ≤ ‖(F 0_y(0, 0))�^1F 0_x(0, 0)‖ = a < ∞,

ŕő¡šőňş ĺğ (15) ŕőńşůăěň, ůšő |y| ≤ a|x| + α(|x| + |y|), čďě y = f(x) → 0 ĺ α = α(x) → 0 ŕřĺ x → 0.

Ğŋăůĺš, |y| ≤ a + α 1 − α |x| < 2a|x| ŕřĺ x, ďőśšăšőůŋő ąńĺğłĺţ ł 0. Şůĺšżćă£ ¡šő, ĺğ (15) ŕőńşůăěň, ůšő ŕřĺ x → 0 f(x) = −(F 0_y(0, 0))�^1F 0_x(0, 0)x + o(x).

Ă ¡šő ś şůěšőň f(0) = 0, ďăěš (14).

Ŋěŕřěřżćŋă£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ. Ěśńĺ ć ďőŕőńŋěŋĺě ł şśńőćĺ£ň šěőřěňż ĺğćěśšŋő, ůšő ťşŋłűĺĺ F 0_x ĺ F 0_y őŕřěďěńěŋż ĺ ŋěŕřěřżćŋż ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ (x_0, y_0), šő ĺ ŋě£ćŋă£ ťşŋłűĺ£ f ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ x_0.

Łőřőůě čőćőř£, ěśńĺ F ∈ C^{(1)}, šő ĺ f ∈ C^{(1)}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć ¡šőň śńşůăě şśńőćĺ£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĺ f ĺ ťőřňşńă (14) őłăğżćă¿šś£ ćżŕőńŋěŋż ŋě šőńĳłő ć (x_0, y_0), ŋő ĺ ćő ćśěţ šőůłăţ "łřĺćőľ" F (x, y) = 0, ąńĺğłĺţ ł (x_0, y_0). (Śň. ćżÿě ŕřěďőśšěřěčă¿- źěě "Ćŋĺňăŋĺě!"). Šőčďă ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ x_0 ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ťőřňşńőľ (14)

f0(x) = −(F 0_y(x, f(x)))�^1F 0_x(x, f(x)) (140)

őšłşďă ćĺďŋő, ůšő f0 | ŋěŕřěřżćŋă.

Ćŋĺňăŋĺě! Ćśŕőňŋĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě F → F �^1 ŋěŕřěřżćŋő.

Ćżśÿĺě ŕřőĺğćőďŋżě ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Ěśńĺ ć ďőŕőńŋěŋĺě ł şśńőćĺ£ň šěőřěňż ĺğćěśšŋő, ůšő ťşŋłűĺ£ F ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş C^{(k)} ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ (x_0, y_0), šő ĺ f ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş C^{(k)} ć őłřěśšŋőśšĺ x_0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, F ∈ C^{(2)}. Ŕőśłőńĳłş f ∈ C^{(1)}, šő ŕřăćş¿ ůăśšĳ řăćěŋśšćă (140) ňőęŋő ŕřőďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ŕřăćĺńőň ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ ťşŋłűĺľ. Ŕőńşůăěšś£ ťőřňşńă ďń£ f00(x), ĺğ łőšőřőľ śńěďşěš ŋěŕřěřżćŋőśšĳ f00(x).

Ąőńěě šőčő, łăł ć ťőřňşńě (140) ďń£ f0(x) śŕřăćă şůăśšćş¿š ŕěřćżě ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě F ĺ śăňă ťşŋłűĺ£ f (ŋő ŋă f0), šăł ĺ ć ťőřňşńě ďń£ f00(x) şůăśšćş¿š ćšőřżě ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě F ĺ ťşŋłűĺĺ f, f0 (ŋő ŋă f00).

Ğŋăůĺš, ěśńĺ F ∈ C^{(3)}, šő f00(x) śŋőćă ňőęŋő ďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ ĺ ňż śŋőćă ŕřĺţőďĺň ł ťőřňşńě, šěŕěřĳ şęě ďń£ f000(x), ć łőšőřőľ şůăśšćş¿š šřěšĳĺ ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě F , ă šăłęě ŕřőĺğćőďŋżě ťşŋłűĺĺ f (f, f0, f00) šőńĳłő ňěŋĳÿěčő ŕőř£ďłă.

Ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŕőńşůăěň šő, ůšő ĺ şšćěřęďăńőśĳ.

Ćŋĺňăŋĺě! Ćśŕőňŋĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě A → A�^1 ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ĺ ďăęě ąěśłőŋěůŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňő.

Ğăďăůă. 1. Ŋăľďĺšě f00(x) (š.ě. ćżŕĺÿĺšě ťőřňşńş ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ f00(x)(h_1, h_2) ŕřĺ ğăďăŋŋżţ ćěłšőřăţ śňěźěŋĺ£ h_1, h_2).

2. Łăł ćżčń£ďĺš (şŕřőźăěšś£) ťőřňşńă ďń£ f00(x) ć śńşůăě, łőčďă x, y ĺ z = F (x, y) | ůĺśńőćżě ćěźěśšćěŋŋżě ĺńĺ łőňŕńěłśŋżě ŕěřěňěŋŋżě?

Ğăďăůă (Ňěšőď ŋěőŕřěďěńěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć). Ğŋă£ ŕěřćżě (ĺńĺ ćśě) łő¡ťťĺűĺěŋšż ř£ďă Šěľńőřă ťşŋłűĺĺ F , ŋăľďĺšě ŕěřćżě (ĺńĺ ćśě) łő¡ťťĺűĺěŋšż ř£ďă Šěľńőřă ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ f.

Ğăďăůă. 1. Ğăŕĺÿĺšě ć łőőřďĺŋăšŋőľ ťőřňě ťőřňşńĺřőćłş šěőřěňż ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ ďń£ śńşůă£ F : R^m × R^n → R^n, łőčďă m = n = 1 ĺ łőčďă n > 1.

2. Ŕşśšĳ F : R^m → R^n (m > n) ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ňăłśĺňăńĳŋőčő řăŋčă (= n). Łăłőćă řăğňěřŋőśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă F �^1(0) ⊂ R^m ĺ łăłőćă ěčő łőřăğňěřŋőśšĳ? Ŕşśšĳ šěŕěřĳ F : R^m → R^n (m > n) ŕřőĺğćőńĳŋőě čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě, F (0) = 0 ĺ rangF 0(x) = n. Őšćěšĳšě ŋă šě ęě ćőŕřőśż (dimF �^1(0) =?, , codimF �^1(0) =?) ć őšŋőÿěŋĺĺ ňŋőęěśšćă F �^1(0).