Šěőřěňă őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺ ŕřĺňěřż ŕřĺńőęěŋĺľ šěőřěň ő ŋě£ćŋőľ ĺ őąřăšŋőľ ťşŋłűĺ£ţ.

Šěőřěňă (őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ). Ěśńĺ ďĺťťěřěŋűĺăń čńăďłőčő

őšőąřăęěŋĺ£ őąřăšĺň ćő ćŋşšřěŋŋĺľ šőůłě őąńăśšĺ őŕřěďěńěŋĺ£ őšőąřăęěŋĺ£, šő ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ ¡šőľ šőůłĺ őąřăšĺňő ĺ śăňő őšőąřăęěŋĺě.

Őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě ŕřĺ ¡šőň őŕřěďěńěŋő ć űěńőľ őłřěśšŋőśšĺ őąřăğă ¡šőľ šőůłĺ ĺ ŕřĺ ¡šőň ĺňěěš šş ęě śšěŕěŋĳ čńăďłőśšĺ, ůšő ĺ ĺśţőďŋőě.

Ďĺťťěřěŋűĺăń ŕř£ňőčő ĺ őąřăšŋőčő őšőąřăęěŋĺľ ć śőőšćěšśšćş- ¿źĺţ šőůłăţ ćğăĺňŋő őąřăšŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ G | őąńăśšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě X (ŋăŕřĺňěř, ć

R^n ĺńĺ ć C^n ), f ∈ C^{(p)}(G, Y ), p ≥ 1, x0 ∈ G, y0 = f(x0) ĺ f^′(x0) |

őąřăšĺňő (‖(f^′(x_0))^{−1}‖ ≤ ∞). (Ğăňěšĺň, ůšő őąřăšĺňőśšĳ f^′(x_0) şęě őğŋăůăěš, ůšő řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšć X ĺ Y őďĺŋăłőćż).

Ąşďěň řěÿăšĳ şřăćŋěŋĺě y − f(x) = 0 őšŋőśĺšěńĳŋő x. Ťşŋłűĺ£ F (x, y) = y−f(x) ĺňěěš šş ęě čńăďłőśšĳ, ůšő ĺ f; F (x_0, y_0) = y_0 −f(x_0) = 0, ă ŕřőĺğćőďŋă£ F^′_x(x, y) = −f^′(x) ŋěŕřěřżćŋă ĺ őąřăšĺňă ć (x_0, y_0).

Ŕő šěőřěňě ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋăľďşšś£ őłřěśšŋőśšĺ U(x_0), V (y_0) ĺ ťşŋłűĺ£ x = φ(y) ( φ : V → U ) šăłĺě, ůšő F (x, y) = y − f(x) = 0 ć U × V řăćŋőśĺńĳŋő x = φ(y) ć V . Ěśńĺ őłřěśšŋőśšĳ U(x_0) ďőśšăšőůŋő ňăńă, šő f ňőęŋő śůĺšăšĳ őŕřěďěńěŋŋżň ćő ćśěľ őłřěśšŋőśšĺ U. Šőčďă ŕőńşůăěšś£, ůšő ťşŋłűĺĺ (őšőąřăęěŋĺ£) f : U → V , φ : V → U ćğăĺňŋő őąřăšŋżě.

Ĺğ šěőřěňż ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ (śň. šăň şśńőćĺ£ čńăďłőśšĺ) ĺ łőŋłřěšŋőčő ćĺďă F (x, y) = y − f(x) ťşŋłűĺĺ F ćżšěłăěš, ůšő ťşŋłűĺ£ φ(y) = f^{−1}(y) ĺňěěš ć V šş ęě śšěŕěŋĳ čńăďłőśšĺ, ůšő ĺ f ć U.

Ťőřňşńă_( f^{−1} )_′ (y_0) = (f^′(x_0))^{−1} (1)

ćżšěłăěš ĺğ ŕřăćĺńă ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ, ěśńĺ şůěśšĳ, ůšő ć ŋăÿěň śńşůăě F^′_y(x, y) ≡ E.

Ğăňěůăŋĺě. Ć śńşůăě, łőčďă X = Y = R^n ŕřőĺğćőďŋă£ f^′(x) ğăďăěšś£ ňăšřĺűěľ §łőąĺ ĺ ěě őąřăšĺňőśšĳ ć šőůłě x_0 řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő det f^′(x_0) ≠ 0.

Őšőąřăęěŋĺ£, ŋěŕřěřżćŋżě ćňěśšě ś őąřăšŋżňĺ ł ŋĺň (łőšőřżě ŕřěďŕőńăčă¿šś£ śşźěśšćş¿źĺňĺ) ŋăğżćă¿š čőňěőňőřťĺğňăňĺ. Őšőąřăęěŋĺ£, čńăďłĺě (łńăśśă C^{(p)}, p ≥ 1) ćňěśšě śő śćőĺňĺ őąřăšŋżňĺ, ŋăğżćă¿š ďĺťťěőňőřťĺğňăňĺ (ďăŋŋőčő łńăśśă čńăďłőśšĺ).

Ěśńĺ ŋěš śŕěűĺăńĳŋżţ őčőćőřőł, šő ŕőď ďĺťťěőňőřťĺğňőň ŕőŋĺňăěšś£ ďĺťťěőňőřťĺğň łńăśśă C^{(∞)}.

Ğăňěůăŋĺě. Ńőłăńĳŋă£ őąřăšĺňőśšĳ őšőąřăęěŋĺ£, ćőőąźě čőćőř£ ŋě čăřăŋšĺřşěš ěčő őąřăšĺňőśšĺ ć űěńőň.

Ŕřĺňěř. (Ŕőń£řŋżě łőőřďĺŋăšż). Łăł ĺğćěśšŋő, ŕőń£řŋżě ĺ ďěłăřšőćż łőőřďĺŋăšż ŋă ŕńőśłőśšĺ (śň. řĺś. 1) ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺ- £ňĺ { x = ρ cos φ, y = ρ sin φ. §łőąĺăŋ ŕěřěţőďă őš ŕőń£řŋżţ łőőřďĺŋăš ł ďěłăřšőćżň řăćěŋ ρ (ŕřőćěřĳšě), š.ě. őŋ ŕőńőęĺšěńěŋ, ěśńĺ ρ > 0. Šěň ŋě ňěŋěě, ććĺďş ŕěřĺőďĺůŋőśšĺ cos φ ĺ sin φ, ¡šő őšőąřăęěŋĺě ŋě £ćń£ěšś£ őąřăšĺňżň ć űěńőň (ďăęě ć őąńăśšĺ, čďě ρ > 0), ěśńĺ řăśśňăšřĺćăšĳ ěčő łăł őšőąřăęěŋĺě ĺğ ŕńőśłőśšĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (ρ, φ) ć ŕńőśłőśšĳ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x, y).

Řĺś.1.

Ğăďăůă.

1. Ŋăřĺśşľšě ć ŕńőśłőśšĺ (x, y) őąřăğż ńĺŋĺľ, ĺğőąřăęěŋŋżţ ŋă řĺś. 2. 2. Ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŕőń£řŋżě łőőřďĺŋăšż ŋăğżćă¿š śťěřĺůěśłĺňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ. Őŋĺ ňőčşš ążšĳ ććěďěŋż ć śőőšćěšśšćĺĺ ś řĺśşŋłőň 3. Ğăŕĺÿĺšě ťőřňşńż, ść£ğżćă¿źĺě śťěřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż ś ďěłăřšőćżňĺ ĺ ŋăľďĺšě £łőąĺăŋ ŕěřěţőďă.

Řĺś.2. Řĺś.3.

3. Ŕőń£řŋżě łőőřďĺŋăšż ć R^m ććőď£šś£ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ

x^1 = ρ cos φ_1 x^2 = ρ sin φ_1 cos φ_2 . . . . . . . . . . . . x^{m−1} = ρ sin φ_1 sin φ_2 . . . sin φ_{m−2} cos φ_{m−1} x^m = ρ sin φ_1 sin φ_2 . . . sin φ_{m−2} sin φ_{m−1}

ŕőłăęĺšě, ůšő £łőąĺăŋ ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ řăćěŋ

ρ^{m−1} sin^{m−2} φ_1 sin^{m−3} φ_2 . . . sin φ_{m−2}

ĺ ďăľšě čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ŕăřăňěšřőć ρ, φ_1, . . . , φ_{m−1}.

Ěśńĺ ρ, φ | ŕőń£řŋżě łőőřďĺŋăšż ŋă ŕńőśłőśšĺ, šő łőőřďĺŋăšŋżě ńĺŋĺĺ ρ = const, ěśńĺ ĺţ ĺğőąřăęăšĳ ć ŕńőśłőśšĺ (x, y), ćőćśě ŋě ŕř£- ňżě, ă łřĺćżě (őłřşęŋőśšĺ), ŕő¡šőňş ŕőń£řŋżě łőőřďĺŋăšż £ćń£¿šś£ ŕřĺňěřőň, šăł ŋăğżćăěňżţ, łřĺćőńĺŋěľŋżţ łőőřďĺŋăš. Ŋěłőšőřżě łřĺćżě (śŕĺřăńĺ, őłřşęŋőśšĺ) ć ¡šĺţ łőőřďĺŋăšăţ ĺňě¿š ąőńěě ŕřőśšş¿ ğăŕĺśĳ, ůěň ć łőőřďĺŋăšăţ (x, y). Śřăćŋĺšě, x^2 + y^2 = 1 ĺ ρ = 1.

Šěőřěňă őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ ŕőğćőń£ěš ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ łřĺćżţ (ĺ ćőőąźě ďń£ łřĺćżţ őąžěłšőć) ŕőďąĺřăšĳ ńőłăńĳŋżě łřĺćőńĺŋěľŋżě łőőřďĺŋăšż ć łőšőřżţ łřĺćă£ (őąžěłš) ğăŕĺśżćăěšś£ őśőąěŋŋő ŕřőśšő | "ćżŕř£ňń£ěšś£".

Ŕřĺňěř. ("Ćżŕř£ňńěŋĺě" | śň. řĺś. 4).

Řĺś.4.

Ŕşśšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋă čńăďłă£ łřĺćă£ F (x, y) = 0. Ŕşśšĳ rang F^′ = rang(F^′_x, F^′_y) = 1 ĺ ŕşśšĳ (x_0, y_0) ěě šőůłă, ć łőšőřőľ, ŋăŕřĺňěř, F^′_y(x_0, y_0) ≠ 0. Ććěďěň ć őłřěśšŋőśšĺ (x_0, y_0) ŋőćżě (łřĺćőńĺŋěľŋżě) łőőřďĺŋăšż, ść£ğăŋŋżě ś ďăŋŋżňĺ (x, y) śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ { ξ = x − x_0 η = F (x, y) Ŕő šěőřěňě őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ, ¡šő őšőąřăęěŋĺě ńőłăńĳŋő (ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ (x_0, y_0)) őąřăšĺňő, š.ł. ěčő £łőąĺăŋ řăćěŋ F^′_y(x, y) (ŕřőćěřĳšě). Ğŋăůĺš, (ξ, η) ňőčşš śńşęĺšĳ łőőřďĺŋăšăňĺ šőůěł ¡šőľ őłřěśšŋőśšĺ. Ŋă ŕńőśłőśšĺ (x, y) łőőřďĺŋăšŋżě ńĺŋĺĺ ξ = const ĺ η = const | łřĺćżě (ŕőšőňş ĺ ŋăğćăŋĺě "łřĺćőńĺŋěľŋżě łőőřďĺŋăšż"). Ğăšő ć ŕńőśłőśšĺ (ξ, η) ćśě ŋăőąőřőš ĺ ŋăÿă łřĺćă£ F (x, y) (šőůŋěě ěě ůăśšĳ, ŕőŕăćÿă£ ć řăśśňăšřĺćăěňş¿ őłřěśšŋőśšĳ) ćżŕř£ňĺńăśĳ ĺ ğăďăěšś£ śăňżň ŕřőśšżň śŕőśőąőň η = 0.

Ğăďăůă. (Ŕőćěřţŋőśšĳ řăğňěřŋőśšĺ k ć R^m, řăğńĺůŋżě ťőřňż ěě őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ ğăďăŋĺ£).

1. Ěśńĺ ¡šăńőŋőň k-ňěřŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ć R^m śůĺšăšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ğăďăŋŋőě, ŋăŕřĺňěř, śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ x^{m−k+1} = . . . = x^m = 0 (śćőąőďŋżňĺ őśšăńĺśĳ łőőřďĺŋăšż x^1, . . . , x^k, łőšőřżě ňőęŋő śůĺšăšĳ łőőřďĺŋăšăňĺ t^1, . . . , t^k šőůěł ¡šőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă), šő ňŋőęěśšćő S^k ⊂

R^m ěśšěśšćěŋŋő ŋăğćăšĳ k-ňěřŋőľ ŕőćěřţŋőśšĳ¿ (ĺńĺ k-ňěřŋżň ňŋőčő-

őąřăğĺěň) ć R^m, ěśńĺ łăęďă£ šőůłă S^k őąńăďăěš őłřěśšŋőśšĳ¿, łőšőřş¿ ňőęŋő ďĺťťěőňőřťŋő ŕřěőąřăğőćăšĳ (ŕřőďěťőřňĺřőćăšĳ) šăł (śň. řĺś. 4), ůšőąż ŕőŕăćÿĺľ ć ŋěě łşśőł S^k ŕřĺ ¡šőň ŕěřěÿěń ć łşśőł ¡šăńőŋŋőľ k-ňěřŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ (ćżŕř£ňńěŋĺě).

Ŕşśšĳ F (x) = (F^1, . . . , F^{m−k})(x^1, . . . , x^m) | ŋăąőř čńăďłĺţ ťşŋłűĺľ

ć R^m, ŕşśšĳ rang F^′(x) = m − k. Ŕőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ śĺśšěňă F (x) = 0

řăğřěÿĺňă, šő őŋă ğăďăěš ć R^m ŕőćěřţŋőśšĳ řăğňěřŋőśšĺ k.

2. Ğăłőŋ ďćĺęěŋĺ£ šőůłĺ ć R^m ĺňěěš ćĺď x = x(t), čďě x = (x^1, . . . , x^m), ă ŕăřăňěšř t | ćřěň£. Ěśńĺ śšőĺň ŋă ňěśšě, šő šřăěłšőřĺ£ ŕřőśšő őďŋă šőůłă, ŋő ěśńĺ _x(t) ≠ 0, š.ě. ěśńĺ rang _x(t) = 1, šő šřăěłšőřĺ£ ńőłăńĳŋő (ć ŕřěďěńăţ ŋěąőńĳÿőčő ĺŋšěřćăńă ćřěňěŋĺ) | őďŋőňěřŋă£ ŕőćěřţŋőśšĳ, šő ěśšĳ łřĺćă£ ć R^m. Ůěřěğ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőľ ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ ňż ňőęěň ćěřŋşšĳś£ ć šş ęě šőůłş ŕřőśšřăŋśšćă (šřăěłšőřĺ£ ś śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ňĺ), ŋő ńőłăńĳŋő (őšŋőśĺšěńĳŋő t) šřăěłšőřĺ£ ćśě-šăłĺ łřĺćă£.

Łăśăšěńĳŋă£ ł ŋěľ ć šőůłě x_0 = x(t_0) ĺňěěš ŕřőśšş¿ ŕăřăňěšřĺůěśłş¿ (ŕăřăňěšř τ ) ğăŕĺśĳ

x − x_0 = _x(t_0)τ. (2)

Ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř _x^1(t_0) ≠ 0, šő, ćżřăęă£ ńőłăńĳŋő t ůěřěğ x^1 (őąřăźă£ ść£ğĳ x^1 = x^1(t)), ňőęěň ŕřĺŋ£šĳ x^1 ğă ŋěğăćĺśĺňżľ ŕăřăňěšř. Ŕőďśšăŋőćłă t = φ(x^1) ć řăćěŋśšćő x = x(t) ŕřĺćěďěš ł śĺśšěňě śőőšŋőÿěŋĺľ x^1 = x^1, x^2 = x^2(φ(x^1)), . . . , x^m = x^m(φ(x^1)) ňěęďş (x^1, . . . , x^m), ĺğ łőšőřżţ m − 1 ŋěšřĺćĺăńĳŋőě. İšĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ ńőłăńĳŋő ğăďă¿š ŋăÿş łřĺćş¿ ć ťőřňě F (x) = 0, ő łőšőřőľ čőćőřĺńőśĳ ć ŕşŋłšě 1. Ğăďăŋĺě łřĺćőľ ć ćĺďě x = x(t) őążůŋő ŋăğżćă¿š ŕăřăňěšřĺůěśłĺň ğăďăŋĺěň łřĺćőľ.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ x = (x^1, . . . , x^m), t = (t^1, . . . , t^k), x(t) čńăďłă£ ťşŋłűĺ£ (őšőąřăęěŋĺě) ĺ rang _x(t) = k.

Ŕőłăęĺšě, ůšő ńőłăńĳŋő (őšŋőśĺšěńĳŋő t) ťşŋłűĺ£ x = x(t) őśşźěśšćń£ěš ŕăřăňěšřĺůěśłőě ğăďăŋĺě k-ňěřŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ć R^m (ĺ t^1, . . . , t^k ňőčşš śńşęĺšĳ łřĺćőńĺŋěľŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ěě šőůěł).

Łăł ŕőńşůĺšĳ ğăďăŋĺě ¡šőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ć ćĺďě F (x) = 0, čďě F = (F^1, . . . , F^{m−k}) ĺ rang F^′(x) = m − k?

3. Łăł, ŋăőąőřőš, ĺňě£ ŕőćěřţŋőśšĳ, ğăďăŋŋş¿ şřăćŋěŋĺěň F (x) = 0 (čďě rang F^′(x) = m − k), ŕřĺŋ£ć ŋěłőšőřżě ĺğ ŕěřěňěŋŋżţ (x^1, . . . , x^m) ć łăůěśšćě śćőąőďŋżţ ŕăřăňěšřőć (t^1, . . . , t^m), ńőłăńĳŋő ŕőńşůĺšĳ ŕăřăňěšřĺůěśłş¿ ťőřňş ğăďăŋĺ£ ¡šőľ ŕőćěřţŋőśšĺ?

4. Ŕőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ĺňě¿šś£ ďćă ğăďăŋĺ£ x = x(t) ĺ F (x) = 0 őďŋőľ ĺ šőľ ęě k-ňěřŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ć R^m (š.ě. rang _x(t) = k ĺ rang F^′(x) = m − k), šő łăśăšěńĳŋă£ k-ňěřŋă£ ŕńőśłőśšĳ ł ŋěľ ć šőůłě x_0 = x(t_0) ğăďăěšś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ć ťőřňě (2) ĺ (3)

F^′(x_0)(x − x_0) = 0 (3)

Şłăęĺšě řăğćěřŋşšş¿ łőőřďĺŋăšŋş¿ ğăŕĺśĳ śőőšŋőÿěŋĺľ (2),(3). 5. Ŕőłăęĺšě, ůšő ŕńőśłőśšĳ T_{x0} S^k, łăśăšěńĳŋă£ ł ŕőćěřţŋőśšĺ S^k ć šőůłě x_0, śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć śłőřőśšĺ _x(0) ł šřăěłšőřĺ£ň ďćĺęşźĺţś£ ŕő S^k šőůěł, ĺ šőńĳłő ĺğ ŋĺţ, ěśńĺ x = x(t) ∈ S^k, t ∈ R ğăłőŋ ďćĺęěŋĺ£, ă x(0) = x_0.

Ŕřĺřőďă šěőřěň őą őąřăšŋőľ ĺ ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺ£ţ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ďĺťťěřěŋűĺăń, £ćń££śĳ ńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň, ńőłăńĳŋő ţőřőÿő ŕřĺąńĺęăěš ŕőřőďĺćÿěě ěčő ŋěńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě, ŕő¡šőňş šěőřěňăň ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż őšćěůă¿š ńőłăńĳŋżě šěőřěňż ăŋăńĺğă.

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺćěďěŋĺ¿ ńĺŋěľŋő ăńčěąřăĺůěśłĺţ őąžěłšőć ł łăŋőŋĺůěśłőňş ćĺďş (ğă śůěš řăğşňŋőčő ćżąőřă śĺśšěň łőőřďĺŋăš) ć ăŋăńĺğě őšćěůăěš šăłőě ęě, ŋő ńőłăńĳŋőě, ŕřĺćěďěŋĺě śőőšćěšśšćş¿źĺţ őąžěłšőć ł łăŋőŋĺůěśłőňş (ŕřőśšěľÿěňş) ćĺďş. Őďĺŋ ŕřĺňěř ś "ćżŕř£ňńěŋĺěň" őąžěłšőć ňż şęě ćĺďěńĺ.

Ć łăůěśšćě ćšőřőčő ŕřĺňěřă řăśśňőšřĺň ĺ ďőłăęěň śńěďş¿źş¿ ŕőńěğŋş¿ šěőřěňş ő ńőłăńĳŋőň ŕřĺćěďěŋĺĺ ł łăŋőŋĺůěśłőňş ćĺďş čńăďłőčő őšőąřăęěŋĺ£ f : R^m → R^n ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ, čďě rang f^′(x) ŕőśšő£- ŋěŋ.

Šěőřěňă (ő řăŋčě).Ŕşśšĳ f : U → R^n čńăďłőě łńăśśă

C^{(p)}(U, R^n), p ≥ 1, őšőąřăęěŋĺě, őŕřěďěńěŋŋőě ć őłřěśšŋőśšĺ U ⊂ R^m šőůłĺ x_0 ∈ R^m, ă y_0 = f(x_0). Ěśńĺ řăŋč őšőąřăęěŋĺ£ f (š.ě. rang f^′(x)) ć U ŕőśšő£ŋěŋ ĺ řăćěŋ k, šő śşźěśšćş¿š šăłĺě őłřěśšŋőśšĺ O(x_0) ⊂ U, O(y_0) ⊂ R^n, šőůěł x_0, y_0 ĺ šăłĺě ĺţ ďĺťťěőňőřťĺğňż u = φ(x), v = ψ(y) łńăśśă C^{(p)}, ůšő ć őłřěśšŋőśšĺ O(u_0) = φ(O(x_)) šőůłĺ u_0 = φ(x_0), őšőąřăęěŋĺě v = ψ ∘ f ∘ f^{−1}(u) (š.ě. ŋăÿě őšőąřăęěŋĺě f, ğăŕĺśăŋŋőě ć łőőřďĺŋăšăţ u ĺ v, śň. řĺś. 5) ĺňěěš ćĺď (u^1, . . . , u^k, . . . , u^m) = u → v = (v^1, . . . , v^n) = (u^1, . . . , u^k, 0^1, . . . , 0).

Řĺś.5.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, šěőřěňă şšćěřęďăěš, ůšő ć őłřěśšŋőśš£ţ šőůěł x_0 ĺ y_0 = f(x_0) ćňěśšő łőőřďĺŋăš (x^1, . . . , x^m), (y^1, . . . , y^n) ňőęŋő šăł ććěśšĺ ŋőćżě łőőřďĺŋăšż u^1, . . . , u^m, v^1, . . . , v^n śőőšćěšśšćěŋŋő, ůšő ć ŋĺţ őšőąřăęěŋĺě f ąşďěš ĺňěšĳ şłăğăŋŋş¿ ŕřőśšěľÿş¿ ğăŕĺśĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăŕĺÿěň łőőřďĺŋăšŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě f ĺ f^′.

y^1 = f^1(x^1, . . . , x^m), . . . . . . . . . y^n = f^n(x^1, . . . , x^m), f^′(x) =

∂f^1 ∂x^1 · · · · · · · · · ∂f^1 ∂x^m . . ... . . . . · · · · · ·^{∂f k}_{∂xk} · · · · · · . . ... . . ∂f^n ∂x^1 · · · · · · · · · ∂f^n ∂x^m ĺ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ řăśśşęďěŋĺľ (őąž£śŋĺšě!) ŕőńőęĺň, ůšő řăŋč ňăšřĺűż f^′ řěăńĺğşěšś£ ŋă şłăğăŋŋőň čńăćŋőň ňĺŋőřě ŕőř£ďłă k.

Šőčďă řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě u = φ(x), őŕřěďěń£ěňőě ćňěśšě ś ěčő ŕřőĺğćőďŋőľ φ^′(x) śńěďş¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ

u^1 = f^1(x^1, . . . , x^m), . . . . . . . . . u^k = f^k(x^1, . . . , x^m), u^{k+1} = x^{k+1}, u^m = x^m, φ^′(x) =

∂f^1 ∂x^1 · · · ∂f^1 ∂x^k · · · · · · ∂f^1 ∂x^m . . ... . . . . . . . . ∂f^k ∂x^1 · · · ∂f^k ∂x^k · · · · · · ∂f^k ∂x^m 1 0^{..}._1

Ŕőśłőńĳłş det φ^′(x_0) ≠ 0, ŕő šěőřěňě őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ őšőąřăęěŋĺě φ őąřăšĺňő ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ O(x_0) šőůłĺ x_0. Őšőąřăęěŋĺě φ^{−1} ŕřĺ ¡šőň őŕřěďěńěŋő ć śőőšćěšśšćş¿źěľ őłřěśšŋőśšĺ O(u_0) šőůłĺ u_0 = φ(x_0) ĺ ĺňěěš šş ęě śšěŕěŋĳ čńăďłőśšĺ, ůšő ĺ f.

Ć ŋőćżţ łőőřďĺŋăšăţ (u^1, . . . , u^m) őšőąřăęěŋĺě y = f(x) = f∘φ^{−1}(u) = g(u) ĺ ěčő ŕřőĺğćőďŋă£ g^′(u) ĺňě¿š ćĺď

y^1 = u^1, . . . . . . . . . y^k = u^k, y^{k+1} = g^{k+1}(u^1, . . . , u^m), . . . . . . . . . y^n = g^n(u^1, . . . , u^m), g^′(x) =

1 ... 0 1 ∂g^{k+1} ∂u^1 · · · ∂g^{k+1} ∂u^k · · · · · · ∂g^{k+1} ∂u^m . . ... . . . . . . . . ∂g^n ∂u^1 · · · ∂g^n ∂u^k · · · · · · ∂g^n ∂u^m Ŋő g^′(u) = f^′(x) ∘ (φ^{−1})^′(u), ŕřĺůěň rang f^′(x) = k, ă rang(φ^{−1})^′(u) = m, ŕő¡šőňş rang g^′(u) = k. Ğŋăůĺš ć ňăšřĺűě g^′(u) řăćŋż ŋşń¿ ćśě ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ∂_ig^j, i = k + 1, . . . , m; j = k + 1, . . . , n. Ŋő ¡šő ć śćő¿ őůěřěďĳ őğŋăůăěš, ůšő ťşŋłűĺĺ g^j, j = k + 1, . . . , n ŋě ğăćĺś£š őš ŕěřěňěŋŋżţ u^i, i = k + 1. . . . , n. Şůĺšżćă£ ¡šő łń¿ůěćőě ŋăąń¿ďěŋĺě, ğăŕĺÿěň ŕőśńěďŋěě őšőąřăęěŋĺě v = ψ(y) ĺ ěčő ŕřőĺğćőďŋş¿ v^1 = y^1, . . . . . . . . . v^k = y^k, v^{k+1} = y^{k+1} − g^{k+1}(y^1, . . . , y^m), . . . . . . . . . v^n = y^n − g^n(y^1, . . . , y^m), ψ^′(x) =

1 ... 0 1 −^{∂gk+1}_{∂y1} · · · −^{∂gk+1}_{∂yk} 1 . . ... . . ... −^{∂gn}_{∂y1} · · · −^{∂gn}_{∂yk} 1 Ŕőśłőńĳłş det ψ^′(y) ≡ 1, ŕő šěőřěňě őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ őšőąřăęěŋĺě ψ őąřăšĺňő ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ O(y_0) šőůłĺ y_0 = f(x_0). Őšőąřăęěŋĺě ψ^{−1}, őŕřěďěńěŋŋőě ć śőőšćěšśšćş¿źěľ őłřěśšŋőśšĺ O(v_0) šőůłĺ v_0 = ψ(y_0), ĺňě£ šş ęě čńăďłőśšĳ, ůšő ĺ g, š.ě., ůšő ĺ f, ććőďĺš šăłĺň őąřăğőň, ć O(y_0) ŋőćżě łőőřďĺŋăšż (v^1, . . . , v^n).

Ć łőőřďĺŋăšăţ (u^1, . . . , u^m), (v^1, . . . , v^n) ďń£ őšőąřăęěŋĺ£ ψ∘g = ψ∘f ∘ φ^{−1} šěŕěřĳ ŕőńşůăěň şłăğăŋŋőě ć ťőřňşńĺřőćłě šěőřěňż ŕřěďśšăćńěŋĺě.

Ďőłăğăŋŋă£ šěőřěňă, őůěćĺďŋő, šőęě £ćń£ěšś£ ńőłăńĳŋżň ŋěńĺŋěľŋżň ćăřĺăŋšőň śőőšćěšśšćş¿źěľ šěőřěňż ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż, şšćěřęďă¿źěľ, ůšő ń¿ąőě ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě f : R^m → R^n ćżąőřőň ŋőćżţ ąăğĺśőć ć R^m ĺ R^n, š.ě. ćżąőřőň ďőńęŋżţ śĺśšěň łőőřďĺŋăš, ŕřĺćőďĺšś£ ł şłăğăŋŋőňş ćĺďş.

Ğăďăůă. (Łăŋőŋĺůěśłĺě ŕěřěňěŋŋżě ĺ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ Čăňĺńĳšőŋă)

1. Ć ćăřĺăűĺőŋŋőň ĺśůĺśńěŋĺĺ ĺ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżţ ćăřĺăűĺőŋŋżţ ŕřĺŋűĺŕăţ łńăśśĺůěśłőľ ňěţăŋĺłĺ ćăęŋş¿ řőńĳ ĺčřăěš śńěďş¿źă£ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ İľńěřă-Ńăčřăŋęă: { ( ∂L ∂x −^d_{dt}^{∂L}_{∂v} ) (t, x, v) = 0, v = _x(t), čďě L(t, x, v) | ğăďăŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ t, x, v, śřěďĺ łőšőřżţ t őążůŋő £ćń£ěšś£ ćřěňěŋěň, x | łőőřďĺŋăšőľ, ă v | śłőřőśšĳ¿. İšő śĺśšěňă ďćşţ şřăćŋěŋĺľ ŋă šřĺ ŕěřěňěŋŋżě. Ĺğ ŋěě őążůŋő ęěńă¿š ŋăľšĺ ğăćĺśĺňőśšĺ x = x(t) ĺ v = v(t), ůšő ŕő śşźěśšćş śćőďĺšś£ ł őšżśłăŋĺ¿ ğăłőŋă ďćĺęěŋĺ£ x = x(t), ĺąő v = _x(t).

Ğăŕĺÿĺšě ŕőďřőąŋő ŕěřćżě şřăćŋěŋĺ£ śĺśšěňż, řăśłřżć ŕřőĺğćőďŋş¿^d_{dt} , ś şůěšőň šőčő, ůšő x = x(t) ĺ v = v(t).

2. Ŕőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ őš ŕěřěňěŋŋżţ t, x, v, L ŕěřěľšĺ ł šăł ŋăğżćăěňżň łăŋőŋĺůěśłĺň ŕěřěňěŋŋżň t, x, p, H, śďěńăć ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńěęăŋďřă_{ p =^{∂L}_{∂v} , H = pv − L ŕő ŕěřěňěŋŋżň v, L, ğăňěŋ££ ĺţ ŋă ŕěřěňěŋŋżě p, H, šő śĺśšěňă İľńěřă- Ńăčřăŋęă ŕřĺőąřěšěš śĺňňěšřĺůŋżľ ćĺď _p = − ∂H ∂x , _x = ∂H ∂p 3. Ć ňěţăŋĺłě ůăźě ćśěčő ćňěśšő x ĺ v = _x ĺśŕőńĳğş¿š őąőğŋăůěŋĺ£ q ĺ _q. Ć ňŋőčőňěřŋőň śńşůăě, łőčďă L(t, q, _q) = L(t, q^1, . . . , q^m, _q^1, . . . , _q^m) śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ İľńěřă-Ńăčřăŋęă ĺňěěš ćĺď ( ∂L ∂q^i − d dt ∂L ∂ _q^i ) (t, q, _q) = 0 (i = 1, . . . , m) Śďěńăć ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńěęăŋďřă ŕő ŕěřěňěŋŋżň _q, L ŕěřěľďĺšě őš ŕěřěňěŋŋżţ t, q, _q, L ł łăŋőŋĺůěśłĺň ŕěřěňěŋŋżň t, q, p, H ĺ ŕőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ¡šőň śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ İľńěřă-Ńăčřăŋęă ŕěřěľďěš ć śńěďş¿- źş¿ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ Čăňĺńĳšőŋă

_p_i = − ∂H ∂q^i , _q^i = ∂H ∂p_i (i = 1, . . . , m) Ğăďăůă. Ŕőłăęĺšě, ůšő łőřŋĺ z1, . . . , zn şřăćŋěŋĺ£ z^n + c1z^{n−1} +· · ·+

c_n = 0 čńăďłő ğăćĺś£š őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć c_1, . . . , c_n (ćő ćś£łőň śńşůăě, ŕőłă ćśě łőřŋĺ řăğńĺůŋż).

Ğăďăůă. 1. "Ěśńĺ f(x, y) = 0, šő^{∂y}_{∂x} ·^{∂x}_{∂y} = 1, ă ěśńĺ f(x, y, z) = 0, šő ∂z ∂y ·^{∂y}_{∂x} ·^{∂x}_{∂z} = −1." Ŕřĺďăľšě šőůŋżľ śňżśń ¡šĺň ćżśłăğżćăŋĺ£ň.

2. Ŕřőćěřĳšě ćšőřőě ĺğ ŋĺţ ŋă ŕřĺňěřě ťőřňşńż Łńăŕěľřőŋă^{p·v}_T = const ĺ ďőłăęĺšě ěčő ć őąźěň śńşůăě ťşŋłűĺĺ šřěţ ŕěřěňěŋŋżţ.

3. Łăł ćżčń£ďĺš ăŋăńőčĺůŋőě ćżśłăğżćăŋĺě ďń£ śőőšŋőÿěŋĺ£ f(x^1, . . . , x^m) = 0 ňěęďş m ŕěřěňěŋŋżňĺ? Ŕřőćěřĳšě ěčő śŕřăćěďńĺćőśšĳ.

Ğăďăůă. (Ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńěęăŋďřă).

İńěňěŋšż ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X ĺ śőŕř£ęěŋŋőčő ł ŋěňş ŕřőśšřăŋśšćă X^∗ (śőśšő£źěčő ĺğ ńĺŋěľŋżţ ŋă X ťşŋłűĺľ) ąşďěň őąőğŋăůăšĳ śőőšćěšśšćěŋŋő ůěřěğ x ĺ x^∗, ă ŕőď śŕăřĺćăŋĺěň (x^∗, x) ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ ğŋăůěŋĺě x^∗(x) ťşŋłűĺĺ x^∗ ∈ X^∗ ŋă ¡ńěňěŋšě x ∈ X.

Čńăďłőľ ťşŋłűĺĺ f : X → R ŋă X śőŕőśšăćĺň ťşŋłűĺ¿ f^∗ : X^∗ → R ŋă X^∗ (ŋăğżćăěňş¿ ŕřěőąřăğőćăŋĺěň Ńěęăŋďřă ťşŋłűĺĺ f) ŕő ŕřăćĺńş

f^∗(x^∗) def= sup_x ((x^∗, x) − f(x)) (∗)

ĺńĺ ć ćĺďě śőőšŋőÿěŋĺľ (ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ x, f ŋă x^∗, f^∗)

{ x^∗ = f^′(x) f^∗(x^∗) = (x^∗, x) − f(x) (∗∗)

1. Łăłőćă ćğăĺňőść£ğĳ ¡šĺţ őŕřěďěńěŋĺľ?

2. Ŋăľďĺšě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńěęăŋďřă ťşŋłűĺĺ f : R → R, ěśńĺ f(x) = x^p (p > 1).

3. Ŕřőćěřĳšě ćżŕşłńőśšĳ ťşŋłűĺĺ f^∗.

4. Ďőłăęĺšě ŋěřăćěŋśšćő (x^∗, x) ≤ f^∗(x^∗) + f(x) ĺ ğăŕĺÿĺšě ěčő ć śńşůăě f(x) = x^p (p > 1).

5. Ŕşśšĳ f | ćżŕşłńă£ ťşŋłűĺ£. Ŕőłăęĺšě, ůšő őŕřěďěńěŋĺ£ (∗), (∗∗) ňőčşš ążšĳ ŕěřěŕĺśăŋż ć śńěďş¿źěň śĺňňěšřĺůŋőň őšŋőśĺšěńĳŋő x, f, x^∗, f^∗ ćĺďě { x^∗ = f^′(x), x = f^{∗′}(x^∗) (x^∗, x) = f^∗(x^∗) + f(x) (∗∗^′)

Ŕőńşůĺšě őšś¿ďă ĺŋćőń¿šĺćŋőśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńěęăŋďřă ((f^∗)^∗) = f ĺ ŕřőćěřĳšě ěě ŋă ŕřĺňěřě ťşŋłűĺĺ f(x) = x^p (p > 1).

Ğăďăůă. (Ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńěęăŋďřă ťşŋłűĺľ ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ.)

Ďń£ ťşŋłűĺľ f : R^m → R ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńěęăŋďřă ĺňěěš ćĺď { ξ_i =^{∂f}_{∂xi} (x^1, . . . , x^m), i = 1 . . . m f^∗(ξ^1, . . . , ξ^m) = ∑m i=1 ξ_ix^i − f(x^1, . . . , x^m). ( ∗∗^{′′}) 1. Ďăľšě čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łăł ŕěřěţőďă őš łőőřďĺŋăš (x^1, . . . , x^m, f(x^1, . . . , x^m)) šőůłĺ ŋă čřăťĺłě ťşŋłűĺĺ f(x) ł ŕăřăňěšřăň (ξ^1, . . . , ξ^m, f^∗(ξ^1, . . . , ξ^m)), ść£ğăŋŋżň ś ŕńőśłőśšĳ¿, łăśăšěńĳŋőľ ł čřăťĺłş ć ¡šőľ šőůłě.

2. Ŕőłăęĺšě, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě (∗∗^{′′}) ńőłăńĳŋő ğăćěďőňő ćőğňőęŋő, ěśńĺ f ∈ C^{(2)} ĺ det(^{∂2f}_{∂xi∂xj} ) ≠ 0.

3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő

df^∗ = m∑ i=1 x^i dξ_i + m∑ i=1 ξ_i dx^i − df = m∑ i=1 x^i dξ_i. 4. Ňżńĳŋă£ ŕńěŋłă, ŋăš£ŋşšă£ ŋă ŕřőćőńőůŋżľ łőŋšşř, őąřăğşěš šăł ŋăğżćăěňş¿ ňĺŋĺňăńĳŋş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ, ĺňě¿źş¿ ŋăĺňěŋĳÿş¿ (šőůŋěě, ¡łśšřěňăńĳŋş¿) ŕńőźăďĳ śřěďĺ ćśěţ ŕőćěřţŋőśšěľ, ŋăš£ŋşšżţ ŋă ¡šőš łőŋšşř.

Ěśńĺ ńőłăńĳŋő ğăďăšĳ ¡šş ŕőćěřţŋőśšĳ łăł čřăťĺł ťşŋłűĺĺ z = f(x, y), šő, őłăğżćăěšś£, ťşŋłűĺ£ f ďőńęŋă şďőćńěšćőř£šĳ śńěďş¿źěňş şřăćŋěŋĺ¿ ňĺŋĺňăńĳŋżţ ŕőćěřţŋőśšěľ

(1 + f^′_y)^2f^{′′}_{xx} − 2f^′_xf^′_yf^{′′}_{xy} + (1 + f^′_x)^2f^{′′}_{yy} = 0

Ŕőłăęĺšě, ůšő ŕőśńě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńěęăŋďřă ¡šő şřăćŋěŋĺě ŕřĺćőďĺšś£ ł ńĺŋěľŋőňş şřăćŋěŋĺ¿

(1 + η^2)f^{∗′′}_{ηη} + 2ξηf^{∗′′}_{ξη} + (1 + ξ^2)f^{∗′′}_{ξξ} = 0

Ğăćĺśĺňőśšĳ ťşŋłűĺľ ĺ ďřşčĺě ŕřĺňěřż ŕřĺňěŋěŋĺ£ šěőřěňż őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ (ńěňňă Ňőřśă, řăğńőęěŋĺě ďĺťťěőňőřťĺğňă).

Ăŋăńĺğĺřş£ ŕřőćěďěŋŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő řăŋčě ňőęŋő śďěńăšĳ ďćă śńěďş¿źĺţ ŕőńěğŋżţ ŋăąń¿ďěŋĺ£.

Ğăňěůăŋĺě 1. Ěśńĺ k = n, š.ě. ěśńĺ řăŋč čńăďłőčő őšőąřăęěŋĺ£ f :

U → R^n řăćěŋ řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă őąřăğă, šő šőůłă y0 = f(x0)

£ćń£ěšś£ ćŋşšřěŋŋěľ ďń£ f(U).

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, őąřăğ f(U) őšłřżšőčő ňŋőęěśšćă U ŕřĺ šăłőň őšőąřăęěŋĺĺ £ćń£ěšś£ őšłřżšżň ňŋőęěśšćőň ć R^n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ąż ćňěśšő x0, y0 ĺ f řěůĳ ÿńă őą u_0, v_0 ĺ ψ ∘ f ∘ φ^{−1}, šő ĺğ £ćŋőľ ğăŕĺśĺ őšőąřăęěŋĺ£ ψ ∘ f ∘ φ^{−1} ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ćĺďěšĳ, ůšő ěśńĺ ŕăřăňěšřż (u^1, . . . , u^k, . . . , u^m) śćőąőďŋő ňěŋ£¿šś£ ć őłřěśšŋőśšĺ u_0 = (u^1_0, . . . , u^m_0 ) = (0, . . . , 0), šő śőőšćěšśšćş- ¿źĺě ŕăřăňěšřż (v^1, . . . , v^n) ŕřĺ k = n ňőčşš ğăďăšĳ ń¿ąş¿ šőůłş ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ v_0 = (v^1_0, . . . , v^n_0 ) = (0, . . . , 0). Ŋő ŕřĺ ďĺťťěőňőřťĺğňăţ φ ĺ ψ ćŋşšřěŋŋĺě šőůłĺ ŕěřěţőď£š ćő ćŋşšřěŋŋĺě (šěőřěňă őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ), ŕő¡šőňş ďń£ őšőąřăęěŋĺ£ f = ψ^{−1} ∘(ψ∘f ∘φ^{−1})∘φ ¡šő śćőľśšćő šőęě ĺňěěš ňěśšő.

Ğăňěůăŋĺě 2. Ěśńĺ k < n, š.ě. řăŋč čńăďłőčő őšőąřăęěŋĺ£ f : U → R^n ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ x_0 ŕőśšő£ŋěŋ ĺ řăćěŋ k < n, šő ŋăľďěšś£ n − k őŕřěďěńěŋŋżţ ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ y_0 = f(x_0) ťşŋłűĺľ g^i(y^1, . . . , y^k), i = k + 1, . . . , n, šőľ ęě śšěŕěŋĺ čńăďłőśšĺ, ůšő ĺ f, ğăćĺś£źĺţ šőńĳłő őš k ŕěřěňěŋŋżţ, łőšőřżě şśšăŋăćńĺćă¿š śńěďş¿źĺě n − k śőőšŋőÿěŋĺľ ňěęďş ğăďă¿źĺňĺ f ťşŋłűĺ£ňĺ f^1, . . . , f^n:

f^i(x^1, . . . , x^m) = g^i(f^1(x^1, . . . , x^m), . . . , f^k(x^1, . . . , x^m)) (i = k + 1, . . . , n)

İšĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ ŋăŕĺśăŋż ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ (łăł ĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż), ůšő rang f^′(x) = k řěăńĺğşěšś£ ŋă ŕěřćżţ k ťşŋłűĺ£ţ f^1, . . . , f^k. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńşůăěšś£ ůšő ŕőďőąŋő ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ćěłšőřőć), őśšăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ f^{k+1}, . . . , f^n śĺśšěňż f^1, . . . , f^n ćżřăęă¿šś£ (ŕřăćďă, ŋě őą£ğăšěńĳŋő ńĺŋěľŋő, ŋő ťşŋłűĺőŋăńĳŋő) ůěřěğ ťşŋłűĺĺ f^1, . . . , f^k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăŕĺśăŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ŕőńşůă¿šś£, ěśńĺ ć łőőřďĺŋăšŋőľ ğăŕĺśĺ őšőąřăęěŋĺ£ y = g(u) şůěśšĳ, ůšő ťşŋłűĺĺ g^i, i = k + 1, . . . , n ğăćĺś£š šőńĳłő őš u^1, . . . , u^k, ŕřĺ ¡šőň u^1 = y^1, . . . , u^k = y^k, ă y^j = f^j (x^1, . . . , x^m), j = 1, . . . , n. Ğăćĺśĺňőśšĳ ťşŋłűĺľ.

Ěśšěśšćěŋŋő ŕřĺŋ£šĳ śńěďş¿źěě őŕřěďěńěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śĺśšěňă ťşŋłűĺľ f^i(x) (i = 1, . . . , n) ťşŋłűĺőŋăńĳŋő ŋěğăćĺśĺňă ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ x_0, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ, őŕřěďěńěŋŋőľ ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ y_0 = f(x_0), y_0 = (y^1_0, . . . , y^n_0 ), ťşŋłűĺĺ F (y) = F (y^1, . . . , y^n), śőőšŋőÿěŋĺě

F (f^1(x), . . . , f^n(x)) ≡ 0

ć őłřěśšŋőśšĺ x_0 ćőğňőęŋő šőńĳłő, ěśńĺ F (y) ≡ 0 ć őłřěśšŋőśšĺ y_0.

Ńĺŋěľŋă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ, řăśśňăšřĺćăěňă£ ć ăńčěąřě, ěśšĳ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ńĺŋěľŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň

F (y^1, . . . , y^n) = λ_1y^1 + · · · + λ_ny^n

Ěśńĺ śĺśšěňă ŋě £ćń£ěšś£ ťşŋłűĺőŋăńĳŋő ŋěğăćĺśĺňőľ, šő čőćőř£š, ůšő őŋă ťşŋłűĺőŋăńĳŋő ğăćĺśĺňă.

Ć śńşůăě ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ śĺśšěňż ćěłšőřőć ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ őłăğżćă¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ ďřşčĺţ.

Ăŋăńőčĺůŋă£ śĺšşăűĺ£, łăł ňż ćĺďěńĺ, ĺňěěš ňěśšő ĺ ć śńşůăě Ťşŋłűĺőŋăńĳŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ. Őąžěďĺŋĺň śďěńăŋŋżě ćżÿě ğăňěůăŋĺ£ 1 ĺ 2 ĺ śťőřňşńĺřşěň ŕőńěğŋőě şšćěřęďěŋĺě.

Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ śĺśšěňă f^i(x^1, . . . , x^m) (i = 1, . . . , n) čńăďłĺţ

ťşŋłűĺľ, őŕřěďěńěŋŋżţ ć őłřěśšŋőśšĺ U(x_0) šőůłĺ x_0 ∈ R^m, šăłőćă, ůšő řăŋč ňăšřĺűż ∂f^1 ∂x^1 . . . ∂f^1 ∂x^m . . . . ∂f^n ∂x^1 . . . ∂f^n ∂x^m (x) ć ń¿ąőľ šőůłě x ∈ U őďĺŋ ĺ šőš ęě ĺ řăćěŋ k, šő

a. ŕřĺ k = n śĺśšěňă ťşŋłűĺőŋăńĳŋő ŋěğăćĺśĺňă ć őłřěśšŋőśšĺ x0.

b. ŕřĺ k < n ŋăľďşšś£ őłřěśšŋőśšĳ šőůłĺ x0 ĺ šăłĺě k ťşŋłűĺľ śĺ-

śšěňż, ŕşśšĳ f^1, . . . , f^k, ůšő őśšăńĳŋżě n − k ťşŋłűĺľ śĺśšěňż ŕřěďśšăćń£¿šś£ ć ćĺďě

f^i(x) = g^i(f^1(x), . . . , f^k(x)),

čďě g(y) = g(y^1, . . . , y^k | čńăďłĺě ťşŋłűĺĺ, őŕřěďěńěŋŋżě ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ y_0 = (f^(x_0), . . . , f^n(y_0) ĺ ğăćĺś£źĺě šőńĳłő őš k łőőřďĺŋăš šěłşźěľ šőůłĺ y = (y^1, . . . , y^n).

Şŕřăęŋěŋĺě. Őŕĺřă£śĳ ŋă ğăňěůăŋĺ£ 1 ĺ 2, ŕřőćěďĺšě ćśě ęě ŕőďřőąŋőě őąőśŋőćăŋĺě ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£.

Ć łăůěśšćě ďăńĳŋěľÿĺţ ŕřĺňěřőć ŕřĺňěŋěŋĺ£ šěőřěňż őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ ŕőŕřőąşľšě šěŕěřĳ śăňőśšő£šěńĳŋő ďőłăğăšĳ ďćă łřăśĺćżţ ĺ ŕőńěğŋżţ şšćěřęďěŋĺ£, ŕřĺćěďěŋŋżţ ć śńěďş¿źĺţ ğăďăůăţ. Ğăďăůă. (Ńőłăńĳŋőě řăğńőęěŋĺě ďĺťťěőňőřťĺğňă ć łőňŕőğĺűĺ¿ ŕřőśšěľÿĺţ)

Ďĺťťěőňőřťĺğň y = g(x) ćĺďă y^i = x^i (i ≠ j), y^j = g^j (x^1, . . . , x^m), š.ě. ďĺťťěőňőřťĺğň, ŕřĺ łőšőřőň ĺğňěŋ£ěšś£ šőńĳłő őďŋă łőőřďĺŋăšă, ŋăğőćěň ŕřőśšěľÿĺň. Ďőłăęĺšě (ŋăŕřĺňěř, ŕő ĺŋďşłűĺĺ), ůšő ń¿ąőľ ďĺťťěőňőřťĺğň ńőłăńĳŋő ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŕřőśšěľÿĺţ.

Ğăďăůă. (Ńěňňă Ňőřśă ĺńĺ ŕřĺćěďěŋĺě ł łăŋőŋĺůěśłőňş ćĺďş ťşŋłűĺĺ ć őłřěśšŋőśšĺ ŋěćżřőęďěŋŋőľ łřĺšĺůěśłőľ šőůłĺ).

Šőůłă x_0 ŋăğżćăěšś£ łřĺšĺůěśłőľ šőůłőľ čńăďłőľ ťşŋłűĺĺ f : U(x_0) → R, ěśńĺ f^′(x_0) = 0. Łřĺšĺůěśłă£ šőůłă x_0 ŋăğżćăěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ łřĺšĺůěśłőľ šőůłőľ, ěśńĺ ťőřňă f^{′′}(x_0) ŋě ćżřőęďěŋă, š.ě. ěśńĺ det(^{∂2f}_{∂xi∂xj} ) ≠ 0 (š.ě. čěśśĺăŋ ťşŋłűĺĺ f ć šőůłě őšńĺůěŋ őš ŋşń£).

Ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă ć őłřěśšŋőśšĺ łřĺšĺůěśłőľ šőůłĺ x_0 ĺňěěš ňěśšő řăğńőęěŋĺě

f(x) − f(x_0) = 1 2 ∂^2f ∂x^i∂x^j (x)(x^i − x^i_0)(x^j − x^j_0) + o(|x − x_0|^2)

Ńěňňă Ňőřśă şšćěřęďăěš, ůšő ěśńĺ x_0 ŋěćżřőęďěŋŋă£ łřĺšĺůěśłă£ šőůłă, šő ŋăľďěšś£ ďĺťťěőňőřťĺğň x = φ(u), ććőď£źĺľ ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ x_0 = (x^1_0, . . . , x^m_0 ) ŋőćżě łőőřďĺŋăšż (u^1, . . . , u^m), ć łőšőřżţ ćś£ ŕřăćă£ ůăśšĳ šěľńőřőćśłőčő řăğńőęěŋĺ£ ŕřĺćőďĺšś£ ł śńěďş¿źěňş łăŋőŋĺůěśłőňş ćĺďş f ∘ φ(u) − f(x_0) = − ( (u^1)^2 + · · · + (u^k)^{2)} +^((u^{k+1})^2 + · · · + (u^m)^{2)} Şłăğăŋĺě. Ćśŕőňŋĺšě ŕřőűěśś ŕřĺćěďěŋĺ£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ł łăŋőŋĺůěśłőňş ćĺďş ĺ ŕőćšőřĺšě ěčő, ŕřĺňěŋ££, čďě ŋăďő, šěőřěňş őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Şśńőćŋżľ ¡łśšřěňşň

Őďŋĺň ĺğ ŋăĺąőńěě £řłĺţ ĺ ŕőŕşń£řŋżţ ďőśšĺęěŋĺľ łńăśśĺůěśłőčő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő ĺśůĺśńěŋĺ£ £ćń£¿šś£ ŕřěďńăčăěňżě ĺň řěűěŕšż őšżśłăŋĺ£ ¡łśšřěňşňőć ťşŋłűĺľ. Ŋěőąţőďĺňżě ĺ ďőśšăšőůŋżě ŕřĺğŋăłĺ ¡łśšřěňşňă, łőšőřżě ňż ŕőńşůĺńĺ, őšŋőś£šś£, łăł şęě őšňěůăńőśĳ, ł ćŋşšřěŋŋĺň ¡łśšřěňşňăň, łőčďă ăřčşňěŋš x ťşŋłűĺĺ f(x) ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ń¿ąőě ğŋăůěŋĺě ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ ĺśśńěďşěňőľ šőůłĺ.

Ůăśšő ćőğŋĺłăěš ąőńěě śńőęŋă£ ĺ ś ŕřăłšĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ďăęě ąőńěě ĺŋšěřěśŋă£ śĺšşăűĺ£, łőčďă ĺňěěšś£ ¡łśšřěňşň ťşŋłűĺĺ ŕřĺ ŋěłőšőřżţ şśńőćĺ£ţ, őčřăŋĺůĺćă¿źĺţ őąńăśšĳ ŕřĺňěŋěŋĺ£ ăřčşňěŋšă. Šĺŕĺůŋżň ŕřĺňěřőň ňőęěš śńşęĺšĳ ĺğőŕěřĺňěšřĺůěśłă£ ğăďăůă, łőčďă ĺźěšś£ šěńő, ĺňě¿źěě ňăłśĺňăńĳŋżľ őąžěň ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő őčřăŋĺůĺćă¿źă£ šěńő ŕőćěřţŋőśšĳ ĺňěěš ğăďăŋŋş¿ ŕńőźăďĳ. Ĺńĺ, ŋăŕřĺňěř, ĺźěšś£ ŋăĺąőńěě ¡łőŋőňŋă£ ć šőň ĺńĺ ĺŋőň śňżśńě (ŕő řăśţőďş šőŕńĺćă, ŕő řăśśšő£ŋĺ¿, ŕő ćřěňěŋĺ ďćĺęěŋĺ£ ĺ š.ď.) šřăěłšőřĺ£ ğăŕşśłă ŕĺńőšĺřşěňőčő łőřăąń£ ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ŕěřěčřşğłĺ ĺ ř£ď ďřşčĺţ ŕőłăğăšěńěľ ć ŕőńěšě ŋě ďőńęŋż ŕřěćżÿăšĳ őŕřěďěńěŋŋżţ łřĺšĺůěśłĺţ şřőćŋěľ. Šăłĺě ğăďăůĺ řăśśňăšřĺćăěš šěőřĺ£ őŕšĺňăńĳŋőčő şŕřăćńěŋĺ£. Ćěřŋěňś£, őďŋăłő, ł ŕěřćőňş ŕřĺňěřş ć ěčő ŋăĺąőńěě ŕřőśšőľ ĺ ďőśšşŕŋőľ ŋăň śěľůăś ťőřňě.

Ŕşśšĳ śřěďĺ ćśěţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć ś ğăďăŋŋżň ŕěřĺňěšřőň 2p ĺźěšś£ šőš, ş łőšőřőčő ŋăĺąőńĳÿă£ ŕńőźăďĳ. Ěśńĺ x ĺ y | ćěńĺůĺŋż śšőřőŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, šő ğăďăůă śőśšőĺš ć őšżśłăŋĺĺ ňăłśĺňşňă ťşŋłűĺĺ f(x, y) = xy ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő x + y = p. İšă ğăďăůă, łőŋěůŋő, řěÿăěšś£ ąěğ šřşďă, ă ěě őąőąźěŋŋżľ ăŋăńőč, ğăďăůă ŋă şśńőćŋżľ ¡łśšřěňşň, łőšőřş¿ ňż ğďěśĳ řăśśňőšřĺň, śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň.

Ĺźěšś£ ¡łśšřěňşň ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ

f(x^1, . . . , x^n) (1)

ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ŕěřěňěŋŋżě ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ

F_i(x^1, . . . , x^n) = 0 i = 1, . . . , m (2)

Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ćśě řăśśňăšřĺćăěňżě ťşŋłűĺĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňż ĺ ďăęě ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňż.

Ěśńĺ řăŋč śĺśšěňż ťşŋłűĺ£ (2) řăćěŋ m, š.ě. ćśě şśńőćĺ£ ć śĺśšěňě (2) śşźěśšćěŋŋż (ŋěğăćĺśĺňż) ĺ őŋă śőćňěśšŋă, šő śĺśšěňă ğăďăěš čńăďłş¿ (n − m)-ňěřŋş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ S ⊂ R^n ĺ ğăďăůă śőśšőĺš ć őšżśłăŋĺĺ ¡łśšřěňşňőć ťşŋłűĺĺ f|_S | őčřăŋĺůěŋĺ£ (śşęěŋĺ£) f ŋă ŕőćěřţŋőśšĳ S. Ňőęŋő ążńő ąż šěŕěřĳ śťőřňşńĺřőćăšĳ ğăďăůş őšżśłăŋĺ£ şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă ć śńěďş¿źěň őąźěň ćĺďě.

Ďăŋă ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ f : X → R ĺ ŕőďňŋőęěśšćő S ⊂ X őąńăśšĺ ěě őŕřěďěńěŋĺ£. Ŋăľšĺ ¡łśšřěňşňż ťşŋłűĺĺ f|_S .

1. Ŕřőśšěľÿĺľ śńşůăľ.

Řăśśňőšřĺň ŕřőśšěľÿş¿ ŋěšřĺćĺăńĳŋş¿ śĺšşăűĺ¿, łőčďă ĺźěšś£ šőůłă (x_0, y_0) ¡łśšřěňşňă ťşŋłűĺĺ f(x, y) ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ, ść£ğăŋŋżţ őďŋĺň śőőšŋőÿěŋĺěň F (x, y) = 0. Śůĺšăěň, ůšő rang F^′ = 1 ĺ, łőŋěůŋő, F (x_0, y_0) = 0. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, F^′_y(x_0, y_0) ≠ 0. Šőčďă ŕő šěőřěňě ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ ćśě ňŋőęěśšćő S, ğăďăćăěňőě şśńőćĺěň F (x, y) = 0, ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ (x_0, y_0) ňőęŋő śůĺšăšĳ čřăťĺłőň ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺĺ y = φ(x). Ğŋăůĺš, ěśńĺ (x_0, y_0) | šőůłă ¡łśšřěňşň ďń£ f|_S, šő x_0 | šőůłă ćŋşšřěŋŋěčő ¡łśšřěňşňă ťşŋłűĺĺ f(x, φ(x)). Šőčďă ěě ŕřőĺğćőďŋă£ ć šőůłě x_0 ďőńęŋă ążšĳ ŋşńěćőľ. Ğăŕĺÿěň ¡šő ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě, ĺśŕőńĳğş£ ŕřăćĺńő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ df dt = ∂f ∂x + ∂f ∂y · dφ dx = ∂f ∂x + ∂f ∂y ( − ∂F ∂y )_{−1} ( ∂F ∂x ) = 0 ŕőńăčă£^{∂f}_{∂y}^{( ∂F}_{∂y}^{)−1} = λ, ŕřĺţőďĺň ł śńěďş¿źěňş śőőšŋőÿěŋĺ¿ ( ∂f ∂x , ∂f ∂y ) = λ( ∂F ∂x , ∂F ∂y ), (3)

łőšőřőě ďőńęŋő ążšĳ ćżŕőńŋěŋő ć šőůłě (x, y), ěśńĺ őŋă £ćń£ěšś£ šőůłőľ (x_0, y_0) ¡łśšřěňşňă ŋăÿěľ ğăďăůĺ.

Ěśńĺ ł řăćěŋśšćş (3) ďőąăćĺšĳ şřăćŋěŋĺě ść£ğĺ F (x, y) = 0, šő ňż ŕőńşůĺň śĺśšěňş ∂f ∂x = λ ∂F ∂x , ∂f ∂y = λ ∂F ∂y , F (x, y) = 0 (4)

šřěţ şřăćŋěŋĺľ ś šřěň£ ŋěĺğćěśšŋżňĺ, řěÿă£ łőšőřş¿ ŋăľďěň šőůłĺ, śřěďĺ łőšőřżţ šőńĳłő ĺ ňőčşš ążšĳ šőůłĺ ¡łśšřěňşňă.

Ěśńĺ, śńěďş£ Ńăčřăŋęş, ŋăŕĺśăšĳ ćśŕőňőčăšěńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿ L(x, y, λ) = f(x, y) − λF (x, y), (5) šő śĺśšěňş (4) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ łăł ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě ćŋşšřěŋŋěčő ¡łśšřěňşňă ťşŋłűĺĺ L ŕěřěňěŋŋżţ x, y, λ.

Ťşŋłűĺ¿ L ŋăğżćă¿š ťşŋłűĺěľ Ńăčřăŋęă, ă őŕĺśăŋŋżľ śŕőśőą őšżśłăŋĺ£ şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă (š.ě. śőśšăćńěŋĺě ťşŋłűĺĺ Ńăčřăŋęă (5) ĺ ğăŕĺśĳ ŋěőąţőďĺňżţ şśńőćĺľ ¡łśšřěňşňă ć ťőřňě (4)) ŋăğżćăěšś£ ňěšőďőň Ńăčřăŋęă ĺńĺ, šőůŋěě, ňěšőďőň ňŋőęĺšěńěľ Ńăčřăŋęă. Ŕőůěňş ćďřşč ňŋőęĺšěńěľ, ă ŋě ňŋőęĺšěń£, £śŋő ĺğ śńěďş¿źěčő őąőąźěŋĺ£.

2. Őąőąźěŋĺě.

Ĺğńőęěŋŋőě ćżÿě ňőęŋő ďőśńőćŋő ŕőćšőřĺšĳ, śůĺšă£, ůšő (x, y) = (x^1, . . . , x^m, y^1, . . . , y^k), ůšő F | ¡šő ćěłšőř-śšőńąěű şśńőćĺľ ćĺďă (2) (čďě ćňěśšő x ŕěřěňěŋŋă£ ŕőłă őąőğŋăůěŋă ůěřěğ (x, y)), ůšő rang F^′ = k ĺ ůšő ¡šőš řăŋč řěăńĺğşěšś£, ŋăŕřĺňěř, ŋă ŕřőĺğćőďŋőľ F ŕő ŕěřěňěŋŋżň y^1, . . . , y^k, š.ě. F^′_y | őąřăšĺňă.

Ć ¡šőň śńşůăě^{∂f}_{∂y}^{( ∂F}_{∂y}^{)−1} = λ őłăęěšś£ ňăšřĺűěľ-śšřőłőľ (λ_1, . . . , λ_k), ă ťşŋłűĺ£ Ńăčřăŋęă ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď

L = f − λF = f − (λ_1F_1 + · · · λ_kF_k) (5^′)

Šěŕěřĳ ňőęŋő ğăążšĳ ŕřő łăłĺě-šő ćżďěńěŋŋżě ŕő ţőďş řăśśşęďěŋĺľ ŕěřěňěŋŋżě y, ŋă łőšőřżţ řěăńĺğőćżćăńś£ řăŋč F^′ ĺ, ĺňě£ ťşŋłűĺ¿ (1) ĺ şśńőćĺ£ (2), ňőęŋő śřăğş śőśšăćĺšĳ śĺňňěšřĺůŋş¿ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřěňěŋŋżţ ťşŋłűĺ¿ Ńăčřăŋęă (5^′) ĺ ŕőśńě ¡šőčő ŋăŕĺśăšĳ ŋěőąţőďĺňżě şśńőćĺ£ ¡łśšřěňşňă ć ŋăÿěľ ğăďăůě.

Řăśśňőšřĺň ďćă ŕřĺňěřă.

Ŕřĺňěř 1. Ěśńĺ ćěřŋşšĳś£ ł ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżÿě ğăďăůě ő ňăłśĺňăńĳŋőľ ŕńőźăďĺ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ś ğăďăŋŋżň ŕěřĺňěšřőň 2p, šő ŋă £ğżłě ňěšőďă Ńăčřăŋęă řěÿěŋĺě ćżčń£ďěńő ąż šăł. Ŕőśłőńĳłş f(x, y) = xy, ă F (x, y) = x + y − p, šő ťşŋłűĺ£ Ńăčřăŋęă L(x, y, λ) = xy − λ(x + y − p) ĺ śĺśšěňă (4) ĺňěěš ćĺď ∂L ∂x = y − λ = 0, ∂L ∂y = x − λ = 0, ∂L ∂λ = −(x + y − p) = 0

Őšś¿ďă x = y = λ ĺ 2x = 2y = p. Š.ě. ŕőďőğřěŋĺě ŕăďăěš šőńĳłő ŋă łćăďřăš. Ŕő śňżśńş ğăďăůĺ ňăłśĺňşň ć ŋěľ ďőńęěŋ śşźěśšćőćăšĳ, ğŋăůĺš őŋ-šő ĺ ŋăľďěŋ (ňĺŋĺňşň ŕńőźăďĺ řăćěŋ ŋşń¿, ěśńĺ x = 0 ĺńĺ y = 0).

Ŕřĺňěř 2. Ŋăľďěň ¡łśšřěňşňż śĺňňěšřĺůěśłőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőř- ňż f(x) = n∑ i,j=1 a_{ij}x^ix^j (a_{ij} = a_{ji}) (6)

ŋă śťěřě

F (x) = n∑ i=1 (x^i)^2 − 1 = 0 (7)

Ğăŕĺÿěň ťşŋłűĺ¿ Ńăčřăŋęă L(x, λ) = n∑ i,j=1 a_{ij}x^ix^j − λ ( n ∑ i=1 (x^i)^2 − 1 )

ďăŋŋőľ ğăďăůĺ ĺ ś şůěšőň šőčő, ůšő a_{ij} = a_{ji}, ŋěőąţőďĺňżě şśńőćĺ£ { ∂L ∂x^i (x, λ) = 2 (∑ n j=1 a_{ij}(x^j) − λx^i ) = 0 (i = 1, . . . , n) ∂L ∂λ (x, λ) = (^{∑n}_{i=1}(x^i)^2 − 1) (8) ¡łśšřěňşňă.

Ďőňŋőęă£ ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě ŋă x^i ĺ śşňňĺřş£ ğăšěň ćśě ŕěřćżě śőőšŋőÿěŋĺ£, ś şůěšőň ćšőřőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕőńşůĺň, ůšő ć šőůłě ¡łśšřěňşňă ďőńęŋő ążšĳ ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő n∑ i,j=1 a_{ij}x^ix^j − λ = 0 (9)

Śĺśšěňş (8) ąěğ ŕőśńěďŋěčő śőőšŋőÿěŋĺ£ ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě n∑ i,j=1 a_{ij}x^ix^j = λx^i (i = 1, . . . , n) (10)

őšłşďă ćĺďŋő, ůšő λ | śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, ğăďăćăěňőčő ňăšřĺűěľ (a_{ij}), ă x = (x^1, . . . , x^n) | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, őšćěůă¿źĺľ ¡šőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿.

Ŕőśłőńĳłş ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă śťěřě (7) ťşŋłűĺ£ (6) őą£ğăŋă ŕřĺŋĺňăšĳ ć ŋěłőšőřőľ šőůłě ňăłśĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě, śĺśšěňă (8), ă ğŋăůĺš ĺ śĺśšěňă (10), ďőńęŋă ĺňěšĳ řěÿěŋĺě. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőŕşšŋő şśšăŋőćĺńĺ, ůšő ń¿ąă£ ćěźěśšćěŋŋă£ śĺňňěšřĺůěśłă£ ňăšřĺűă (a_{ij} ĺňěěš ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě. İšő ţőřőÿő ĺğćěśšŋżľ ĺğ ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż ťăłš, ść£ğăŋŋżľ ś ŕőśšřőěŋĺěň ąăğĺśă ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć śĺňňěšřĺůěśłőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ůšőąż şłăğăšĳ čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ λ, ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ λ > 0, šő, ŕěřěţőď£ ł łőőřďĺŋăšăň t^i = x^i/ √ λ, ćňěśšő (9) ŕőńşůĺň_{n∑} i,j=1 a_{ij}t^it^j = 1 (11)

ă ćňěśšő (7) n∑ i=1 (t^i)^2 = 1 λ (12)

Ŋő śşňňă ć ńěćőľ ůăśšĺ (12) ěśšĳ łćăďřăš řăśśšő£ŋĺ£ šőůłĺ łćăďřĺłĺ (11) ďő ŋăůăńă łőőřďĺŋăš. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř, śőőšŋőÿěŋĺě (11) ğăďăěš ¡ńńĺŕśőĺď, šő ćěńĺůĺŋă λ^{−1}, őąřăšŋă£ ł śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ, £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ćěńĺůĺŋż őďŋőľ ĺğ ěčő ŕőńşőśěľ.

Ŕőśńěďŋěě ŋăąń¿ďěŋĺě, łśšăšĺ, ŕőłăğżćăěš, ůšő śőőšŋőÿěŋĺ£ (8), ŋěőąţőďĺňżě ďń£ şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă, ěźě ŋě £ćń£¿šś£ ďőśšăšőůŋżňĺ: ćěďĳ, ŋăŕřĺňěř, ć R^3 ¡ńńĺŕśőĺď łřőňě ŋăĺąőńĳÿěľ ĺ ŋăĺňěŋĳÿěľ ŕőńşőśěľ ňőęěš ĺňěšĳ ĺ ŕřőňěęşšőůŋş¿ ŕő ćěńĺůĺŋě ŕőńşőśĳ, ć ń¿ąőľ őłřěśšŋőśšĺ łőŋűă łőšőřőľ ěśšĳ łăł šőůłĺ ąőńěě ąńĺğłĺě ł ŋăůăńş łőőřďĺŋăš, šăł ĺ ąőńěě ďăńěłĺě őš ŋěčő (ŕřőćěřĳšě).

Ěśńĺ ąż ňż ĺśłăńĺ ¡łśšřěňşňż ťşŋłűĺĺ (12) ŋă šăłőň ¡ńńĺŕśőĺďě (11), šő śřěďĺ ŕőďőğřĺšěńĳŋżţ őłăğăńĺśĳ ąż ĺ šőůłĺ, ść£ğăŋŋżě ś ŕřőňěęşšőůŋżňĺ ŕőńşőś£ňĺ, łőšőřżě, ąşďşůĺ łřĺšĺůěśłĺňĺ, ŋě £ćń£¿šś£ šőůłăňĺ ¡łśšřěňşňă.

3. Čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ŋěőąţőďĺňőčő ŕřĺğŋăłă şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă.

Ŕşśšĳ x_0 | šőůłă ¡łśšřěňşňă (ńőłăńĳŋőčő ňĺŋĺňşňă ĺńĺ ńőłăńĳŋőčő ňăłśĺňşňă) ťşŋłűĺĺ f(x), őčřăŋĺůěŋŋőľ ŋă čńăďłş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ S. Ŕşśšĳ x = x(t) ŕşšĳ (ğăłőŋ ďćĺęěŋĺ£ ŋěłőšőřőľ šőůłĺ) ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ S, šăłőľ, ůšő x_0 = x(0). Šőčďă ťşŋłűĺ£ f(x(t)) ĺňěěš ¡łśšřěňşň ŕřĺ t = 0 ĺ ğŋăůĺš df(x(t)) dt | | | | t=0 = f^′(x_0) _x(0) = 0. (13)

Ćěłšőř śłőřőśšĺ v = _x(0) ńěęĺš ć ŕńőśłőśšĺ T_{x0}S, łăśăšěńĳŋőľ ł S ć šőůłě x_0 ĺ, łăł ňż ğŋăěň, ćś£ ŕńőśłőśšĳ (łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő) T_{x0} S śőśšőĺš ĺğ šăłĺţ ćěłšőřőć.

Ěśńĺ śůĺšăšĳ, ůšő f^′(x_0) ≠ 0, š.ě. ůšő x_0 ŋě £ćń£ěšś£ łřĺšĺůěśłőľ ĺ šěň śăňżň ŕőďőğřĺšěńĳŋőľ šőůłőľ şęě śăňőľ ťşŋłűĺĺ f (ă ŋě f|_S ), šő śőőšŋőÿěŋĺě f^′(x_0)(x − x_0) = 0 (14)

ňőęŋő śůĺšăšĳ şřăćŋěŋĺěň ŕńőśłőśšĺ T_{x0} N, łăśăšěńĳŋőľ ł ŕőćěřţŋőśšĺ N = {x|f(x) = f(x_0)} şřőćŋ£ ťşŋłűĺĺ f ć šőůłě x_0.

Śőŕőśšăćń££ (13) ĺ (14), ğăłń¿ůăěň, ůšő ěśńĺ x_0 | šőůłă ¡łśšřěňşňă ťşŋłűĺĺ f|_S (š.ě. šőůłă şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă ťşŋłűĺĺ f(x) ŕřĺ x ∈ S), šő ć ¡šőľ šőůłě ŋěőąţőďĺňő ćżŕőńŋ£ěšś£ śńěďş¿źěě ćłń¿ůěŋĺě:

T_{x0} S ⊂ T_{x0} N (15)

Ŕřĺňěř 3. Ŋăľďěň ¡łśšřěňşňż ťşŋłűĺĺ f(x, y) = xy ŋă őłřşęŋőśšĺ x^2 + y^2 = 1.

Řĺś.1.

Ěśńĺ ŋăřĺśőćăšĳ (śň. řĺś. 1) ńĺŋĺĺ şřőćŋ£ ťşŋłűĺĺ f, šő ć śőőšćěšśšćĺĺ śő śłăğăŋŋżň, ¡łśšřěňşňż f|_S ňőčşš ążšĳ šőńĳłő śřěďĺ őšňěůěŋŋżţ ůěšżřěţ šőůěł ćğăĺňŋőčő łăśăŋĺ£ őłřşęŋőśšĺ ĺ ńĺŋĺľ şřőćŋ£ ťşŋłűĺĺ f. Őśšăěšś£ śřăćŋĺšĳ ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ ĺ şąěďĺšĳś£, ůšő ć šőůłăţ ±(1, 1) f|_S ĺňěěš ňăłśĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě 1, ă ć ďćşţ ďřşčĺţ | ňĺŋĺňăńĳŋőě -1.

Ŋěőąţőďĺňżľ ŕřĺğŋăł (15) şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă ŕřőĺńń¿śšřĺřőćăŋ ŋă řĺśşŋłăţ 2(a, b, c).

Ŕěřćżľ ĺğ ŋĺţ ŕőłăğżćăěš, ůšő ěśńĺ ŕőćěřţŋőśšĳ S ŕěřěśěłăěš ŕőćěřţŋőśšĳ N şřőćŋ£ ťşŋłűĺĺ f, šřăśćěřśăńĳŋő (ŋě łăśăšěńĳŋő), šő (ŕřĺ şśńőćĺĺ ůšő grad f(x_0) ≠ 0) őŋă ŕěřěśěůěš ĺ śőśěďŋĺě şřőćŋĺ łăł ąőńĳÿĺţ, šăł ĺ ňěŋĳÿĺţ ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺĺ f. Ğŋăůĺš ć ¡šőň śńşůăě x_0 ğăćěďőňő ŋě £ćń£ěšś£ šőůłőľ ¡łśšřěňşňă ďń£ f|_S .

Řĺśşŋőł 2b ŕőłăğżćăěš, łăł S, łăśă£śĳ N, ňőęěš ńőłăńĳŋő őłăğăšĳś£ ŕő őďŋş śšőřőŋş N ĺ ťşŋłűĺ£ f|_S ć ¡šőň śńşůăě ąşďěš ĺňěšĳ ńőłăńĳŋżľ ¡łśšřěňşň.

Řĺś.2.

Řĺśşŋőł 2c őąž£śŋ£ěš, ŕőůěňş ŕőńşůěŋŋőě ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě ŋě £ćń£ěšś£ ďőśšăšőůŋżň ďń£ ŋăńĺůĺ£ ¡łśšřěňşňă. Őŋ śőőšćěšśšćşěš őšżśłăŋĺ¿ ¡łśšřěňşňă ťşŋłűĺĺ f(x, y) = y ŋă łřĺćőľ S, ğăďăŋŋőľ şřăćŋěŋĺěň F (x, y) = x^3 − y = 0, ŕřĺ ¡šőň ĺ grad f(0, 0) ≠ 0, ĺ grad F (0, 0) ≠ 0. Łśšăšĺ, ťşŋłűĺ£ y = x^3 śńşęĺš śšăŋďăřšŋżň ŕřĺňěřőň šőčő, ůšő ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě ćŋşšřěŋŋěčő (śćőąőďŋőčő) ¡łśšřěňşňă ŋě £ćń£ěšś£ ďőśšăšőůŋżň. Ŕő śşźěśšćş ğďěśĳ őążčřăŋ šőš ęě ŕřĺňěř.

Řĺś.3.

Ŋăłőŋěű ğăňěšĺň, ůšő ćśě ¡šĺ łăřšĺŋłĺ ĺğőąřăęăńĺ řěčşń£řŋş¿ (ńőłăńĳŋő řăśŕř£ňń£ěňş¿) łăřšĺŋş ŕőćěřţŋőśšěľ (ńĺŋĺľ) şřőćŋ£ řăśśňăšřĺćăěňżţ ťşŋłűĺľ, łőšőřă£, łăł ňż ğŋăěň, ďěľśšćĺšěńĳŋő ĺňěěš ňěśšő ć őłřěśšŋőśšĺ ń¿ąőľ ŋě łřĺšĺůěśłőľ (řěčşń£řŋőľ) šőůłĺ, š.ě. šőůłĺ, čďě ŕřőĺğćőďŋă£ ĺňěěš ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋżľ řăŋč. Ěśńĺ ęě x_0 | łřĺšĺůěśłă£ šőůłă f ĺńĺ F , šő ťőřňşńż (14), (16), őŕřěďěń£ćÿĺě ć řěčşń£řŋőň śńşůăě łăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, ŕěřěśšă¿š ďěľśšćőćăšĳ, ă ćğăĺňŋőě řăśŕőńőęěŋĺě S ĺ N ňőęěš ążšĳ śőćśěň ĺŋżň. Řĺśşŋőł 3, ŋăŕřĺňěř, őšćěůăěš śńşůă¿ f(x, y) = y, F (x, y) = x^2 − y^3. Ŋĺłăłőčő łăśăŋĺ£ S ĺ N ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš ğďěśĳ ŋěš, ă ¡łśšřěňşň (śšřőčĺľ ňĺŋĺňşň f|_S ), őůěćĺďŋő, ĺňěěšś£.

Ğăňěůăŋĺě. Ć śőőšŋőÿěŋĺĺ (15) ćłń¿ůěŋĺě, łőŋěůŋő, ňőęěš ążšĳ ĺ śšřőčĺň: ćěďĳ T_{x0} N | ćśěčďă čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, ă T_{x0} S ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ S, šăł, ůšő ěśńĺ S, ŋăŕřĺňěř, łřĺćă£, šő dim T_{x0}S = 1.

Ěśńĺ ŕőćěřţŋőśšĳ S ğăďăŋă ć ćĺďě śĺśšěňż ść£ğěľ (2), š.ě. ć ćĺďě ćěłšőřŋőčő řăćěŋśšćă F (x) = 0, šő T_{x0} őŕřěďěń£ěšś£, ŕőďőąŋő (14), şřăćŋěŋĺěň (śĺśšěňőľ) F^′(x_0)(x − x_0) = 0 (16)

Ć łőőřďĺŋăšŋőľ ğăŕĺśĺ, śőőšćěšśšćş¿źěľ ťőřňşńăň (1) ĺ (2), şřăćŋěŋĺ£ (14) ĺ (16) ĺňě¿š ćĺď

∂f ∂x^1 (x_0)(x^1 − x^1_0) + · · · + ∂f ∂x^m (x_0)(x^m − x^m_0 ) = 0 (14^′) ĺ ∂F_1 ∂x^1 (x^0)(x^1 − x^{10}) + · · · + ∂F_1 ∂x^m (x^0)(x

m − x^m_0 ) = 0, . . . . . . . . . . . . ∂F_k ∂x^1 (x^0)(x^1 − x^{10}) + · · · + ∂F_k ∂x^m (x^0)(x

m − x^m_0 ) = 0.

(16^′)

Śőőšŋőÿěŋĺě (15) őğŋăůăěš, ůšő łăęďőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż (16^′) £ćń£- ěšś£ řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ (14^′), š.ě. řăćěŋśšćő (14^′) £ćń£ěšś£ śńěďśšćĺěň śĺśšěňż (16^′), ĺńĺ ĺŋăůě, ćěłšőř ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ćěłšőřőć-śšřőł ňăšřĺűż F^′(x_0). Š.ě.

grad f(x_0) = λ_1 grad F_1(x_0) + · · · + λ_k grad F_k(x_0) (15^′)

Šăł, ůšő śőőšŋőÿěŋĺě (15) ć řăśśňăšřĺćăěňőň śńşůăě řăćŋőśĺńĳŋő śőőšŋőÿěŋĺ¿ (15^′) ĺńĺ, ğăŕĺśăŋŋőňş ć ąőńěě łőňŕăłšŋőľ ťőřňě, řăćěŋśšćş

f^′(x_0) = λF^′(x_0) (15^{′′})

Ňż śŋőćă, ŋő şęě ĺğ ďřşčĺţ śőőąřăęěŋĺľ, ŕőńşůĺńĺ ŋěőąţőďĺňżľ ŕřĺğŋăł şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă. Ůšőąż ŕőňŋĺšĳ, ůšő ěźě ĺ F (x_0) = 0 ŕőńěğŋő, łăł ĺ ć (5^′), ĺśŕőńĳğőćăšĳ ťşŋłűĺ¿ Ńăčřăŋęă L(x, λ) = f(x) − λF (x) (17) 4. Ťĺğĺůěśłĺľ (ňěţăŋĺůěśłĺľ) śňżśń ňŋőęĺšěńěľ Ńăčřăŋęă.

Ŕőśłőńĳłş ňż ĺśłăńĺ šőůłş ¡łśšřěňşňă x_0, šő ňż ŕőłă ŋě őůěŋĳ őąřăźăńĺ ćŋĺňăŋĺě ŋă ćśŕőňőčăšěńĳŋżě ŕăřăňěšřż λ = (λ_1, . . . , λ_k), şůăśšćş¿źĺě ć ťşŋłűĺĺ Ńăčřăŋęă (5^′), (17) ĺ ć ŋěőąţőďĺňőň ŕřĺğŋăłě (15^′), (15^{′′}) şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă. Ĺň, őďŋăłő, ňőęŋő ďăšĳ śńěďş¿źş¿ ťĺğĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿.

Ŕşśšĳ ňăšěřĺăńĳŋă£ ůăśšĺűă, ĺňě¿źă£ ćőğňőęŋőśšĳ ŕěřěňěźăšĳś£, ŋě ŕőłĺďă£ ĺďěăńĳŋő čńăďłőľ ŕőćěřţŋőśšĺ S, ŋăţőďĺšś£ ć ŕőšěŋűĺăńĳŋőň ŕőńě śĺń − grad U ś ŕőšěŋűĺăńőň U. Ĺźěň šőůłĺ şśšőľůĺćőčő řăćŋőćěśĺ£ ůăśšĺűż ŋă ¡šőľ ŕőćěřţŋőśšĺ, š.ě. šőůłĺ ńőłăńĳŋőčő ňĺŋĺňşňă ťşŋłűĺĺ U|_S . Ŕřěďŕőńőęĺň ŕőćěřţŋőśšĳ S ğăďăŋă ć ťőřňě őďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ F (x^1, . . . , x^m) = 0, ŕřĺůěň F^′(x) = grad F ≠ 0 ŋă S.

Ěśńĺ ůăśšĺűă ŋăţőďĺšś£ ć řăćŋőćěśĺĺ, šő śşňňă ďěľśšćş¿źĺţ ŋă ŋěě śĺń řăćŋă ŋşń¿. Ş ŋăś ¡šĺţ śĺń ćśěčő ďćě: ďěľśšćĺě ŕőń£ − grad U(x) (ŋăŕřĺňěř, čřăćĺšăűĺőŋŋőčő ŕőń£ ć ćĺďě śĺńż š£ęěśšĺ) ĺ řěăłűĺ£ ść£ğĺ, łőšőřă£ ććĺďş ŕřěďŕőńőęěŋŋőľ ĺďěăńĳŋőľ čńăďłőśšĺ S, ŋăŕřăćńěŋă šőńĳłő ŕő ŋőřňăńĺ ł ŕőćěřţŋőśšĺ. Ğŋăůĺš ć šőůłě řăćŋőćěśĺ£ ďőńęŋő ążšĳ ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő grad U(x_0) = λ grad F (x_0) (18)

ŕřĺůěň, ěśńĺ | grad F (x_0)| = 1, (ůěčő ćśěčďă ňőęŋő ďőąĺšĳś£, ŕőďěńĺć F ŋă | grad F (x_0)|), šő ćěńĺůĺŋă λ łăł řăğ ďăěš ćěńĺůĺŋş śĺńż řěăłűĺĺ ść£ğĺ. Ňż ć šřěšĺľ řăğ ŋěğăćĺśĺňő ŕřĺÿńĺ ł ŋěőąţőďĺňőňş ŕřĺğŋăłş şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă, ś šőľ ńĺÿĳ řăğŋĺűěľ, ůšő šěŕěřĳ ćňěśšő f ťĺčşřĺřşěš ťşŋłűĺ£ U.

Ěśńĺ ďćĺęěŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŋě ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ, ă ŋăŕřĺňěř, ŕő łřĺćőľ (ąşśĺŋłă ŋă ŕřőćőńőůłě), šő ćňěśšő őďŋőčő řăćěŋśšćă F (x^1, . . . , x^m) = 0 ŕő£ćĺšś£ śĺśšěňă (2) řăćěŋśšć ĺ ŕő šěň ęě śőőąřăęěŋĺ£ň ő ŋşńěćőľ řăćŋőďěľśšćş¿źěľ ć ŕőńőęěŋĺĺ řăćŋőćěśĺ£, ŕőńşůĺň ćňěśšő (18) ăŋăńőčĺůŋőě (15^′) řăćěŋśšćő

grad U(x_0) = λ_1 grad F_1(x_0) + · · · + λ_k grad F_k(x_0)

ć łőšőřőň λ_1, . . . , λ_k şłăęşš ćěńĺůĺŋş řěăłűĺľ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ść£ğěľ F_1, . . . , F_k, ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő | grad F_i(x_0)| = 1 ŋă ŕőćěřţŋőśš£ţ S_i (i = 1, . . . , k), ğăďăŋŋżţ şřăćŋěŋĺ£ňĺ F_i(x) = 0 (i = 1, . . . , k).

5. Ăńčěąřăĺůěśłĺľ ăśŕěłš ĺ őąőąźă¿źă£ ťőřňşńĺřőćłă ňěšőďă Ńăčřăŋęă.

Řăśśşęďěŋĺ£, łőšőřżě ążśšřő ŕřĺćěńĺ ŋăś ł čěőňěšřĺůěśłőňş ŕřĺğŋăłş (15) şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă ć řăćŋőľ ňěřě őšŋőś£šś£ ł čńăďłőľ ťşŋłűĺĺ f : X → R, őŕřěďěńěŋŋőľ, ŋăŕřĺňěř, ć ń¿ąőň ćěłšőřŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X (ĺńĺ ěčő ůăśšĺ). Ć řăćěŋśšćě F (x) = 0, ćżďěń£¿źěň ĺŋšěřěśş¿źş¿ ŋăś ůăśšĳ S őąńăśšĺ őŕřěďěńěŋĺ£ f, ňőęŋő śůĺšăšĳ F čńăďłĺň őšőąřăęěŋĺěň F : X → Y ŕřőśšřăŋśšćă X (ĺńĺ ŕőďőąńăśšĺ X) ć ŕřőśšřăŋśšćő Y (šăł ůšő ć řăćěŋśšćě F (x) = 0 ŋőńĳ | ¡šő ŋőńĳ ć Y ).

Ěśńĺ şřăćŋěŋĺ£ (14) ĺ (16) ğăďă¿š śőőšćěšśšćş¿źĺě łăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă T_{x0}N ĺ T_{x0}S, šő, řăśśňăšřĺćă£ ĺţ łăł £ďřă ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ f^′(x_0) : X → R ĺ F^′(x_0) : X → Y , ćłń¿ůěŋĺě (15) ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě

ker F^′(x_0) ⊂ ker f^′(x_0) (15^{′′′})

Ŋő śŕřăćěďńĺćă śńěďş¿źă£ ŕřőśšă£ ăńčěąřăĺůěśłă£ ńěňňă.

Řĺś.4.

X^B−→ Y A ↘ ↙ λ Z

Ńěňňă. Ěśńĺ ńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£ A : X → Z ĺ B :→ Y šăłőćż,

ůšő ker B ⊂ ker A, šő śşźěśšćşěš ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě λ : Y → Z šăłőě, ůšő A = λB (śň. řĺś. 4).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ y = Bx, šő ŕőńőęĺň λy = Ax (ćěďĳ ňż ęěńăěň řăćěŋśšćă A = λB). İšő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő, š.ł. ěśńĺ y = Bx_1 = Bx_2, šő B(x_1 −x_2) = 0, ă šőčďă ŕő şśńőćĺ¿ A(x_1 −x_2) = 0, š.ě. Ax_1 = Ax_2. Ĺšăł, őšőąřăęěŋĺě λ : Y^′ → őŕřěďěńěŋő ŋă B(X) = Y^′ ⊂ Y . Řăğńőęĺć Y ć ŕř£ňş¿ śşňňş Y^′ ⊕ Y^{′′} ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă y, ĺňě£ őďŋőğŋăůŋőě řăğńőęěŋĺě y = y^′+y^{′′}, ŕőńőęĺň λ(y) = λ(y^′). Ňż ŕőśšřőĺńĺ őšőąřăęěŋĺě λ : Y → Z ĺ, őůěćĺďŋő, A = λB.

Ćőğćřăźă£śĳ ł śőőšŋőÿěŋĺ¿ (15^{′′′}), ňőęŋő šěŕěřĳ śłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě λ : Y → R šăłőě, ůšő ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő (15^{′′}).

Šăłĺň őąřăğőň, ťşŋłűĺ£ Ńăčřăŋęă (17), ňěšőď Ńăčřăŋęă ĺ ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě ¡łśšřěňşňă (15), (15^{′′}), (15^{′′′}) őśšă¿šś£ ć śĺńě ĺ ć őąźěľ śĺšşăűĺĺ. Ć šőň śńşůăě, łőčďă Y = R^k, ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ λ : R^k → R ğăďăěšś£ ŋăąőřőň ůĺśńőćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć (λ_1, . . . , λ_k) ĺ řăćěŋśšćő (15^{′′}) łőŋłřěšĺğĺřşěšś£ ć řăćěŋśšćő (15^′).

Ğăňěůăŋĺě. Ć ŕřőćěďěŋŋżţ ćżÿě ĺśśńěďőćăŋĺ£ţ ŋěőąţőďĺňőčő ŕřĺğŋăłă şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă, ć ğăŕĺśĺ (14), (16) łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ňż śůĺšăńĺ f^′(x_0) ĺ F^′(x_0) őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőčő řăŋčă. Ć ŕěřćőň śńşůăě ¡šő őğŋăůăńő, ůšő f^′(x_0) ≠ 0. Ěśńĺ f^′(x_0) = 0, šő šőůłă x_0 ŕőďőğřĺšěńĳŋă ŋě šőńĳłő ć śňżśńě şśńőćŋőčő, ŋő ĺ ć śňżśńě śćőąőďŋőčő ¡łśšřěňşňă ťşŋłűĺĺ f ĺ ŕő¡šőňş ŋě śőďěřęĺš ¡ńěňěŋš ŋőćĺğŋż šěőřĺĺ, ţőš£ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ďőńęŋă ążšĳ şůšěŋă ĺ ťşŋłűĺ£ Ńăčřăŋęă (17) ŕőňĺňő ŋăÿěľ ćőńĺ őą ¡šőň, őůěćĺďŋő, ŕőğăąőšĺńăśĳ. Ňż šřěąőćăńĺ šăłęě ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ řăŋčă F^′(x_0), ŕőďřăğşňěćă£ ś őďŋőľ śšőřőŋż, ůšő ńĺÿŋĺě (ğăćĺśĺňżě) şśńőćĺ£ ćśěčďă ňőęŋő őšąřőśĺšĳ, ă ś ďřşčőľ, ůšő ňż ĺśśńěďşěň šĺŕĺůŋş¿ ŋěőśőąş¿ šőůłş ĺńĺ, łăł čőćőř£š, šőůłş őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£. Őďŋăłő ¡łśšřěňşň ňőęěš őłăğăšĳś£ ć ŋěłőšőřőľ łřĺšĺůěśłőľ šőůłě (čďě rang F^′(x_0) ŋě ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋżľ). İšő ĺğőąřăęěŋő ŋă řĺśşŋłě 3. Łőŋěůŋő, šăłĺě šőůłĺ ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őśőąő. Şďőąŋěě, őďŋăłő, ćłń¿ůĺšĳ ĺţ ć őąźěě řăśśňőšřěŋĺě, ěśńĺ ťşŋłűĺ¿ Ńăčřăŋęă ŕĺśăšĳ ć ćĺďě

L(x, λ) = λ_0f(x) + λF (x) (17^′)

Ěśńĺ λ_0 ≠ 0, šő ¡šă ťşŋłűĺ£ ŕřĺćőďĺš ł šěň ęě şśńőćĺ£ň (şřăćŋěŋĺ£ň) ďń£ šőůěł ¡łśšřěňşňă, ůšő ĺ ťşŋłűĺ£ (17).

Ŋő šěŕěřĳ ć řăśśňőšřěŋĺě ćłń¿ůěŋ ĺ śńşůăľ ćżřőęďěŋĺ£ F^′(x_0), łőšőřőňş ąşďěš őšćěůăšĳ λ_0 = 0.

Ğăďăůă. Ŕřőćěďĺšě ĺśśńěďőćăŋĺě śőőšćěšśšćş¿źěčő řĺśşŋłş 3 ŕřĺňěřă, ĺśŕőńĳğş£ ťşŋłűĺ¿ Ńăčřăŋęă (17^′).

5. Ďőśšăšőůŋżľ ŕřĺğŋăł şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă.

Ďăďĺň ć ğăłń¿ůěŋĺě őďĺŋ ďőśšăšőůŋżľ ŕřĺğŋăł şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă.

Şšćěřęďěŋĺě.Ŕşśšĳ ĺźěšś£ ¡łśšřěňşň ťşŋłűĺĺ f ∈ C^{(2)}(D, R) ŋă

ŕőćěřţŋőśšĺ S ⊂ D, ğăďăŋŋőľ şřăćŋěŋĺěň F (x) = 0 (śĺśšěňă ťşŋłűĺľ łńăśśă C^{(2)}(D, R)).

Ŕşśšĳ L(x, λ) = f(x) − λF (x) | ťşŋłűĺ£ Ńăčřăŋęă ğăďăůĺ ĺ ŕşśšĳ šőůłă x_0 ∈ S ĺ ŕăřăňěšř λ_0 ćżąřăŋż ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ŋěőąţőďĺňżň şśńőćĺěň ¡łśšřěňşňă L^′(x_0, λ_0) = 0

Ć őłřěśšŋőśšĺ x_0 řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ L_0(x) = f(x) − λ_0F (x) ŕěřěňěŋŋőľ x.

Ŕěřćżľ ďĺťťěřěŋűĺăń dL_0 ¡šőľ ťşŋłűĺĺ řăćěŋ ŋşń¿ ŕřĺ x = x_0. Ěśńĺ ŕřĺ ¡šőň ěě ćšőřőľ ďĺťťěřěŋűĺăń | łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă d^2L ć šőůłě x = x_0 ŕőńőęĺšěńĳŋő ĺńĺ őšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă ŋă ćěłšőřăţ ŕřőśšřăŋśšćă T_{x0} S, šő ťşŋłűĺ£ f|_S ĺňěěš ć x_0 śšřőčĺľ ńőłăńĳŋżľ ňĺŋĺňşň ĺńĺ śšřőčĺľ ńőłăńĳŋżľ ňăłśĺňşň śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ěśńĺ ęě ¡šă ťőřňă ňőęěš ŋă T_{x0} ŕřĺŋĺňăšĳ ğŋăůěŋĺ£ řăğŋżţ ğŋăłőć, šő x_0 ŋě £ćń£ěšś£ šőůłőľ ¡łśšřěňşňă ťşŋłűĺĺ f|_S.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăňěšĺň ŕřěęďě ćśěčő, ůšő L(x, λ) = f(x) ŕřĺ x ∈ S, ŕő¡šőňş f(x) − f(x_0) = L_0(x) − L_0(x_0) ŕřĺ x ∈ S. Şůĺšżćă£ ¡šő, ĺğşůĺň ŕőćěďěŋĺě ŕőśńěďŋěľ řăğŋőśšĺ ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ x_0 ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ S. Ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă

L_0(x) − L_0(x_0) = 1 2 d^2L_0(x_0)(x − x_0)^2 + o(|x − x_0|^2) (19)

Ěśńĺ x^′ | ŕřőěłűĺ£ šőůłĺ x ∈ S ŋă ŕřőśšřăŋśšćő T_{x0}S (ŋăŕřăćńěŋĺě ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źěľ řăğňěřŋőśšĺ ŕřĺ ¡šőň ŋě śşźěśšćěŋŋő, ŋő ťĺłśĺřőćăŋő), šő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŕřĺ x → x_0 ĺňěěň x − x_0 = (x^′ − x_)) + o(|x^′ − x_0|).

Ğŋăůĺš ć ŕřăćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă (19) ćňěśšő x ňőęŋő ŕőśšăćĺšĳ x^′. Šőčďă ćěłšőř x^′ − x_0 őłăęěšś£ ć ŕřőśšřăŋśšćě T_{x0} S, ĺ ňż ŕřĺţőďĺň ł śšăŋďăřšŋőňş ăŋăńĺğş ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ ĺńĺ őšřĺűăšěńĳŋőśšĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż (19) şęě ŋě ŋă S, ă ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě T_{x0} S. Ŋő ĺňěŋŋő šăłőľ ăŋăńĺğ ňż şęě ŕřőďěńăńĺ, ďőłăğżćă£ ďőśšăšőůŋżě şśńőćĺ£ ŋăńĺůĺ£ ĺńĺ őšśşšśšćĺ£ őążůŋőčő ćŋşšřěŋŋěčő ¡łśšřěňşňă ťşŋłűĺĺ.

Łőŋšřőńĳŋżľ ćőŕřőś:

1. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ěśńĺ ć šőůłě x_0 ∈ S ćżŕőńŋěŋ ŋěőąţőďĺňżľ ŕřĺğŋăł şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă ťşŋłűĺĺ f ŋă S, šő df(x_0)v = 0 ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă v ∈ T_{x0} S? (Łőŋěůŋő!)

2. Ňőęŋő ńĺ šőčďă ć řăćěŋśšćě (19) ćňěśšő L_0 ćś¿ďş ŕőśšăćĺšĳ śăňş ťşŋłűĺ¿ f? (Ŕőůěňş?)

Ćő ňŋőčĺţ ăśŕěłšăţ ŕőşůĺšěńĳŋż śńěďş¿źĺě ŕřőśšżě ć ćżůĺśńĺšěńĳŋőň ĺ čěőňěšřĺůěśłőň ŕńăŋě ŕřĺňěřż, ŋă łőšőřżţ ňőęŋő şćĺďěšĳ ĺ ŕřőźşŕăšĳ łăł ŋěőąţőďĺňżě, šăł ĺ ďőśšăšőůŋżě şśńőćĺ£ ¡łśšřěňşňă, ć šőň ůĺśńě řőńĳ ŕăřăňěšřőć ĺ ŋěťőřňăńĳŋş¿ řőńĳ śăňőľ ťşŋłűĺĺ Ńăčřăŋęă.

Ğăďăůă.

1. Ŋăľďĺšě ¡łśšřěňşňż ťşŋłűĺĺ f(x, y) = x^2+y^2 ŋă ¡ńńĺŕśě F (x, y) = x^2/a^2 + y^2/b^2 − 1 = 0 (0 < a < b).

2. Őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ğďěśĳ ěśšĳ ĺ ňĺŋĺňşňż ĺ ňăłśĺňşňż, ţőš£ ťőřňă d^2f ćő ćśěţ šőůłăţ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă.

3. Ćżŕőńŋĺšě ŕřěďżďşźĺě ğăďăŋĺ£ ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł ťşŋłűĺĺ f(x, y, z) = x^2 +y^2 +z^2 ŋă ¡ńńĺŕśőĺďě F (x, y, z) = x^2/a^2 +y^2/b^2 +z^2/c^2 −1 = 0 (0 < a < b < c) ĺ şąěďĺšěśĳ ěźě řăğ, ůšő ŕřĺćěďěŋŋżě ŋěőąţőďĺňżě şśńőćĺ£ ¡łśšřěňşňă, ćőőąźě čőćőř£, ŋě £ćń£¿šś£ ďőśšăšőůŋżňĺ.