14.11.95

ìÅËÃÉÑ 8

óŒÅÒÔËÁ

óŒÅÒÔËÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ R

R ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ, dx | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ.

óŒÅÒÔÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ R.

f ∗ g(x)^{def}= ∫ f(x − y)g(y)dy:

äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ:^∫ |f|dx < ∞ É |g| ≤ c ÉÌÉ ∫ |g|dx < ∞.

óŒÏÊÓÔŒÁ ÓŒÅÒÔËÉ:

1) ÜÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÓŒÅÒÔÙŒÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ; 2) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ) f ∗ g(x) =^∫ f(z)g(x − z)dz = g ∗ f (ÇÄÅ z = x − y);

3) ÅÓÌÉ f É g ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ, ÔÏ ÓŒÅÒÔËÁ ÔÏÖÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ É^∫ |f ∗g|dx ≤ ∫ |f|dx ∫ |g|dx ÉÌÉ ||f ∗ g||_1 ≤ ||f||_1 · ||g||_1. óÌÅÄÓÔŒÉÅ. óŒÅÒÔËÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L1(R) ÓÕÍÍÉÒÕ-

ÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÎÏÒ- ÍÏÊ: ||f||_1 := ∫ |f|dx. 4) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ F (f ∗ g) = F (f)F (g) É ÉÎÉÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ f; g ∈ L^1, ÔÏ F (f ∗ g) = F (f)F (g) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ._∫ e^{−2ıix}dx ∫ f(x − y)g(y)dy = ∫ ∫ e^{−2ıix}f(x − y)g(y)dxdy = ∫ ∫ e^{−2ıi(z+y)} f(z)g(y)dzdy = ∫ e^{−2ıiz}f(z)dz ∫ e^{−2ıiy}g(y)dy = F (f)F (g);

ÚÄÅÓØ ÓÄÅÌÁÎÁ ÚÁÍÅÎÁ x − y = z, x = z + y, ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ J = ( 1 −1 0 1 ) ÉÍÅÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄŒÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÅÎÁ ÔÅÏ-

ÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ.

F^{−1}(’ ) = F^{−1}(’) ∗ F^{−1}( ):

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ F (f · g) = F (f) ∗ F (g) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f; g ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ûŒÁÒÃÁ S(R):

óŒÅÒÔËÁ ÎÅÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, Á g | ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ôÏÇÄÁ ÓŒÅÒÔËÁ f ∗ g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ.

ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÕÓÔØ K | ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ≡ ȷ = ’dx, ÇÄÅ ’ | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_k. íÙ ÐÉÛÅÍ ȷ_k → 0 ÅÓÌÉ:

1) ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË [-c,c], ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ȷ_k = 0 ŒÎÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ.

2)^{dj’k}_{dxj} → 0 ÐÒÉ k → 0.

ôÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÎÕÌÀ. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ ȷ_k → ȷ ⇔ (ȷ_k − ȷ) → 0. åÓÌÉ ȷ_k → ȷ, ff_k → ff Œ K, ÔÏ (ȷ_k + ff_k) → (ȷ + ff).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÉ-

ÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ K(R): U : K(R) → C , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

u(aȷ + bff) = au(ȷ) + bu(ff) (ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ);

u(ȷ_k) → u(ȷ); ÅÓÌÉ ȷ_k → ȷ (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ):

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K^′. óÌÁÂÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ: u_k^{ÓÌÁÂÏ}=⇒ u ÅÓÌÉ u_k(ȷ) → (ȷ) ∀ȷ ∈ K (ÓÌÁÂÁÑ ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔØ | ÐÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ).

ðÒÉÍÅÒÙ:

I. ðÕÓÔØ f ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ). [f] | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ [f](ȷ) :=^∫ f’dx; ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ^∫ f’_kdx → ∫ f’dx.

II. äÅÌØÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ‹a(ȷ) = ’(a). III. éÎÔÅÇÒÁÌ ëÏÛÉ^{[ 1}_x^] (ȷ) = lim_{›→0}^∫_{|x|>›}^’_x dx.

ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ 1) ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ.

2) õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÕÓÔØ h ∈ C^∞(R) É u ∈ K^′(R). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ hu(ȷ) = u(hȷ). úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ ÏÂÙÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÔÏ [hf]ȷ = ∫ hf’dx =^∫ f(h’)dx, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

3) äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ du dx (ȷ) = −u(’^′dx)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ [f^′](ȷ) =^∫ f^′’dx = −^∫ f’^′dx+ 0 ↑ ↑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ Ô.Ë.’ − ÆÉÎÉÔÎÁ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ

4) ÓŒÅÒÔËÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÚ K. ff | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉ- ÎÉÔÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ff = (x)dx).

[f ∗ ff](ȷ) = =^{∫ ∫} f(y) (x − y)dy’dx^{ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æ ÕÂÉÎÉ}=^∫ f(y) [^∫ (x − y)’(x)dx] dy = (ÐÏÌÁÇÁÅÍ »ff = » dx; ÇÄÅ » (x) = (−x)) =^∫ f(y)(^∫ » (y − x)’(x)dx)dy =^∫ f( » ∗ ȷ)dy = [f](»ff ∗ ȷ) ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ (ff ∗ u)(ȷ) = u(»ff ∗ ȷ). ðÒÉÍÅÒÙ.

IV. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ‹ ÆÕÎËÃÉÉ

‹^′a = d‹a dx ‹a^′(ȷ) = −‹a(ȷ^′) = −’^′(a):

òÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ äÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ K, ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ȷ_n = ’_ndx, ÇÄÅ ’_n ÓÌÁÂÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ‹_0.

œÙÂÉÒÁÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’_1 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ^∫ ’_1dx = 1 É ÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ

’_n(x) = n’_1(nx) É ȷ_n = ’_1(nx)d(nx):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ^∫ ȷ_n =^∫ ’_1(nx)d(nx) =^∫ ’_1(y)dy = 1 (ÐÏÄÏÂÎÏ ‹- ÆÕÎËÃÉÉ).

úÁÄÁÞÁ 2.

åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ‹-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ȷ_n}, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ u ∈ K^′ u ∗ ȷ_n^{ÓÌÁÂÏ}=⇒ u.

úÁÄÁÞÁ 3.

∀u ∈ K^′; ∀ff ∈ K : u ∗ ff ∈ C^∞(R):

áÌÇÏÒÉÔÍ ÔÏÍÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ðÕÓÔØ g(p; ¸) | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x; y):

úÁÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:

f(x; y) = − 1 2ı^2 ∫ (g^′ ∗ 1 p )(x cos ¸ + y sin ¸; ¸)d¸ = = − 1 2ı^2 ∫ g ∗ [ 1 p ]′ (x cos ¸ + y sin ¸; ¸)d¸

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÅ f ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÔËÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ.

éÄÅÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ^{[ 1}_p^{]′} ÎÁ ÅÅ ÓŒÅÒÔËÕ Ó ÄÅÌØÔÁÏÂÒÁÚÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ :^{[ 1}_p^{]′} ∗ .