Ńěłűĺ£ 3

Şŕřăęŋěŋĺě. π1(S^n ) = 0 ŕřĺ n ≥ 2.

Ğăćĺśĺňőśšĳ őš őšňěůěŋŋőľ šőůłĺ. Ŕřĺ őŕřěďěńěŋĺĺ čőňőšőŕĺ-

ůěśłĺţ čřşŕŕ ćżďěń£ńăśĳ őšňěůěŋŋă£ šőůłă. Ůšő ŕřőĺğőľďěš, ěśńĺ ňż ćżąěřěň ďřşčş¿ őšňěůěŋŋş¿ šőůłş? (Ŕřĺ ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćő X śůĺšăěšś£ ńĺŋěľŋő ść£ğŋżň; ďń£ ŋěść£ğŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋşęŋő ŕő őšďěńĳŋőśšĺ řăśśňăšřĺćăšĳ ěčő łőňŕőŋěŋšż ńĺŋěľŋőľ ść£ğŋőśšĺ.) Śşźěśšćşěš śŕőśőą őšőęďěśšćĺšĳ π_1(X, x_0) ś π_1(X, x0), ŋő ¡šő őšőęďěśšćńěŋĺě őŕřěďěńěŋő ŋě őďŋőğŋăůŋő. Ŕřĺ őšőęďěśšćńěŋĺĺ ňż ŕőďřăğşňěćăěň ĺğőňőřťĺğň.

Ĺğőňőřťĺğň ňěęďş čřşŕŕăňĺ π_1(X, x_0) ĺ π_1(X, x0) ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ćőğĳňěň ŕşšĳ l, śőěďĺŋ£¿źĺľ šőůłşx_0 ś šőůłőľ x0. Ŕěšńě ć x0 śőŕőśšăćĺň ŕěšń¿ ć x_0, łőšőřă£ şśšřőěŋă šăł:

ŕěřćă£ ěě šřěšĳ | ŕşšĳ l őš x_0 ďő x0, ćšőřă£ šřěšĳ | ŕěšń£ ć x0, ŕőśńěďŋ££ šřěšĳ | őąřăšŋżľ ŕşšĳ l�^1 ĺğ x0 ć x_0.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ¡šő őšőąřăęěŋĺě ŕěšěńĳ őŕşśłăěšś£ ďő őšőąřăęěŋĺ£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżţ čřşŕŕ

π_1(X, x0) → π_1(X, x_0),

šő ěśšĳ čőňőšőŕŋżň ŕěšń£ň śőőšćěšśšćş¿š čőňőšőŕŋżě ŕěšńĺ. Ăŋăńőčĺůŋő śšřőĺšś£ őšőąřăęěŋĺě

π_1(X, x_0) → π_1(X, x0),

ś ŕőňőźĳ¿ őąřăšŋőčő ŕşšĺ l�^1 ĺğ x0 ć x_0.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕőśšřőěŋŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ćğăĺňŋő őąřăšŋż ĺ śőţřăŋ£¿š čřşŕŕőćş¿ őŕěřăűĺ¿. Ć ŕěřćőň śńşůăě ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕěšńĺ ll�^1all�^1 ĺ a čőňőšőŕŋż, ă ćő ćšőřőň śńşůăě ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕěšńĺ l�^1abl ĺ l�^1all�^1bl čőňőšőŕŋż. Ć őąőĺţ śńşůă£ţ ňż ŕőńĳğşěňś£ šěň, ůšő şůăśšőł ll�^1 ňőęŋő şŋĺůšőęĺšĳ.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ l ĺ l0 | ďćă ŕşšĺ ĺğ x_0 ć x0. Ŕőśňőšřĺň, łăł őšńĺůă- ¿šś£ őŕřěďěń£ěňżě ĺňĺ ĺğőňőřťĺğňż. Ďń£ ¡šőčő őšőąřăğĺň π_1(X, x0) ć π_1(X, x_0) ś ŕőňőźĳ¿ ŕşšĺ l, ă ğăšěň őšőąřăğĺň π_1(X, x_0) őąřăšŋő ć π_1(X, x0) ś ŕőňőźĳ¿ ŕşšĺ (l0)�^1. Ŕřĺ ¡šőň ŕěšń£ a ć x0 ŕěřěţőďĺš śŋăůăńă ć ŕěšń¿ l�1_{al}, ă ğăšěň ¡šă ŕěšń£ ŕěřěţőďĺš ć ŕěšń¿_l0_l�1_a(_l0_l�1)�1. Ğďěśĳ_c =_l0_l�1 | ŕěšń£ ć x0. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśšřőěŋŋżľ ăćšőňőřťĺğň čřşŕŕż π_1(X, x0) ĺňěěš ćĺď a → cac�^1, čďě c | ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż. Šăłĺě ăćšőňőřťĺğňż ŋăğżćă¿š ćŋşšřěŋŋĺňĺ.

Ĺšăł, ĺğőňőřťĺğň π_1(X, x_0) → π_1(X, x0) őŕřěďěńěŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ćŋşšřěŋŋěčő ăćšőňőřťĺğňă.

Ŕřĺňěřŋő šăł ęě ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺ ĺğőňőřťĺğň čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ π_n(X, x0) ĺ π_n(X, x_0). Ć ¡šőň śńşůăě śťěřőĺďş ś ŋăůăńőň ć šőůłě x0 ŋşęŋő śőŕőśšăćĺšĳ śťěřőĺď ś ŋăůăńőň ć šőůłě x_0. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŋă śťěřě őšňěůěŋŋă£ šőůłă | śěćěřŋżľ ŕőń¿ś. Řăśśňőšřĺň śěůěŋĺ£ śťěřż ŕńőśłőśš£ňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ¡łćăšőřş. Łăęďőě šăłőě śěůěŋĺě, ńěęăźěě ć śěćěřŋőň ŕőńşÿăřĺĺ, śš£ŋěň ć šőůłş (řĺś. 1).

Řĺś. 1

Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň śťěřş, ł łőšőřőľ ŕřĺďěńăŋ őšřěğőł. İšőš őšřěğőł őšőąřăğĺň ŋă ŕşšĳ x_0x0, ă śťěřş őšőąřăğĺň ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ğăďăŋŋżň śťěřőĺďőň ć šőůłě x0. Ć řěğşńĳšăšě śťěřőĺďş ć šőůłě x0 ňż śőŕőśšăćĺň śťěřőĺď ć šőůłě x_0. İšő őšőąřăęěŋĺě őŕşśłăěšś£ ďő őšőąřăęěŋĺ£ čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ

π_n(X, x0) → π_n(X, x_0).

Őšőąřăęěŋĺě čřşŕŕ śőţřăŋ£ěš čřşŕŕőćş¿ őŕěřăűĺ¿. Őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě ŕőńşůăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ őąřăšŋőčő ŕşšĺ ĺğ x0 ć x_0. Ŕőśšřőěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕşšĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ A ĺ B | šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă ś őšňě-

ůěŋŋżňĺ šőůłăňĺ a_0 ∈ A ĺ b_0 ∈ B. Řăśśňőšřĺň ŋěść£ğŋőě őąžěďĺŋěŋĺě šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć A ĺ B ĺ ŕřőťăłšőřĺğşěň ěčő ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ a_0 ∼ b_0 (šő ěśšĳ śłńěĺň šőůłĺ a_0 ĺ b_0). Ŕőńşůěŋŋőě šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćă¿š ąşłěšőň ŕřőśšřăŋśšć A ĺ B ĺ őąőğŋăůă¿š (A, a_0) ∨ (B, b_0).

Ğăďăůă. Ŋă čřşŕŕě πk(S^k ∨ S^1) ăćšőňőřťĺğňż ĺğ čřşŕŕż π1 ďěľśšćş¿š

ŋěšőęďěśšćěŋŋő.

Ŋă ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ążńő ććěďěŋő őšŋőÿěŋĺě čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă X ĺ X0 čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă Y ĺňěěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ňŋőęěśšćăňĺ ˝(Y, X) ĺ ˝(Y, X0).

(Şďőąŋő śůĺšăšĳ, ůšő Y | ŕřőśšřăŋśšćő ś őšňěůěŋŋőľ šőůłőľ ĺ ňż řăśśňăšřĺćăěň čőňőšőŕĺĺ, śőţřăŋ£¿źĺě őšňěůěŋŋş¿ šőůłş. Ťőřňşńĺřőćłă šěőřěňż ĺ ěě ďőłăğăšěńĳśšćő ćěřŋż ĺ ďń£ ŕřőśšřăŋśšć ś őšňěůěŋŋőľ šőůłőľ ĺ ďń£ ŕřőśšřăŋśšć ąěğ őšňěůěŋŋőľ šőůłĺ.)

Šřěąşěňőě śőőšćěšśšćĺě ğăďăěšś£ ŕřőśšő łőňŕőğĺűĺ£ňĺ ś čőňőšőŕĺůěśłĺňĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśš£ňĺ, šő ěśšĳ őšőąřăęěŋĺ¿ φ : Y → X śőŕőśšăćń£ěň őšőąřăęěŋĺě f ∘ φ : Y → X0, ă őšőąřăęěŋĺ¿ ψ : Y → X0 śőŕőśšăćń£ěň őšőąřăęěŋĺě g ∘ ψ : Y → X. İšĺ őšőąřăęěŋĺ£ čőňőšőŕĺůěśłĺ ćğăĺňŋő őąřăšŋż. Ć śăňőň ďěńě, őšőąřăęěŋĺ¿ φ : Y → X ĺţ łőňŕőğĺűĺ£ śőŕőśšăćń£ěš őšőąřăęěŋĺě g ∘ f ∘ φ, čőňőšőŕŋőě φ, šăł łăł őšőąřăęěŋĺě g ∘ f čőňőšőŕŋő šőęďěśšćěŋŋőňş. §śŋő šăłęě, ůšő čőňőšőŕŋżň őšőąřăęěŋĺ£ň φ ĺ φ0 śőŕőśšăćń£¿šś£ čőňőšőŕŋżě őšőąřăęěŋĺ£ f ∘ φ ĺ f ∘ φ0.

Ŕőśšřőěŋŋőě őšőęďěśšćńěŋĺě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă čőňőšőŕĺůěśłĺţ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšěľ f ĺ g.

İšő őšőęďěśšćńěŋĺě ěśšěśšćěŋŋő ŕő Y ć śńěďş¿źěň śňżśńě. Ŕşśšĳ ğăďăŋő ŕřőśšřăŋśšćő Y 0 ĺ őšőąřăęěŋĺě λ : Y → Y 0. Šőčďă ćőğŋĺłăěš őšőąřăęěŋĺě ˝(Y 0, X) → ˝(Y, X), ŕřĺ łőšőřőň őšőąřăęěŋĺ¿ φ0 : Y 0 → X0 śőŕőśšăćń£ěšś£ őšőąřăęěŋĺě φ = φ0λ : Y → X. Ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă Y 0 šőęě ĺňěěšś£ őšőęďěśšćńěŋĺě ˝(Y 0, X) ↔ ˝(Y 0, X0), ŕő¡šőňş ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň ďĺăčřăňňş ˝(Y, X) ←→ ˝(Y, X0) ↑ ↑ ˝(Y 0, X) ←→ ˝(Y 0, X0) . Śőőšćěšśšćĺě ŋăğżćăěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň (ťşŋłšőřĺăńĳŋżň), ěśńĺ šăłă£ ďĺăčřăňňă łőňňşšăšĺćŋă, šő ěśšĳ ćśě ďőŕşśšĺňżě łőňąĺŋăűĺĺ ŕşšěľ ŕő śšřěńłăň ŕřĺćőď£š ł őďŋőňş ĺ šőňş ęě řěğşńĳšăšş. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, łăęďżľ ¡ńěňěŋš ćśěčďă ŕőŕăďăěš ć őďĺŋ ĺ šőš ęě ¡ńěňěŋš, ŋěğăćĺśĺňő őš ŕşšĺ ŕő śšřěńłăň.

Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň čőňőšőŕĺůěśłă£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ňěęďş X ĺ X0 ğăďăěš őšőęďěśšćńěŋĺě ˝(X, Z) ś ˝(X0, Z). İšő śőőšćěšśšćĺě ťşŋłšőřĺăńĳŋő ŕő Z, šő ěśšĳ ďń£ őšőąřăęěŋĺ£ Z0 → Z ďĺăčřăňňă ˝(X, Z0) ←→ ˝(X0, Z0) ↓ ↓ ˝(X, Z) ←→ ˝(X0, Z) łőňňşšăšĺćŋă.

Ŕřĺňěřż čőňőšőŕĺůěśłĺţ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

1) X ĺ I × X čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż.

2) Ńěŋšă Ň-ěąĺşśă čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋă S^1.

3) Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő GL(R^n) = GL(n, R) (ňăšřĺűż řăğňěřőň n × n ś ŋěŋşńěćżň őŕřěďěńĺšěńěň) čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő (ă) O(R^n) = O(n, R) | őřšőčőŋăńĳŋżě ňăšřĺűż; (ą) SL(n, R) | ňăšřĺűż ś őŕřěďěńĺšěńěň 1.

Ŋăłřżšĺ£

Őšőąřăęěŋĺě p : X → Y , čďě ŕřőśšřăŋśšćő Y ńĺŋěľŋő ść£ğŋő, ŋăğżćă¿š

ŋăłřżšĺěň, ěśńĺ ş ń¿ąőľ šőůłĺ y ∈ Y ěśšĳ šăłă£ őłřěśšŋőśšĳ U , ůšő ěě

ŕřőőąřăğ p�^1(U ) čőňěőňőřťěŋ ŋěłőšőřőňş łőńĺůěśšćş ¡łğěňŕń£řőć U (šő ěśšĳ p�^1(U ) = U × △, čďě △ | ďĺśłřěšŋőě šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő), ŕřĺůěň ¡šőš čőňěőňőřťĺğň śőčńăśőćăŋ ś őšőąřăęěŋĺěň p ć šőň śňżśńě, ůšő ěśšěśšćěŋŋă£ ŕřőěłűĺ£ ŋă śőňŋőęĺšěńĳ U × △ → U śőćŕăďăěš ś őšőąřăęěŋĺěň p, šő ěśšĳ ďĺăčřăňňă p�1(_U ) =_{U × △} p↘ ↙ U łőňňşšăšĺćŋă. Ěśńĺ △ śőśšőĺš ĺğ k šőůěł, šő ŋăłřżšĺě ŋăğżćă¿š kńĺśšŋżň.

Ŕřĺňěřż ŋăłřżšĺľ. (1) S^k → RP^k.

(2) S^1 = {z ∈ C fi fi fi|z| = 1} → S^1, z → z^k. (3) R^1 → S^1, t → cos t + i sin t.

Ćăęŋżň ŕřĺňěřőň ŋăłřżšĺ£ £ćń£ěšś£ šăłęě ŋăłřżšĺě čřăśśňăŋĺăŋőć.

Ňŋőčőőąřăğĺěň Čřăśśňăŋă Gk(R^n) ŋăğżćă¿š ňŋőęěśšćő ćśěţ k-ňěřŋżţ

ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć R^n. Őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň Čřőśśňăŋă G^+_k (R^n) ŋăğżćă¿š ňŋőęěśšćő ćśěţ k-ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć R^n ś ğăďăŋŋżňĺ ŋă ŋĺţ őřĺěŋšăűĺ£ňĺ.

Ŋăŕřĺňěř, G_1(R^n) = RP^n�^1, G^+_1 (R^n) = S^n�^1, G_n�_1(R^n) = RP^n�^1 ĺ ćőőąźě G_k(R^n) = G_n�_k(R^n). Ŕőśńěďŋěě őšőęďěśšćńěŋĺě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż. Ă őšőęďěśšćńěŋĺě G^+_k (R^n) = G^+_n�_k(R^n) ğăćĺśĺš ěźě ĺ őš ćżąőřă őřĺěŋšăűĺĺ ć R^n.

Ĺňěěšś£ ďćşńĺśšŋőě ŋăłřżšĺě G^+_k (R^n) → G_k(R^n) (ğăążćăŋĺě őřĺěŋšăűĺĺ); ¡šő ŋăłřżšĺě őąőąźăěš ŋăłřżšĺě S^n → RP^n.

Ćőŕřőś. Łăłĺě ążćă¿š ŋě¡łćĺćăńěŋšŋżě ŋăłřżšĺ£ ŋăď śťěřőľ S^2?

Śŋăůăńă ŋşęŋő ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŋăłřżšĺľ. Ŋăłřżšĺ£ p_1 : X_1 → Y ĺ p_2 : X_2 → Y ŋăğżćă¿š ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš šăłőľ čőňěőňőřťĺğň f : X_1 → X_2, ůšő ďĺăčřăňňă

X_1^f−→ X_2 p_1↘ ↙ p_2 Y łőňňşšăšĺćŋă. Čőňěőňőřťĺğň f őšőęďěśšćń£ěš ŋăąőř őłřěśšŋőśšěľ p�1_1 (_U ) =_{U × △1} ś ŋăąőřőň őłřěśšŋőśšěľ_p�1_2 (_U ) =_{U × △2}.

Ĺğ şśńőćĺ£ ńĺŋěľŋőľ ść£ğŋőśšĺ ąăğż ŋăłřżšĺ£ Y śńěďşěš, ůšő ďĺśłřěšŋőě ňŋőęěśšćő △ őďŋő ĺ šő ęě ďń£ ćśěţ šőůěł y ∈ Y . Ć śăňőň ďěńě, śőěďĺŋĺň šőůłĺ y_1, y_2 ∈ Y ŋěłőšőřżň ŕşšěň. Ŕőłřőěň ¡šőš ŕşšĳ őłřěśšŋőśš£ňĺ, şůăśšćş¿źĺňĺ ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŋăłřżšĺ£. Ĺğ ¡šőčő ŕőłřżšĺ£ łőňŕăłšŋőčő ňŋőęěśšćă őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ňőęŋő ćżąřăšĳ łőŋěůŋőě ŕőďŕőłřżšĺě. §śŋő, ůšő ďń£ šőůěł őďŋőľ ĺ šőľ ęě őłřěśšŋőśšĺ U ňŋőęěśšćő △ őďŋő ĺ šő ęě. Ŕő¡šőňş ňŋőęěśšćő △ őďŋő ĺ šő ęě ďń£ šőůěł y_1 ĺ y_2. Łřőňě šőčő, ćżąőř ŕşšĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěš őšőęďěśšćńěŋĺě šőůěł ňŋőęěśšć p�1(_{y1}) ĺ_p�1(_{y2}). Ŕő¡šőňş, ěśńĺ ğăďăŋ ŕşšĳ_φ : [0_, 1]_{→ Y} ĺ ğăďăŋă šőůłă

x ∈ p�^1(0), šő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŕşšĳ ˘ : [0, 1] → X, ďń£ łőšőřőčő ˘(0) = x ĺ p˘ = φ. Ŕşšĳ ˘ ŋăğżćă¿š ŕőďŋ£šĺěň ŕşšĺ φ; őŋ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŋăůăńĳŋőľ šőůłőľ x. Ŕő£śŋĺň ěźě řăğ ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ďő łăłőľ-šő šőůłĺ őłřěśšŋőśšĺ ŕőďŋ£šĺě şęě őŕřěďěńěŋő, šő őŋő őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋő ďń£ ćśěţ šőůěł őłřěśšŋőśšĺ. Ŕő¡šőňş ŕőďŋ£šĺě ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ, ŕěřěţőď£ őš őďŋőľ őłřěśšŋőśšĺ ł ďřşčőľ. Ă ćěśĳ ŕşšĳ ŕőłřżš łőŋěůŋżň ůĺśńőň šăłĺţ őłřěśšŋőśšěľ.