Ńěłűĺĺ 4{5

Łńěšőůŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, CW -łőňŕńěłśż. Šőŕőńőčĺ£ őążůŋő ĺňě-

ěš ďěńő ńĺÿĳ ś ďőśšăšőůŋő ţőřőÿĺňĺ šőŕőńőčĺůěśłĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ă ĺňěŋŋő, ś łńěšőůŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Ďřşčĺě ŕřőśšřăŋśšćă ĺśŕőńĳğş- ¿šś£ řăğćě ůšő ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ řăğńĺůŋżţ łőŋšřŕřĺňěřőć.

Łńěšőůŋżě ŕřőśšřăŋśšćă śłńěĺćă¿šś£ ĺğ łńěšőł, šő ěśšĳ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć, čőňěőňőřťŋżżţ ÿăřş. Ŕřěęďě ůěň ďăćăšĳ ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě, řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřżě ŕřĺňěřż łńěšőůŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Šőř T^2 ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, śłńěĺć ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě śšőřőŋż łćăďřăšă. İšő ŕőğćőń£ěš ŕřěďśšăćĺšĳ šőř łăł őąžěďĺŋěŋĺě őďŋőľ 2-ňěřŋőľ łńěšłĺ, ďćşţ 1-ňěřŋżţ łńěšőł ĺ őďŋőľ 0-ňěřŋőľ łńěšłĺ.

Ďń£ śťěřż S^2 ěśšĳ ďćă śšăŋďăřšŋżţ łńěšőůŋżţ řăğąĺěŋĺ£, łőšőřżě ůăśšő ĺśŕőńĳğş¿šś£. Ćő-ŕěřćżţ, śťěřş ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł őąžěďĺŋěŋĺě 0-ňěřŋőľ łńěšłĺ ĺ ěě ďőŕőńŋěŋĺ£ | 2-ňěřŋőľ łńěšłĺ. Ćő-ćšőřżţ, śťěřş ňőęŋő řăğďěńĺšĳ ¡łćăšőřőň ŋă ďćě ůăśšĺ, ă ¡łćăšőř ňőęŋő řăğďěńĺšĳ ŋă ďćě ůăśšĺ ŕăřőľ ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ šőůěł; ć ¡šőň řăğąĺěŋĺĺ ŕő ďćě łńěšłĺ řăğňěřŋőśšěľ 0, 1 ĺ 2.

Ŕřĺ őšőęďěśšćńěŋĺĺ ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ šőůěł S^2 ĺğ ćšőřőčő łńěšőůŋőčő řăğąĺěŋĺ£ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ łńěšőůŋőě řăğąĺěŋĺě ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ RP^2; ć ¡šőň řăğąĺěŋĺĺ ŕő őďŋőľ łńěšłě řăğňěřŋőśšěľ 0, 1 ĺ 2.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ X | ţăşśďőřťőćő šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő.

Śšřşłšşřőľ łńěšőůŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋă X ŋăğżćă¿š řăğąĺěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă X ŋă ŕőďňŋőęěśšćă B^k_α, čőňěőňőřťŋżě őšłřżšżň ďĺśłăň řăğŋżţ řăğňěřŋőśšěľ. (Řăğąĺěŋĺě X | ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě X ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕőďňŋőęěśšć.) Ďń£ łăęďőčő B^k_α ⊂ X ťĺłśĺřşěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ čőňěőňőřťĺğň χ^k_α : D^k → B^k_α, čďě D^k | őšłřżšżľ k-ňěřŋżľ ďĺśł. Šřěąşěšś£, ůšőąż ¡šőš čőňěőňőřťĺğň ďőŕşśłăń ŕřőďőńęěŋĺě ďő ŋěŕřěřżćŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ğăňżłăŋĺ£ ďĺśłă D^k → X, ŕřĺůěň ¡šő őšőąřăęěŋĺě ďőńęŋő şďőćńěšćőř£šĳ śńěďş¿źĺň şśńőćĺ£ň:

(Ś) őąřăğ čřăŋĺűż ďĺśłă D^k ŕřĺŋăďńěęĺš łőŋěůŋőňş ňŋőęěśšćş łńěšőł

B^j_β ňěŋĳÿĺţ řăğňěřŋőśšěľ (šő ěśšĳ j < k).

(W) Ŕőďňŋőęěśšćő A ⊂ X ğăňłŋşšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő

ŕěřěśěůěŋĺě ś ğăňżłăŋĺěň ń¿ąőľ łńěšłĺ ğăňłŋşšő.

Ďń£ łăęďőčő ĺğ řăśśňőšřěŋŋżţ ŋăňĺ řăğąĺěŋĺľ T^2, S^2 ĺ RP^2 ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě čőňěőňőřťĺğňż.

Ćăęŋěľÿĺňĺ şšćěřęďěŋĺ£ňĺ ő łńěšőůŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ £ćń£¿šś£ ńěňňă Ąőřśşłă ĺ šěőřěňă ő łńěšőůŋőľ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ.

Śćőľśšćő Ąőřśşłă. Ŕşśšĳ X | šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ A ⊂

X. Ďń£ őšőąřăęěŋĺ£ f : X → Y ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ěčő őčřăŋĺůěŋĺě f_A : A → Y . Ŕşśšĳ ğăďăŋă čőňőšőŕĺ£ F_A : A × I → Y őšőąřăęěŋĺ£ f_A, šő ěśšĳ F_A(a, 0) = f_A(a) ŕřĺ a ∈ A. Ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő őšőąřăęěŋĺ£ f ń¿ąş¿ čőňőšőŕĺ¿ F_A ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő čőňőšőŕĺĺ F : X → Y őšőąřăęěŋĺ£ f, šő ŕăřş ŕřőśšřăŋśšć (X, A) ŋăğżćă¿š ŕăřőľ Ąőřśşłă.

Ńěňňă Ąőřśşłă. Ěśńĺ X | łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ă A ⊂ X |

łńěšőůŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő (šő ěśšĳ őąžěďĺŋěŋĺě ŋěłőšőřżţ łńěšőł ŕřőśšřăŋśšćă X), šő (X, A) | ŕăřă Ąőřśşłă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ňŋőčĺţ şšćěřęďěŋĺľ ő łńěšőů-

ŋżţ łőňŕńěłśăţ ĺśŕőńĳğşěšś£ ĺŋďşłűĺ£ ŕő řăğňěřŋőśšĺ łńěšőł. Ďěńő ć šőň, ůšő ďń£ łńěšőůŋőčő łőňŕńěłśă ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋă£ ťĺńĳšřăűĺ£

X^0 ⊂ X^1 ⊂ X^2 ⊂ . . . ⊂ X,

čďě X^0 | őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ 0-ňěřŋżţ łńěšőł, X^1 | őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ 0- ňěřŋżţ ĺ 1-ňěřŋżţ łńěšőł, X^k | őąžěďĺŋěŋĺě łńěšőł řăğňěřŋőśšĺ ŋě ąőńěě k. Łőňŕńěłś X^k ⊂ X ŋăğżćă¿š k-ňěřŋżň őśšőćőň łőňŕńěłśă X; ěčő őąőğŋăůă¿š šăłęě sk_kX.

Čőňőšőŕĺ¿, ğăďăŋŋş¿ ŋă A, ňż śŋăůăńă ŕřőďőńęĺň ŋă A ∪ X^0, ğăšěň ŋă A ∪ X^1 ĺ š.ď. Ŕřěďńőęĺň, ůšő čőňőšőŕĺ£ şęě ğăďăŋă ŋă A ∪ X^i; ěě ŋşęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŋă ćśě (i +1)-ňěřŋżě łńěšłĺ łőňŕńěłśă X. Řăśśňőšřĺň łńěšłş B^{i+1}_α . Ŕşśšĳ φ^{i+1}_α : D^{i+1} → B^{i+1}_α | ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě. Ďń£ űĺńĺŋďřă D^{i+1} × [0, 1] őšőąřăęěŋĺě şęě ğăďăŋő ŋă ŋĺęŋěň őśŋőćăŋĺĺ D^{i+1} × {0} (łăł łőňŕőğĺűĺ£ φ^{i+1}_α ĺ ĺśţőďŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ f : X → Y ). Ŋă ąőłőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ űĺńĺŋďřă őšőąřăęěŋĺě šőęě ğăďăŋő, ŕőśłőńĳłş őąřăğ čřăŋĺűż D^{i+1} ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ ć X ńěęĺš ć i-ňěřŋőň őśšőćě, ă šăň čőňőšőŕĺ£ şęě ŕőśšřőěŋă ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ.

Řĺś. 1

Šřěąşěňőě őšőąřăęěŋĺě D^{i+1} × [0, 1] → Y śšřőĺň śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ćżąěřěň šőůłş O ŋăď űěŋšřőň ćěřţŋěčő őśŋőćăŋĺ£ űĺńĺŋďřă D^{i+1} × [0, 1] (řĺś. 1). Śőěďĺŋĺň šőůłş O ś šőůłőľ P ŋĺęŋěčő őśŋőćăŋĺ£ ĺńĺ ąőłőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ űĺńĺŋďřă. Ć šőůłě P őšőąřăęěŋĺě ğăďăŋő. Őšőąřăğĺň ćěśĳ őšřěğőł BP ć őąřăğ šőůłĺ P . Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż Ąőřśşłă ğăćěřÿěŋő.

Ŕşśšĳ X ĺ Y | łńěšőůŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě f : X → Y ŋăğżćă¿š łńěšőůŋżň, ěśńĺ f(sk_nX) ⊂ sk_nY ŕřĺ n = 0, 1, 2 . . ..

Šěőřěňă ő łńěšőůŋőľ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ. Ń¿ąőě őšőąřăęěŋĺě ŕăřż

łńěšőůŋżţ ŕřőśšřăŋśšć čőňőšőŕŋő łńěšőůŋőňş őšőąřăęěŋĺ¿.

Őśŋőćŋă£ ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőľ šěőřěňż ğăłń¿ůăěšś£ ć śńěďş¿źěň. Ěśńĺ őąřăğ i-ňěřŋőľ łńěšłĺ ŕěřěśěłăěš łńěšłş ąőńĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ, šő ěčő ňőęŋő ćżšěśŋĺšĳ ŋă čřăŋĺűş. Ňż ŋě ąşďěň ŕőďřőąŋő ďőłăğżćăšĳ šěőřěňş ő łńěšőůŋőľ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ, ţőš£ ĺ ąşďěň ě¿ ŕőńĳğőćăšĳś£. Śťőřňşńĺřşěň ćăęŋőě śńěďśšćĺě ¡šőľ šěőřěňż.

Śńěďśšćĺě. Ďń£ ń¿ąőčő łńěšőůŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X čřşŕŕă πi(X) ĺğő-

ňőřťŋă čřşŕŕě π_i(sk_{i+1})X.

Ňż ďăńĺ ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě łńěšőůŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Ŋěťőřňăńĳŋő ĺţ şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě łăł šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă, ŕőśšřőěŋŋżě ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŕřĺłńěĺćăŋĺěň łńěšőł. Ă ĺňěŋŋő, śŋăůăńă ąěřěšś£ ŋăąőř šőůěł | 0-ňěřŋżě łńěšłĺ. Šăł ŕőńşůăěň 0-ňěřŋżľ őśšőć X^0. Ğăšěň ąěřěň łăłőě-šő łőńĺůěśšćő őšřěğłőć ĺ řăśśňăšřĺćăěň őšőąřăęěŋĺ£ ĺţ łőŋűőć ć X^0. Ŕő ¡šĺň őšőąřăęěŋĺ£ň ŕőďłńěĺćăěň ¡šĺ őšřěğłĺ ł X^0. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ěśńĺ ğăďăŋő őšőąřăęěŋĺě φ : A → Y , čďě A ⊂ X, šő ŕřőśšřăŋśšćőň, ŕőńşůěŋŋżň ć řěğşńĳšăšě ŕőďłńěĺćăŋĺ£ X ł Y ŕő őšőąřăęěŋĺ¿ φ, ŋăğżćă¿š ŕřőśšřăŋśšćő Y ∪_φ X = Y ∪ X ._{a ∼ φ(a).} Ŕőďłńěĺć őšřěğłĺ ł X^0, ŕőńşůĺň 1-ňěřŋżľ őśšőć X^1. Ğăšěň ąěřěň ŋăąőř 2-ňěřŋżţ ďĺśłőć ĺ ďń£ łăęďőčő ďĺśłă ğăďăěň őšőąřăęěŋĺě čřăŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ć X^1, ŕřĺůěň őąřăğ őłřşęŋőśšĺ ďőńęěŋ ŕěřěśěłăšĳś£ ś łőŋěůŋżň ůĺśńőň 0-ňěřŋżţ ĺ 1-ňěřŋżţ łńěšőł. Šăł ŕőńşůăěň 2-ňěřŋżľ őśšőć X^2 ĺ š.ď. Őšňěšĺň, ůšő őśšőć ňőęěš ążšĳ ŋěść£ğŋżň.

Ńőłăńĳŋă£ śš£čĺćăěňőśšĳ łńěšőůŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő X ŋăğżćă¿š k-ść£ğŋżň, ěśńĺ őŋő ńĺŋěľŋő ść£ğŋő ĺ čřşŕŕż π_1(X), π_2(X), . . . , π_k(X) ŋşńěćżě.

Ŕşśšĳ A | ŕőďňŋőęěśšćő šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X. Ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě f : X → A ŋăğżćă¿š řěšřăłűĺěľ, ěśńĺ f ŋěŕőďćĺęŋő ŋă A, šő ěśšĳ f(a) = a ŕřĺ ćśěţ a ∈ A. Řěšřăłűĺ¿ f ŋăğżćă¿š ďěťőř-

ňăűĺőŋŋőľ řěšřăłűĺěľ, ěśńĺ f čőňőšőŕŋő šőęďěśšćěŋŋőňş őšőąřăęě-

ŋĺ¿. Ďěťőřňăűĺőŋŋş¿ řěšřăłűĺ¿ f ŋăğżćă¿š śšřőčőľ ďěťőřňăűĺőŋ-

ŋőľ řěšřăłűĺěľ, ěśńĺ čőňőšőŕĺ£ ft, ść£ğżćă¿źă£ f ĺ idX , ŋěŕőďćĺęŋă

ŋă A.

Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő X ŋăğżćă¿š śš£čĺćăěňżň, ěśńĺ őŋő čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő šőůłě. İłćĺćăńěŋšŋőě őŕřěďěńěŋĺě: X śš£čĺćăěňő, ěśńĺ śşźěśšćşěš ďěťőřňăűĺőŋŋă£ řěšřăłűĺ£ X ŋă šőůłş ∗ ∈ X.

Ďěťőřňăűĺőŋŋă£ řěšřăłűĺ£ f : X → A ⊂ X £ćń£ěšś£ čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ¿ ňěęďş X ĺ A; čőňőšőŕĺůěśłĺ őąřăšŋżň őšőąřăęěŋĺěň ďń£ f śńşęĺš ćńőęěŋĺě A ć X.

Śš£čĺćăěňőě ŕřőśšřăŋśšćő k-ść£ğŋő ŕřĺ ćśěţ k.

Ŕřĺňěřőň śšřőčőľ ďěťőřňăűĺőŋŋőľ řěšřăłűĺĺ śńşęĺš ŕřőěłűĺ£ űĺńĺŋďřă X × I ŋă ŋĺęŋěě őśŋőćăŋĺě X × {0}.

Ŕőůšĺ ćśěčďă ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ňěęďş ďćşň£ šőŕőńőčĺůěśłĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ śšřő£š ńĺąő őďŋş ďěťőřňăűĺőŋŋş¿ řěšřăłűĺ¿, ńĺąő űěŕőůłş ďěťőřňăűĺőŋŋżţ řěšřăłűĺľ. Ŕřĺ ¡šőň ĺŋőčďă řăśśňăšřĺćăěňżě ŕřőśšřăŋśšćă ćłńăďżćă¿š ć ą«őńĳÿĺě ŕřőśšřăŋśšćă ć łăůěśšćě ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő X ŋăğżćă¿š ńőłăńĳŋő k-ść£ğŋżň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ x ∈ X ĺ ďń£ ń¿ąőľ őłřěśšŋőśšĺ U šőůłĺ x ŋăľďěšś£ kść£ğŋă£ őłřěśšŋőśšĳ šőůłĺ x, ńěęăźă£ ć U . (0-ść£ğŋőśšĳ śőőšćěšśšćşěš ńĺŋěľŋőľ ść£ğŋőśšĺ.)

Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő X ŋăğżćă¿š ńőłăńĳŋő śš£čĺćăěňżň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ x ∈ X ĺ ďń£ ń¿ąőľ őłřěśšŋőśšĺ U šőůłĺ x ŋăľďěšś£ śš£čĺćăěňă£ őłřěśšŋőśšĳ šőůłĺ x, ńěęăźă£ ć U .

Šěőřěňă. Ń¿ąőě łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ńőłăńĳŋő śš£čĺćăěňő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż ĺśŕőńĳğşěš ć őśŋőćŋőň ăłśĺőňş W. Ďőłăğăšěńĳśšćő ňż ŋě ŕřĺćőďĺň.

Ŕřĺćěďěň šěŕěřĳ śńěďśšćĺ£ őśŋőćŋżţ šřěţ šěőřěň ő łńěšőůŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ (šěőřěňż ő łńěšőůŋőľ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ, ńěňňż Ąőřśşłă ĺ šěőřěňż ő ńőłăńĳŋőľ śš£čĺćăěňőśšĺ).

Őŕřěďěńěŋĺě. Łńěšőůŋőľ ŕăřőľ (X, Y ) ŋăğżćă¿š łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋ-

śšćő X ĺ ěčő łńěšőůŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Y ⊂ X.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ (X, Y ) | łńěšőůŋă£ ŕăřă, ŕřĺůěň ŕřőśšřăŋśšćő Y

śš£čĺćăěňő. Šőčďă ŕřőśšřăŋśšćő X/Y čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő X.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ p : X → X/Y | ěśšěśšćěŋŋă£ ŕřőěłűĺ£.

Ŋşęŋő ŕőśšřőĺšĳ őšőąřăęěŋĺě X/Y → X, čőňőšőŕĺůěśłĺ őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺ¿ p. Ěčő ňż ąşďěň śšřőĺšĳ ś ŕőňőźĳ¿ šěőřěňż Ąőřśşłă. Ŕşśšĳ f : X → X | šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě, f_Y | őčřăŋĺůěŋĺě f ŋă Y . Ŕő şśńőćĺ¿ śşźěśšćşěš čőňőšőŕĺ£, ść£ğżćă¿źă£ f_Y ĺ őšőąřăęěŋĺě Y ć šőůłş. İšş čőňőšőŕĺ¿ ŕő šěőřěňě Ąőřśşłă ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő čőňőšőŕĺĺ őšőąřăęěŋĺ£ f. Łőŋěůŋőě őšőąřăęěŋĺě ¡šőľ čőňőšőŕĺĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őšőąřăęěŋĺě X → X, ŕěřěćőď£źěě Y ć šőůłş. Šăłőě őšőąřăęěŋĺě ňőęŋő őŕşśšĺšĳ ďő őšőąřăęěŋĺ£ X/Y → X. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕőśšřőěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě čőňőšőŕĺůěśłĺ őąřăšŋő őšőąřăęěŋĺ¿ p.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő X ńĺŋěľŋő ść£ğŋő ĺ k-ść£ğŋő.

Šőčďă X čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő łńěšőůŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş X^′, ć łőšőřőň ěśšĳ řőćŋő őďŋă 0-ňěřŋă£ łńěšłă ĺ ŋěš łńěšőł řăğňěřŋőśšěľ 1, 2, . . ., k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ćśě 0-ňěřŋżě łńěšłĺ ŕřőśšřăŋśšćă X ĺ

ćżąěřěň ĺğ ŋĺţ őďŋş łńěšłş (šőůłş) ć łăůěśšćě ąăğĺśŋőľ. Śőěďĺŋĺň ąăğĺśŋş¿ šőůłş śő ćśěňĺ őśšăńĳŋżňĺ 0-ňěřŋżňĺ łńěšłăňĺ őšřěğłăňĺ, űěńĺłőň ńěęăźĺňĺ ć 1-ňěřŋőň őśšőćě X. Ďń£ łăęďőčő šăłőčő őšřěğłă řăśśňőšřĺň ŕőńşłřşč ĺ ŕőďłńěĺň ¡šőš ŕőńşłřşč ł X ŕő ďăŋŋőňş őšřěğłş (řĺś. 2).

Řĺś. 2

Ŕőďłńěĺć šăłĺň őąřăğőň ŕőńşłřşčĺ ŕő ćśěň őšřěğłăň, ŕőńşůĺň ŋőćőě ŕřőśšřăŋśšćő. Őŋő śőďěřęĺš śšăřőě ŕřőśšřăŋśšćő ć łăůěśšćě śšřőčőčő ďěťőřňăűĺőŋŋőčő řěťřăłšă, ŕő¡šőňş őąă ŕřőśšřăŋśšćă čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ŋőćőě ŕřőśšřăŋśšćő őůěćĺďŋżň őąřăğőň łńěšőůŋőě. Ŕřőťăłšőřĺğşěň ěčő ŕő őąžěďĺŋěŋĺ¿ ćěřţŋĺţ čřăŋĺű ŕőńşłřşčőć. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ŕřőśšřăŋśšćő ś őďŋőľ 0-ňěřŋőľ łńěšłőľ. Ŋő ŕřőśšřăŋśšćő, ŕő łőšőřőňş ňż ťăłšőřĺğşěň, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋăąőř őšřěğłőć ś őďŋĺň őąźĺň łőŋűőň, ŋě ĺňě¿źĺţ ďřşčĺţ őąźĺţ šőůěł. Ŕő¡šőňş őŋő śš£čĺćăěňő, ă ğŋăůĺš, ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćő čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő ĺśţőďŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş. (Ĺśţőďŋżě őšřěğłĺ, ńěęăźĺě ć X, ňőčşš ŕěřěśěłăšĳś£ ĺ ć ďřşčĺţ šőůłăţ, ŕő¡šőňş ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ŋě őą£ğăšěńĳŋő śš£čĺćăěňő.)

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ k ≥ 1. Ć šăłőň śńşůăě ŕő şśńőćĺ¿ ćśě 1-ňěřŋżě łńěšłĺ śš£čĺćăěňż. Śš£čĺćăŋĺě łńěšłĺ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł őšőąřăęěŋĺě D^2 → X, łőšőřőě čřăŋĺűş D^2 ŕěřěćőďĺš ć ďăŋŋş¿ łńěšłş. Ćőğĳňěň ÿăř D^3 ĺ ŕřĺłńěĺň ěčő ŋĺęŋ¿¿ ŕőńőćĺŋş čřăŋĺűż D^2 ŕő őšőąřăęěŋĺ¿ D^2 → X. Ŕőńşůěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŕřőťăłšőřĺğşěň ŕő őąžěďĺŋěŋĺ¿ ćěřţŋĺţ ŕőńőćĺŋ čřăŋĺű ÿăřőć ĺ š.ď.

Łńăśśĺťĺłăűĺ£ ŋăłřżšĺľ. Ŋăłřżšĺ£ p : X → Y ĺ p^′ : X^′ → Y^′

ŋăğżćă¿š ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćş¿š čőňěőňőřťĺğňż f : X → X^′ ĺ g : Y → Y^′, ďń£ łőšőřżţ gp = p^′f. Ŋăłřżšĺ£ p : X → Y ĺ p^′ : X^′ → Y ŋăď őďŋőľ ąăğőľ Y ŋăğżćă¿š ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš čőňěőňőřťĺğň f : X → X^′, ďń£ łőšőřőčő p = p^′f.

Ďń£ ďőśšăšőůŋő ţőřőÿĺţ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć (ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ łńěšőůŋżţ łőňŕńěłśőć) ŋăłřżšĺ£ ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ŕőďčřşŕŕăňĺ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕż, łőšőřżě řăśśňăšřĺćă- ¿šś£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő śőŕř£ęěŋŋőśšĺ. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőčő ŋăň ŕőšřěąşěšś£ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě.

Šěőřěňă ő ŋăłřżćă¿źěľ čőňőšőŕĺĺ. Řăśśňőšřĺň ŋăłřżšĺě p :

E → X. Ŕşśšĳ ğăďăŋő őšőąřăęěŋĺě f : Y → E ĺ ğăďăŋă čőňőšőŕĺ£ őšőąřăęěŋĺ£ pf : Y → X, šő ěśšĳ őšőąřăęěŋĺě F : Y × I → X, śőćŕăďă¿źěě ś pf ŋă Y × {0}. Šőčďă ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő Y ŋě śńĺÿłőň ŕńőţőě (ă ĺňěŋŋő, Y ńőłăńĳŋő ńĺŋěľŋő ść£ğŋő), šő čőňőšőŕĺ£ F ŕőďŋĺňăěšś£ ďő čőňőšőŕĺĺ őšőąřăęěŋĺ£ f, šő ěśšĳ śşźěśšćşěš őšőąřăęěŋĺě ˘ : Y × I → E, łőšőřőě:

1) śőćŕăďăěš ś f ŋă Y × {0};

2) şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ¿ p˘ = F .

Ŋăąřőśőł ďőłăğăšěńĳśšćă. Ŕşśšĳ śŋăůăńă Y śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ.

Ć šăłőň śńşůăě řăśśňăšřĺćăěňă£ čőňőšőŕĺ£ F ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕşšĳ ć X. İšőš ŕşšĳ ŕőďŋĺňăěšś£ ć E.

Ěśńĺ ęě ŕřőśšřăŋśšćő Y śőśšőĺš ŋě ĺğ őďŋőľ šőůłĺ, šő ďń£ łăęďőľ šőůłĺ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă řăśśňăšřĺćăěň ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŕşšĳ ć X ĺ ŕőďŋĺňăěň ěčő ć E. Ŋşęŋő ńĺÿĳ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕőńşůěŋŋőě ŕőďŋ£šĺě ŋěŕřěřżćŋő. Ďń£ ¡šőčő ĺśŕőńĳğşěšś£ ńőłăńĳŋă£ ńĺŋěľŋă£ ść£ğŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă Y .

Őŕĺÿěň šěŕěřĳ ąőńěě ŕőďřőąŋő ść£ğĳ ŋăłřżšĺľ ŋăď X ś ŕőďčřşŕŕăňĺ π_1(X). Ŕşśšĳ p : E → X | ŋăłřżšĺě ŋăď ńőłăńĳŋő őďŋőść£ğŋżň (ć ůăśšŋőśšĺ, ńőłăńĳŋő ńĺŋěľŋő ść£ğŋżň) ŕřőśšřăŋśšćőň X. Šőčďă ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş¿źĺě śćőľśšćă:

(1) Őšőąřăęěŋĺě p_∗ : π_1(E) → π_1(X) ňőŋőňőřťŋő.

(2) Ĺňěěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ňŋőęěśšćőň π^{−1}(x_0) ĺ ňŋőęěśšćőň śňěęŋżţ łńăśśőć π_1(X)/p_∗π_1(E).

(3) Ďń£ ń¿ąőľ ŕőďčřşŕŕż G ć π_1(X) śşźěśšćşěš šăłőě ŋăłřżšĺě p : E → X, ůšő p_∗π_1(X) = G.

(4) Řăśśňőšřĺň ŋăłřżšĺ£ ŕşŋłšĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, šő ěśšĳ ťĺłśĺřşěň šőůłĺ e_0 ∈ E ĺ e^′_0 ∈ E^′.

Ąşďěň śůĺšăšĳ ŋăłřżšĺě ŕşŋłšĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ čőňěőňőřťĺğň f ŕěřěćőďĺš e_0 ć e^′_0. Šőčďă ć ŕşŋłšĺřőćăŋŋőľ łńăśśĺťĺłăűĺĺ ďćă ŋăłřżšĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

p_∗π_1(E, e_0) = p_∗π_1(E^′, e^′_0).

(5) Ŕřĺ őążůŋőň őŕřěďěńěŋĺĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ďćă ŋăłřżšĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă čřşŕŕż p_∗π_1(E, e_0) ĺ p_∗π_1(E^′, e^′_0), čďě e_0 ∈ p^{−1}(x_0) ĺ e^′_0 ∈ (p^′)^{−1}(x_0), śőŕř£ęěŋż ć čřşŕŕě π_1(X, x_0).

Ŕřĺśšşŕĺň ł ďőłăğăšěńĳśšćăň.

(1) Ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ γ | ŕěšń£ ć E ĺ ŕěšń£ pγ śš£čĺćăěňă, šő śăňă ŕěšń£ γ šőęě śš£čĺćăěňă. İšő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš ĺğ šěőřěňż ő ŋăłřżćă¿źěľ čőňőšőŕĺĺ: śš£čĺćăŋĺě ŕěšńĺ pγ ňőęŋő ŕőďŋ£šĳ ďő śš£čĺćăŋĺ£ ŕěšńĺ γ.

(2) Ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş p^{−1}(x_0) ĺ ňŋőęěśšćőň śňěęŋżţ łńăśśőć π_1(X)ffip_∗π_1(E) ćőğŋĺłăěš ŕřĺ ćżąőřě őšňěůěŋŋőľ šőůłĺ e_0 ∈ p^{−1}(x_0). Řăśśňőšřĺň ćśěćőğňőęŋżě ŕşšĺ ś ŋăůăńőň e_0 ĺ łőŋűőň, ŕřĺŋăďńěęăźĺň p^{−1}(x_0). Ŕřőěłűĺ£ šăłőčő ŕşšĺ śőőšćěšśšćşěš ŋěłőšőřőňş ¡ńěňěŋšş π_1(X). Łőŋěű ŕşšĺ ŕőŕăďăěš ć e_0 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śőőšćěšśšćş¿źĺľ ¡šőňş ŕşšĺ ¡ńěňěŋš π_1(X) ńěęĺš ć p_∗π_1(X). Ŕşšĺ s ĺ s^′ ŕřĺţőď£š ć őďŋş ĺ šş ęě šőůłş šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă s^′s^{−1} ∈ p_∗π_1(X).

(3) Ŕőśšřőĺň ŋăłřżšĺě ŋăď X ďń£ ğăďăŋŋőľ čřşŕŕż G ⊂ π_1(X, x_0). Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕşšěľ ć X ś ŋăůăńőň x_0. Ććěďěň ŋă ¡šőň ňŋőęěśšćě śńěďş¿źěě őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ: ŕşšĺ s ĺ s^′ ¡łćĺćăńěŋšŋż, ěśńĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ ďćă şśńőćĺ£:

1) łőŋěű ŕşšĺ s śőćŕăďăěš ś łőŋűőň ŕşšĺ s^′, 2) ŕěšń£ s^′s^{−1} ńěęĺš ć G.

Ćőğŋĺłăěš ťăłšőřňŋőęěśšćő E, ďń£ łőšőřőčő őŕřěďěńěŋă ěśšěśšćěŋŋă£ ŕřőěłűĺ£ ŋă X: łăęďőňş ŕşšĺ śőŕőśšăćń£ěšś£ ěčő łőŋěű.

Šőŕőńőčĺ£ ć ŕřőśšřăŋśšćě E ğăďăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ x | ŋěłőšőřă£ šőůłă ŕřőśšřăŋśšćă X, U | ěě ńĺŋěľŋő ść£ğŋă£ őďŋőść£ğŋă£ őłřěśšŋőśšĳ, s | ŋěłőšőřżľ ŕşšĳ ĺğ x_0 ć x. Ŕăřě (s, U ) śőŕőśšăćĺň ňŋőęěśšćő U^′ ⊂ E, ć łőšőřőě ćţőď£š łńăśśż ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŕşšěľ, śőśšő£źĺţ ĺğ ŕşšěľ s ĺ ŋěłőšőřőčő ěčő ŕřőďőńęěŋĺ£, űěńĺłőň ńěęăźěčő ć U . Ćśěćőğňőęŋżě ňŋőęěśšćă U^′ őąřăğş¿š ąăğş šőŕőńőčĺĺ E. Ŋěśńőęŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ěśšěśšćěŋŋă£ ŕřőěłűĺ£ p : U^′ → U £ćń£ěšś£ čőňěőňőřťĺğňőň. İŕĺňőřťŋőśšĳ p śńěďşěš ĺğ ńĺŋěľŋőľ ść£ğŋőśšĺ U , ă ňőŋőňőřťŋőśšĳ p śńěďşěš ĺğ őďŋőść£ğŋőśšĺ U .