Ńěłűĺ£ 6

Őšŋőśĺšěńĳŋżě čőňőšőŕĺůěśłĺě čřşŕŕż. Řăśśňőšřĺň šřőľłĺ ŕřő-

śšřăŋśšć (D^i, S^i�^1, y_0) ĺ (X, A, x_0), čďě y_0 ∈ S^i�^1 = ∂D^i ⊂ D^i ĺ x_0 ∈ A ⊂ X.

Őšőąřăęěŋĺěň šřőěł

f : (D^i, S^i�^1, y_0) −→ (X, A, x_0)

ŋăğżćă¿š šăłőě őšőąřăęěŋĺě f : D^i → X, ůšő f(S^i�^1) ⊂ A ĺ f(y_0) = x_0. Čőňőšőŕĺ¿ f_t, ść£ğżćă¿źş¿ őšőąřăęěŋĺ£ f_0 ĺ f_1, ŋăğżćă¿š čőňőšőŕĺěľ

őšőąřăęěŋĺ£ šřőěł, ěśńĺ ŕřĺ ćśěţ t őšőąřăęěŋĺě ft £ćń£ěšś£ őšőąřăęě-

ŋĺěň šřőěł. Ňŋőęěśšćő łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ čőňőšőŕŋżţ őšőąřăęěŋĺľ šřőěł

(D^i, S^i�^1, y_0) −→ (X, A, x_0)

őąőğŋăůă¿š π_i(X, A, x_0).

Ŕřĺ i > 1 ňŋőęěśšćő π_i(X, A, x_0) £ćń£ěšś£ čřşŕŕőľ (i-ňěřŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋă£ čőňőšőŕĺůěśłă£ čřşŕŕă). Ďń£ ććěďěŋĺ£ čřşŕŕőćőľ śšřşłšşřż ŋă ¡šőň ňŋőęěśšćě ŋşęŋő ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ őŕřěďěńěŋĺě. Řăśśňőšřĺň šřőľłş (I^i, ∂I^i, J_i), čďě J_i = ∂I^i − I^i�^1, I^i�^1 | őďŋă ĺğ čřăŋěľ łşąă ∂I^i (ĺňěěšś£ ć ćĺďş őšłřżšă£ čřăŋĳ). Śŋőćă řăśśňăšřĺćăěň őšőąřăęěŋĺ£ šřőěł (I^i, ∂I^i, J_i) −→ (X, A, x_0). Ŕőńşůěŋŋőě ć řěğşńĳšăšě ňŋőęěśšćő łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŋăţőďĺšś£ ć ěśšěśšćěŋŋőň ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś π_i(X, A, x_0). Ďěńő ć šőň, ůšő šřőľłĺ (D^i, S^i�^1, y_0) ĺ (I^i, ∂I^i, J_i) čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ŕăřż (X, A) ĺ (Y, B) ŋăğżćă¿š čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě őšőąřăęěŋĺ£ ŕăř f : (X, A) → (Y, B) ĺ g : (Y, B) → (X, A), ůšő fg ĺ gf čőňőšőŕŋż šőęďěśšćěŋŋżň őšőąřăęěŋĺ£ň ŕăř, ŕřĺůěň čőňőšőŕĺ£ ćśěčďă ŕěřěćőďĺš A ć A, B ć B. Čőňőšőŕĺůěśłă£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ šřőěł ŕřőśšřăŋśšć őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő.

Ŕřĺ ŋőćőň őŕřěďěńěŋĺĺ ňŋőęěśšćă π_i(X, A, x_0) čřşŕŕőćă£ śšřşłšşřă ŋă ŋěň ććőďĺšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ ŋă ďćşţ łşąăţ I^i ğăďăŋż őšőąřăęěŋĺ£ f ĺ g. Śŕń¿źĺň ¡šĺ łşąż ĺ śłńěĺň ĺţ ŕő ŕăřě ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ čřăŋěľ, őšńĺůŋżţ őš I^i�^1 (řĺś. 1); ŕřĺ i ≥ 2 šăłă£ ŕăřă čřăŋěľ őą£ğăšěńĳŋő ŋăľďěšś£. Őąźş¿ čřăŋĳ őšőąřăęěŋĺ£ f ĺ g ŕěřěćőď£š ć šőůłş x_0, ŕő¡šőňş ŋă őąźěľ čřăŋĺ őšőąřăęěŋĺ£ śőčńăśőćăŋż. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň őšőąřăęěŋĺě łşąă I^i, ŕěřěćőď£źěě ∂I^i ć A, ă J_i ć x_0 (ŋă řĺś. 1 ćżďěńěŋŋă£ čřăŋĳ I^i�^1 ğăÿšřĺţőćăŋă).

Řĺś. 1

Ŕřĺ i = 1 ŕőńşůăěň ŕăřş őšőąřăęěŋĺľ őšřěğłă, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ŕěřěćőďĺš őďĺŋ łőŋěű őšřěğłă ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş x_0, ă ďřşčőľ łőŋěű őšřěğłă ¡šĺ őšőąřăęěŋĺ£ ŕěřěćőď£š ć ŋěłőšőřżě šőůłĺ a_1, a_2 ∈ A (řĺś. 2).

Řĺś. 2

Ŋěš ěśšěśšćěŋŋőčő śŕőśőąă ŕőńşůĺšĳ ĺţ ¡šĺţ ďćşţ őšőąřăęěŋĺľ őďŋő őšőąřăęěŋĺě őšřěğłă, ŕěřěćőď£źěě őďĺŋ łőŋěű ć šőůłş x_0. Ŕő¡šőňş ŋă ňŋőęěśšćě π_1(X, A, x_0) ć őąźěň śńşůăě ŋěš ěśšěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřż čřşŕŕż.

Ğăďăůă. Ŕřĺ i ≥ 3 čřşŕŕă πi(X, A, x0) ăąěńěćă.

(Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőůšĺ šăłőě ęě, łăł ĺ ďń£ čřşŕŕż π_i(X, x_0) ŕřĺ i ≥ 2.)

Řĺś. 3

Ŋěľšřăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż π_i(X, A, x_0) őŕřěďěń£ěšś£ łăł łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŕőśšő£ŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ f : D^i → x_0. Ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ őšőąřăęěŋĺ£ šřőěł ¡šőňş łńăśśş ŋě ćśěčďă şďőąŋő ŕřőćěř£šĳ. Ŋő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő f(D^i) ⊂ A. Čőňőšőŕĺ£ őšőąřăęěŋĺ£ f : (d^i, S^i�^1, y_0) −→ (A, A, x_0) ć ŕőśšő£ŋŋőě őšőąřăęěŋĺě (d^i, S^i�^1, y_0) −→ (x_0, x_0, x_0) śšřőĺšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Řăśśňőšřĺň čőňőšěšĺ¿ ÿăřă D^i ś űěŋšřőň ć šőůłě y_0 ∈ S^i�^1 ĺ ś łő- ¡ťťĺűĺěŋšőň čőňőšěšĺĺ t, čďě 0 < t < 1. Őšőąřăęěŋĺě f_t : D^i → A şśšřőěŋő šăł ęě, łăł őčřăŋĺůěŋĺě őšőąřăęěŋĺ£ f ŋă őąřăğ ÿăřă D^i ŕřĺ řăśśňăšřĺćăěňőľ čőňőšěšĺĺ (řĺś. 3). Čőňőšőŕĺ£ f_t ść£ğżćăěš őšőąřăęěŋĺě f = f_1 ś őšőąřăęěŋĺěň f_0 : D^i → x_0.

Šőůŋă£ čőňőšőŕĺůěśłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕăřż

Ś ŕăřőľ (X, A) ść£ğăŋż šřĺ ćĺďă čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ: π_i(A), π_i(X), π_i(X, A). Ňěęďş ¡šĺňĺ čřşŕŕăňĺ ěśšĳ ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě. Ćńőęěŋĺě A → X ĺŋďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň π_i(A) → π_i(X) (śťěřőĺď ć A ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł śťěřőĺď ć X).

Őšőąřăęěŋĺ¿ (S^i, y_0) → (X, x_0) ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ őšőąřăęěŋĺě

(D^i, S^i�^1, y_0) −→ (X, x_0, x_0);

ďń£ ¡šőčő śťěřş S^i ŋşęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćő D^i/S^i�^1. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň őšőąřăęěŋĺě π_i(X) → π_i(X, A).

Ŋăłőŋěű, őšőąřăęěŋĺ¿ (D^i, S^i�^1, y_0) −→ (X, A, x_0) ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ őšőąřăęěŋĺě (S^i�^1, y_0) → (A, x_0). Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň őšőąřăęěŋĺě π_i(X, A) → π_i�_1(A).

Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńşůăěň ąěśłőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čőňőňőřťĺğ- ňőć . . . → π_i(X, A) → π_i�_1(A) → π_i�_1(X) → π_i�_1(X, A) → π_i�_2(A) → . . .

İšă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ğăłăŋůĺćăěšś£ şęě ŋě čőňőňőřťĺğňăňĺ, ă ŕřőśšő őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ňŋőęěśšć

π_1(X) → π_1(X, A) → π_0(A) → π_0(X).

Ňŋőęěśšćő π_0(X) śőśšőĺš ĺğ łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺľ S^0 → X, ŕěřěćőď£źĺţ őďŋş šőůłş S^0 ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş x_0, ă ďřşčş¿ šőůłş S_0 | ć ŋěłőšőřş¿ šőůłş ŕřőśšřăŋśšćă X. Ŋěśńőęŋő ŕőŋ£šĳ, ůšő ¡ńěňěŋšż ňŋőęěśšćă π_0(X) ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś łőňŕőŋěŋšăňĺ ńĺŋěľŋőľ ść£ğŋőśšĺ ňŋőęěśšćă X. Ěśšĳ ďăęě ŋěłőšőřżľ ăŋăńőč ŋěľšřăńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă čřşŕŕż, ă ĺňěŋŋő, łńăśś őšőąřăęěŋĺľ S^0 → X, ŕěřěćőď£źĺţ őąě šőůłĺ S^0 ć őďŋş ĺ šş ęě łőňŕőŋěŋšş ńĺŋěľŋőľ ść£ğŋőśšĺ ňŋőęěśšćă X (ć łőňŕőŋěŋšş, śőďěřęăźş¿ őšňěůěŋŋş¿ šőůłş x_0).

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čřşŕŕ ĺ čőňőňőřťĺğňőć G_1 → G_2 → . . . → G_i → . . . ŋăğżćă¿š šőůŋőľ ć ůńěŋě G_i, ěśńĺ őąřăğ čőňőňőřťĺğňă G_i�_1 → G_i śőćŕăďăěš ś £ďřőň čőňőňőřťĺğňă G_i → G_{i+1}. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăğżćă¿š

šőůŋőľ, ěśńĺ őŋă šőůŋă ć łăęďőň ůńěŋě.

Ůăśšő ążćăěš šăł, ůšő ŋěłőšőřżě čřşŕŕż ć šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺğćěśšŋż. Šőčďă ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ łăłş¿-šő ĺŋťőřňăűĺ¿ ĺ őą őśšăńĳŋżţ čřşŕŕăţ. Ŋăŕřĺňěř, ć šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

0 → G_{i+1} → G_{i+2} → 0

őšőąřăęěŋĺě G_{i+1} → G_{i+2} £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň čřşŕŕ. Ć šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

0 → G_{i+1} → G_{i+2} → G_{i+s} → 0

őšőąřăęěŋĺě G_{i+1} → G_{i+2} ňőŋőňőřťŋő, ă őšőąřăęěŋĺě G_{i+2} → G_{i+3} ¡ŕĺňőřťŋő; ąőńěě šőčő čřşŕŕă G_{i+3} ĺğőňőřťŋă ťăłšőřčřşŕŕě G_{i+2} / Im G_{i+1}.

Ğăďăůă (5-ńěňňă, ˛ve-ńěňňă). Ďăŋż ďćě šőůŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

čřşŕŕ, ćłń¿ůěŋŋżě ć łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş:

G_1 → G_2 → G_3 → G_4 → G_5 ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ H_1 → H_2 → H_3 → H_4 → H_5 . Ŕřő őšőąřăęěŋĺě φ_i : G_i → H_i ĺğćěśšŋő śńěďş¿źěě: φ_1 | ¡ŕĺňőřťĺğň, φ_2 ĺ φ_4 | ĺğőňőřťĺğňż, φ_5 | ňőŋőňőřťĺğň. Ďőłăğăšĳ, ůšő φ_3 | ĺğőňőřťĺğň.

Šěőřěňă. Čőňőšőŕĺůěśłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕăřż (X, A) šőůŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő śćőďĺšś£ ł ŋěŕőśřěďśšćěŋŋőňş ŕřĺňěŋěŋĺ¿ őŕřěďěńěŋĺľ. Ŕřĺ ¡šőň ŋşęŋő ďőłăğăšĳ 6 şšćěřęďěŋĺľ šĺŕă Ker f ⊂ Im g Im g ⊂ Ker f.

Ğăďăůă. Őšőąřăęěŋĺě ŕăř (X, A) → (Y, B) šăłőćő, ůšő őŋő ĺŋďşűĺřşěš

ĺğőňőřťĺğň ćśěţ ăąśőń¿šŋżţ čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šő őšőąřăęěŋĺě ĺŋďşűĺřşěš šăłęě ĺ čőňőňőřťĺğň ćśěţ őšŋőśĺšěńĳŋżţ čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ.

Şłăğăŋĺě. Ćőśŕőńĳğşľšěśĳ 5-ńěňňőľ.

Ĺğ šěőřěňż ő łńěšőůŋőľ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ śńěďşěš, ůšő π_i(S^k ) = 0 ŕřĺ i > k. Ć śăňőň ďěńě, ŕřěďśšăćĺň S^k ć ćĺďě łőňŕńěłśă ś őďŋőľ 0-ňěřŋőľ łńěšłőľ ĺ őďŋőľ k-ňěřŋőľ łńěšłőľ. Šőčďă sk_i(S^k ) śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ, ă ń¿ąőě őšőąřăęěŋĺě S^i → S^k čőňőšőŕŋő őšőąřăęěŋĺ¿, őąřăğ łőšőřőčő ńěęĺš ć sk_i(S^k).

Ĺğćěśšŋő ňŋőčő śŕőśőąőć ćżůĺśńěŋĺ£ π_i(S^i) ŕřĺ i > 1, ŋő ňż őąśşďĺň ¡šş ğăďăůş ŕőğęě.

Ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋżě řăśśńőěŋĺ£

Ŕőŋ£šĺě ŋăłřżšĺ£ ňőęŋő őąőąźĺšĳ ĺ ŋă šőš śńşůăľ, łőčďă ŕřőőąřăğ šőůłĺ ŋě ďĺśłřěšěŋ. Ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋżň řăśśńőěŋĺěň ŋăğżćă¿š ůěšćěřłş (E, B, F, p), čďě E, B ĺ F | šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă, ă p : E → B | őšőąřăęěŋĺě, őąńăďă¿źěě śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

1) ş ń¿ąőľ šőůłĺ x ∈ B ěśšĳ őłřěśšŋőśšĳ U , ŕřőőąřăğ łőšőřőľ p�^1 čőňěőňőřťěŋ U × F ;

2) čőňěőňőřťĺğň U × F → p�^1(U ) śőčńăśőćăŋ ś őšőąřăęěŋĺěň p, šő ěśšĳ ďĺăčřăňňă U × F −→ p�^1(U ) ↘ ↙ p U łőňňşšăšĺćŋă.

Ĺğ şśńőćĺ£ 2), ć ůăśšŋőśšĺ, śńěďşěš, ůšő ŕřőőąřăğ ń¿ąőľ šőůłĺ čőňěőňőřťěŋ F .

Őšőąřăęěŋĺě p ŋăğżćă¿š ŕřőěłűĺěľ, ŕřőśšřăŋśšćő E ŋăğżćă¿š ŕřőśšřăŋśšćőň řăśśńőěŋĺ£, ŕřőśšřăŋśšćő B | ąăğőľ řăśśńőěŋĺ£, ŕřőśšřăŋśšćő F | śńőěň ĺńĺ šĺŕĺůŋżň śńőěň.

Ŕřĺňěřż řăśśńőěŋĺľ. 1. Ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě B × F → B. Šăłĺě

řăśśńőěŋĺ£ ŋăğżćă¿š šřĺćĺăńĳŋżňĺ.

2. Ń¿ąőě ŋăłřżšĺě.

3. Ńĺśš Ň-ěąĺşśă | ŕřőśšřăŋśšćő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď S^1 śő śńőěň I. Ć śăňőň ďěńě, ńĺśš Ň-ěąĺşśă ŕőńşůăěšś£ ŕřĺ śłńěľłě ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ śšőřőŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă (řĺś. 4). Řăśśňőšřĺň ŕřőěłűĺ¿ ¡šőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ŋă ŕşŋłšĺřŋş¿ śřěďŋ¿¿ ńĺŋĺ¿.

Řĺś. 4

4. Ąşšżńłă Łńěľŋă | řăśśńőěŋĺě ŋăď S^1 śő śńőěň S^1. Ąşšżńłş Łńěľŋă ňż ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůăěň ĺğ ńĺśšă Ň-ěąĺşśă őšőęďěśšćńěŋĺěň ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ łőŋűőć łăęďőčő śńő£ (őšřěğłă).

5. Řăśśńőěŋĺě Ţőŕťă: S^{3 S1}−→ S^2. Śťěřş S^3 ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ňŋőęěśšćő ćěłšőřőć ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż ć C^2. Ňŋőęěśšćő łőňŕńěłśŋżţ ŕř£ňżţ

ć C^2, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őďŋőňěřŋőě

łőňŕńěłśŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő CP^1. §śŋő, ůšő CP^1 čőňěőňőřťŋő őďŋőšőůěůŋőľ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ C, šő ěśšĳ čőňěőňőřťŋő S^2. Ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě

C^2 − {0} −→ CP^1,

śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőňş ćěłšőřş śőőšćěšśšćş¿źş¿ łőňŕńěłśŋş¿ ŕř£ňş¿. Ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ŋă S^3 ŕőńşůăěň ŕřőěłűĺ¿ S^3 → S^2. Ŕřőőąřăğőň łăęďőľ šőůłĺ śńşęĺš ŕěřěśěůěŋĺě łőňŕńěłśŋőľ ŕř£ňőľ ś S^3, šő ěśšĳ őłřşęŋőśšĳ S^1.

Ğăďăůă. Ďőłăğăšĳ, ůšő řăśśńőěŋĺě Ţőŕťă ŋěšřĺćĺăńĳŋő (šő ěśšĳ ŋě śćő-

ďĺšś£ ł ŕř£ňőňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿).

Şłăğăŋĺě. π1(S^3) ≠ π1(S^2 × S^1).

İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ řăśśńőěŋĺľ. Řăśśńőěŋĺ£ p1 : E1 → B ĺ p2 : E2 →

B ŋăğżćă¿š ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš šăłőľ čőňěőňőřťĺğň φ : E_1 → E_2, ůšő p_1 = p_2φ.

Ěśńĺ ŕřő łăłőě-šő ŕřőśšřăŋśšćő E ĺğćěśšŋő, ůšő őŋő £ćń£ěšś£ ŕřőśšřăŋśšćőň řăśśńőěŋĺ£ ś šĺŕĺůŋżň śńőěň F ĺ ąăğőľ B, šő ŕřő śšřşłšşřş E ňőęŋő śłăğăšĳ ŋě šăł şę ňŋőčő.

Ğăďăůă. Őšőąřăęěŋĺ£ p1 : T^2 → S^1 ĺ p2 : T^2 → S^1 £ćń£¿šś£ ńőłăńĳŋő

šřĺćĺăńĳŋżňĺ řăśśńőěŋĺ£ňĺ. Őą£ğăšěńĳŋő ńĺ ¡šĺ őšőąřăęěŋĺ£ čőňőšőŕŋż?

Ńěłűĺ£ 7

Ďń£ šřĺćĺăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ p : E → B ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ šřĺćĺăńĺğăűĺ¿ łăł čőňěőňőřťĺğň E → B × F , ĺňě¿źĺľ ćĺď e → ( p(e), p_1(e) ) , čďě p_1(e) ∈ F . Ďń£ ğăďăŋĺ£ šřĺćĺăńĺğăűĺĺ ŋşęŋő ńĺÿĳ ğăďăšĳ őšőąřăęěŋĺě p_1 : E → F .

Čőňěőňőřťĺğň šřĺćĺăńĺğăűĺĺ ŋěěďĺŋśšćěŋ. Ąőńěě šőčő, ďćě šřĺćĺăńĺğăűĺĺ ňőčşš ążšĳ ŋě čőňőšőŕŋż. Řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, ŕřőěłűĺ¿ šőřă T^2 = S^1 × S^1 ŋă ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ S^1. Šřĺćĺăńĺğăűĺ£ ğăďăěšś£ ŕřőěłűĺěľ ŋă ćšőřőľ śőňŋőęĺšěńĳ. Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő ćğ£šĳ őšőąřăęěŋĺ£ (φ, ψ) → ψ ĺ (φ, ψ) → ψ + φ. Őąřăğż łřĺćőľ (φ, ψ_0) ŋă šőřě ŕřĺ ¡šĺţ őšőąřăęěŋĺ£ţ ć ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺğőąřăęěŋż ŋă řĺś. 1.

Řĺś. 1

Ďőłăęěň šěŕěřĳ ďćě šěőřěňż, śťőřňşńĺřőćăŋŋżě ć łőŋűě ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ.

Šěőřěňă Ťěńĳďąăş. Ń¿ąőě ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ŋăď ğă-

ňłŋşšżň ÿăřőň D^k šřĺćĺăńĺğşěňő, šő ěśšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋő ŕř£ňőňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăňěŋĺň ďń£ şďőąśšćă ďĺśł D^k ŋă ğăňłŋşšżľ k-ňěřŋżľ

łşą I^k. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřĺćěďěň ć ďćă ÿăčă.

Ÿăč 1. Ŕşśšĳ łşą I^k = I^k�^1 × I řăğąĺš ŋă ďćă ŕőńşłşąă I^k� = I^k�^1 ×^[0,^1_2^]

ĺ I^k_+ = I^k�^1 ×

[_1 2 , 1 ] . Ďőŕşśšĺň, ůšő ŋăď łăęďżň ĺğ ¡šĺţ ŕőńşłşąőć ğăďăŋă šřĺćĺăńĺğăűĺ£, šő ěśšĳ ğăďăŋż śőčńăśőćăŋŋżě ś ŕřőěłűĺěľ čőňěőňőřťĺğňż p�1(_Ik�)_{≈ F × I}k�_, p�1(_Ik_+)_{≈ F × I}k_{+.}

Ŕő ¡šĺň čőňěőňőřťĺğňăň šřěąşěšś£ ŕőśšřőĺšĳ šřěšĺľ čőňěőňőřťĺğň p�1(_Ik)_{≈ F × I}k_.

Ŋă ňŋőęěśšćě p�^1(I^k�) ⊂ p�^1(I^k) ¡šőš čőňěőňőřťĺğň ąşďěň śůĺšăšĳ śőćŕăďă¿źĺň ś ŕěřćżň čőňěőňőřťĺğňőň. Ă ŋă ňŋőęěśšćě p�^1(I^k_+) ćšőřőľ čőňěőňőřťĺğň ŋşęŋő ŕőďŕřăćĺšĳ šăł, ůšőąż őąă čőňěőňőřťĺğňă śőćŕăńĺ ŋă řăğďěń£¿źěľ ŕńőśłőśšĺ I^k�^1 ×

{_1 2 } . Ěśńĺ šőůłă a ŕřĺŋăďńěęĺš řăğďěń£¿źěľ ŕńőśłőśšĺ, šő ďń£ p�^1(a) ğăďăŋż ďćă čőňěőňőřťĺğňă ŋă F . Őŋĺ ŕőńşůă¿šś£ ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ďćşţ ğăďăŋŋżţ čőňěőňőřťĺğňőć ŋă p�^1(a). Šěň śăňżň ćőğŋĺłăěš čőňěőňőřťĺğň śńő£ F ŋă śěą£ (łőňŕőğĺűĺ£ čőňěőňőřťĺğňőć ψ�^1 : F → p�^1(a) ĺ φ : p�^1(a) → F ).

Čőňěőňőřťĺğň p�^1(I^k_+) ŋă F × I^k_+ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł śěňěľśšćő čőňěőňőřťĺğňőć ŕřőőąřăğőć šőůěł ŋă šĺŕĺůŋżľ śńőľ F , ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£źěě őš šőůłĺ. Ďń£ łăęďőľ šőůłĺ I^k_+ ŋşęŋő ćğ£šĳ łőňŕőğĺűĺ¿ śőőšćěšśšćş¿źěčő čőňěőňőřťĺğňă ĺ ěźě őďŋőčő čőňěőňőřťĺğňă, łőšőřżľ ŕőńşůăěšś£ śńěďş¿- źĺň őąřăğőň. Řăśśňőšřĺň ŕřőěłűĺ¿ I^k_+ ŋă ŕěřěčőřőďłş I^k�^1 ×

{_1 2 } . Ŕőńşůěŋŋőľ šőůłě ŕěřěčőřőďłĺ śőőšćěšśšćşěš čőňěőňőřťĺğň śńő£ ŋă śěą£. Ąěř£ łőňŕőğĺűĺ¿ ś ¡šĺň čőňěőňőřťĺğňőň, ňż ďőąĺćăěňś£ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ čőňěőňőřťĺğňőć ŋă ŕěřěčőřőďłě.

Ÿăč 2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ŋăď łşąőň

I^k ŋě šřĺćĺăńĳŋő. Řăğďěńĺň łşą I^k ŋă ďćă ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă. Śőčńăśŋő ÿăčş 1 řăśśńőěŋĺě ŋăď őďŋĺň ĺğ ¡šĺţ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďőć ŋěšřĺćĺăńĳŋő. Řăğřěęěň ěčő ŋă ďćă ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă ĺ š.ď. Šăłĺň őąřăğőň ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď śő śłőńĳ şčőďŋő ňăńżňĺ śšőřőŋăňĺ, řăśśńőěŋĺě ŋăď łőšőřżň ŋě šřĺćĺăńĳŋő. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡šĺţ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďőć śţőďĺšś£ ł ŋěłőšőřőľ šőůłě, ă ş ¡šőľ šőůłĺ ěśšĳ őłřěśšŋőśšĳ, řăśśńőěŋĺě ŋăď łőšőřőľ šřĺćĺăńĳŋő. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. Łőŋěű ďőłăğăšěńĳśšćă.

Şŕřăęŋěŋĺě. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ąőě řăśśńőěŋĺě śő śńőěň D^k šřĺćĺăńĳŋő? Şłăğăŋĺě. Řăśśňőšřĺšě ńĺśš Ň-ěąĺşśă; ŕřĺ k > 1 ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£

łőŋśšřşłűĺěľ řăśśńőěŋŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Řăśśńőěŋŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň řăśśńőěŋĺľ p : E → B

ĺ p0 : E0 → B ŋăğżćă¿š řăśśńőěŋĺě, ďń£ łőšőřőčő ŕřőśšřăŋśšćő řăśśńőěŋĺ£ śőśšőĺš ĺğ ŕăř (e, e0), čďě šőůłĺ e ∈ E ĺ e ∈ E0 šăłőćż, ůšő p(e) = p0(e0); ŕřőěłűĺ£ ŋă ąăğş B őŕřěďěń£ěšś£ őůěćĺďŋżň őąřăğőň.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śńőěň ŕőśšřőěŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£ £ćń£ěšś£ ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě śńőěć ĺśţőďŋżţ řăśśńőěŋĺľ.

Šěőřěňă ő ŋăłřżćă¿źěľ čőňőšőŕĺĺ. Ŕşśšĳ p : E → B | ńőłăńĳŋő

šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě, Z | łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŕşśšĳ ďăńěě ğăďăŋż őšőąřăęěŋĺě f : Z → E ĺ čőňőšőŕĺ£ őšőąřăęěŋĺ£ pf : Z → B. Šőčďă ¡šş čőňőšőŕĺ¿ ňőęŋő ŕőďŋ£šĳ ďő čőňőšőŕĺĺ őšőąřăęěŋĺ£ f.

Şďőąŋěě ďőłăğżćăšĳ śřăğş śńěďş¿źěě ąőńěě őąźěě şšćěřęďěŋĺě.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ p : E → B | ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě, (Z, Z0)

| łńěšőůŋă£ ŕăřă. Ŕşśšĳ ďăńěě ğăďăŋż őšőąřăęěŋĺě f : Z → E , čőňőšőŕĺ£ ~F őšőąřăęěŋĺ£ pf ĺ čőňőšőŕĺ£ ˘0 őšőąřăęěŋĺ£ f|_{Z0} , łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ŕőďŋ£šĺěň őčřăŋĺůěŋĺ£ čőňőšőŕĺĺ ~F ŋă Z0 × I. Šőčďă śşźěśšćşěš čőňőšőŕĺ£˘ őšőąřăęěŋĺ£ f, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ŕőďŋ£šĺěň čőňőšőŕĺĺ ~F ĺ ŕřőďőńęěŋĺěň čőňőšőŕĺĺ ˘0.

(Ŕřěďżďşźă£ šěőřěňă ŕőńşůăěšś£, łőčďă Z0 | ŕşśšőě ňŋőęěśšćő.)

Ďőłăğăšěńĳśšćő, łăł őążůŋő, ŕřőćőďĺšś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő řăğňěřŋőśšĺ łńěšőł. Őŋő śőśšőĺš ĺğ šřěţ ÿăčőć.

Ÿăč 1. Ŕşśšĳ řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő, šő ěśšĳ E = B × F, p | ŕřőěłűĺ£

ŋă ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ. Šőčďă őšőąřăęěŋĺě Z → E ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ŕăřş őšőąřăęěŋĺľ Z → B ĺ Z → F . Ŕő şśńőćĺ¿ čőňőšőŕĺ£ őšőąřăęěŋĺ£ ć B şęě ğăďăŋă (¡šő | čőňőšőŕĺ£ ~F ). Ŋşęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕřőďőńęěŋĺě čőňőšőŕĺĺ őšőąřăęěŋĺ£ ć F . Šřěąşěňőě ŕřőďőńęěŋĺě śşźěśšćşěš ć śĺńş šěőřěňż Ąőřśşłă.

Ÿăč 2. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ řăśśńőěŋĺě ń¿ąőě , ŋő Z = D^k | ğăňłŋşšżľ k-

ňěřŋżľ ÿăř. Ŕő şśńőćĺ¿ ğăďăŋő őšőąřăęěŋĺě ~F : D^k × I → B. Ś ŕőňőźĳ¿ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě řăśśńőěŋĺě ŋăď D^k × I ≈ D^{k+1}. Ŕő šěőřěňě Ťěńĳďąăş ¡šő řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő. Ďń£ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£ E0 → B šřěąşěňőě ŕřőďőńęěŋĺě čőňőšőŕĺĺ śşźěśšćşěš śőčńăśŋő ÿăčş 1. Řăśśňőšřěć ěčő łőňŕőğĺűĺ¿ ś őšőąřăęěŋĺěň E0 → E, ŕőńşůĺň šřěąşěňőě ŕřőďőńęěŋĺě čőňőšőŕĺĺ.

Ÿăč 3. Ŕşśšĳ Z | łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, Z0 | ěčő i-ňěřŋżľ őśšőć

sk_iZ. Ŋă őůěřěďŋőň ÿăčě ňż ţőšĺň ŕřőďőńęĺšĳ čőňőšőŕĺ¿ ś i-ňěřŋőčő őśšőćă ŋă (i + 1)-ňěřŋżľ őśšőć. Ďěńăěň ¡šő ŕő őšďěńĳŋőśšĺ ďń£ łăęďőľ (i + 1)-ňěřŋőľ łńěšłĺ. Łăęďă£ šăłă£ łńěšłă ŕřĺłńěĺćăěšś£ ŕő ŋěłőšőřőňş őšőąřăęěŋĺ¿ ∂D^{i+1} −→ sk_iZ. Ŕő¡šőňş čőňőšőŕĺ£, ğăďăŋŋă£ ŋă sk_iZ, ĺŋďşűĺřşěš čőňőšőŕĺ¿, ğăďăŋŋş¿ ŋă ∂D^{i+1}. İšş čőňőšőŕĺ¿ ŋşęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő čőňőšőŕĺĺ ŋă ćśěň ďĺśłě D^{i+1}. Ĺňěŋŋő ¡šő ďěńăńőśĳ ŋă ŕřěďżďşźěň ÿăčě . Łőŋěű ďőłăğăšěńĳśšćă.

Šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£. Ĺğćńěůěň šěŕěřĳ ĺğ ŕřěďż-

ďşźěľ šěőřěňż ćăęŋőě śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ p : E → B | ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě, b_0 ∈ B | őšňěůěŋŋă£ šőůłă, F = p�^1(b_0) ĺ f_0 ∈ F | őšňěůěŋŋă£ šőůłă. Ďń£ ŕăřż (E, F ) ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őšŋőśĺšěńĳŋş¿ čőňőšőŕĺůěśłş¿ čřşŕŕş π_i(E, F ). Ŕřőěłűĺ£ p : E → B ĺŋďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň π_i(E, F ) → π_i(B), ŕőśłőńĳłş F ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺĺ ŕěřěţőď£š ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş b_0.

Šěőřěňă. Čőňőňőřťĺğň πi(E, F ) → πi(B) £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăęěň śŋăůăńă ňőŋőňőřťŋőśšĳ řăśśňăšřĺćăěňőčő

čőňőňőřťĺğňă, ă ğăšěň ěčő ¡ŕĺňőřťŋőśšĳ.

Ňőŋőňőřťŋőśšĳ. Ŕşśšĳ α | ¡ńěňěŋš £ďřă řăśśňăšřĺćăěňőčő čőňőňőřťĺğňă. Őŋ ŕřěďśšăćńěŋ őšŋőśĺšěńĳŋżň śťěřőĺďőň a : D^i → E. a(∂D^i) ⊂ F . Ŕřĺ ¡šőň pa(∂D^i) = b_0 ĺ śťěřőĺď pa čőňőšőŕěŋ šřĺćĺăńĳŋőňş śťěřőĺďş. İšş čőňőšőŕĺ¿ ňőęŋő ŕőďŋ£šĳ ďő čőňőšőŕĺĺ śťěřőĺďă a ć ŕřőśšřăŋśšćě řăśśńőěŋĺ£. Łőŋěůŋőě őšőąřăęěŋĺě ¡šőľ čőňőšőŕĺĺ šăłőćő, ůšő ěčő ŕřőěłűĺ£ űěńĺłőň ŕőŕăďăěš ć šőůłş b_0. Ŕő¡šőňş łőŋěůŋőě őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ őšőąřăęěŋĺěň ć śńőľ F . Šăłőě őšőąřăęěŋĺě ŕřěďśšăćń£ěš ŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż π_i(E, F ).

İŕĺňőřťŋőśšĳ. Ăąśőń¿šŋżľ śťěřőĺď (S^i, s_0) → (B, b_0) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł őšőąřăęěŋĺě f : (D^i, S^i�^1, s_0) → (B, b_0, b_0). Ňż ţőšĺň ŕőďŋ£šĳ őšőąřăęěŋĺě f ďő őšőąřăęěŋĺ£ (D^i, S^i�^1, s_0) → (E, F, f_0).

Řăśśňőšřĺň ŕőłřżšĺě ÿăřă D^i őďŋőŕăřăňěšřĺůěśłĺň śěňěľśšćőň śťěř S^i�^1, ŕőńşůă¿źĺţś£ ŕřĺ čőňőšěšĺĺ ∂D^i ś űěŋšřőň s_0. Ć šőň śńşůăě, łőčďă s_0 | ŋăůăńő łőőřďĺŋăš, ¡šő ŕőłřżšĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł őšőąřăęěŋĺě φ : S^i�^1 × I → D^i, ğăďăŋŋőě ťőřňşńőľ φ(s, λ) = λs.

Ćňěśšő őšőąřăęěŋĺ£ D^i → E ňż ąşďěň śšřőĺšĳ őšőąřăęěŋĺě S^i�^1 × I, łőšőřőě S^i�^1 × {0} őšőąřăęăěš ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş f_0. İšő őšőąřăęěŋĺě śšřőĺšś£ ŕő šěőřěňě ő ŋăłřżćă¿źěľ čőňőšőŕĺĺ. Ć łăůěśšćě łńěšőůŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Z ňż ąěřěň S_i�_1. Ćőğĳňěň őšőąřăęěŋĺě Z → f_0 ∈ E. Łőňŕőğĺűĺ£ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ś p őšőąřăęăěš Z ć b_0 ∈ B. Ĺśţőďŋőě őšőąřăęěŋĺě f : (D^i, S^i�^1, s_0) → (B, b_0, b_0) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł čőňőšőŕĺ¿ őšőąřăęěŋĺ£ Z → b_0. Ş ¡šőľ čőňőšőŕĺĺ śşźěśšćşěš ŕőďŋ£šĺě, šő ěśšĳ őšőąřăęěŋĺě S^i�^1 × I → E, ŕěřěćőď£źěě S^i�^1 × {0} ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş f_0. Ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺĺ śťěřă S^i�^1 × {1} őšőąřăęăěšś£ ć ŕřőőąřăğ šőůłĺ b_0, šő ěśšĳ ć śńőľ F . Łőŋěű ďőłăğăšěńĳśšćă.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ś ŕăřőľ (E, F ) ść£ğăŋă šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ . . . → π_i(F ) → π_i(E) → π_i(E, F ) → π_i�_1(F ) → . . . Ć ¡šőľ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ čřşŕŕş π_i(E, F ) ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă ĺğőňőřťŋş¿ ěľ čřşŕŕş π_i(B). Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň šőůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£ . . . → π_i(F ) → π_i(E) → π_i(B) → π_i�_1(F ) → . . . Śńěďśšćĺě 1. Ěśńĺ p : E → B | ŋăłřżšĺě, šő πi(B) ≈ Pi(E) ŕřĺ i ≥ 2.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ş ďĺśłřěšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă F čőňőšőŕĺůěśłĺě čřşŕŕż π_i(F ) šřĺćĺăńĳŋż ŕřĺ i ≥ 1.

Śńěďśšćĺě 2. π2(S^2) = Z. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăŕĺÿěň šőůŋş¿ ŕőśńěďőćă-

šěńĳŋőśšĳ ďń£ řăśśńőěŋĺ£ Ţőŕťă S^3 → S^2 śő śńőěň S^1:

π_2(S^3) → π_2(S^2) → π_1(S^1) → π_1(S^3).

Ŋő π_2(S^3) = π_1(S^3) = 0, ŕő¡šőňş π_2(S^2) = π_1(S^1) = Z.

Śńěďśšćĺě 3. π3(S^3) ≈ π3(S^2). Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋşęŋő ğăŕĺśăšĳ ďřş-

čőľ şůăśšőł šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďń£ řăśśńőěŋĺ£ Ţőŕťă:

π_3(S^1) → π_3(S^3) → π_3(S^2) → π_2(S^1).

§śŋő, ůšő π_3(S^1) = π_2(S^1) = Z.

Ćŕőśńěďśšćĺĺ ňż şąěďĺňś£, ůšő π_3(S^3) = Z, ă ğŋăůĺš, čřşŕŕă π_2(S^3) ŋěšřĺćĺăńĳŋă. İšő śćőľśšćő čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ ążńő őšłřżšő Ţőŕťőň. Őŋő ŕřőąşďĺńő ĺŋšěřěś ł čőňőšőŕĺůěśłĺň čřşŕŕăň śťěř, ŕőšőňş ůšő řăŋĳÿě ążńő řăśŕřőśšřăŋěŋő ňŋěŋĺě, ąşďšő ŋěšřĺćĺăńĳŋż ńĺÿĳ čřşŕŕż π_n(S^n).

Ńěłűĺ£ 8

Čńăďłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£. Ŕőůšĺ 3/4 šőŕőńőčĺĺ ğăŋĺňăěšś£ ĺğşůěŋĺěň

ďőśšăšőůŋő ţőřőÿĺţ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć, ńőłăńĳŋő şśšřőěŋŋżţ łăł ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R^n ŕőďţőď£źěľ řăğňěřŋőśšĺ. Ŋă ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ŕőśšěŕěŋŋő ďăďĺň őŕřěďěńěŋĺě ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć, ŋăğżćăěňżţ čńăďłĺňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ.

Ŋăŕőňŋĺň ŋěłőšőřżě śćěďěŋĺ£ ĺğ łşřśă ăŋăńĺğă . Ťşŋłűĺ£ f : R^n → R ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş C^r, ěśńĺ ŕřĺ i ≤ r ćśě ŕřőĺğćőďŋżě^{∂if}_{∂xl1 ...∂xli} śşźěśšćş¿š ĺ ŋěŕřěřżćŋż. Ć šăłőň śńşůăě ŕřőĺğćőďŋă£ ŋě ğăćĺśĺš őš ŕőř£ďłă, ć łőšőřőň ćżŕőńŋ£ěšś£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě.

Őšőąřăęěŋĺě F : R^n → R^n ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ŋăąőř n ťşŋłűĺľ y_1 = f_1(x_1, . . . , x_n), . . . , y_n = f_n(x_1, . . . , x_n). Ŕşśšĳ ¡šĺ ťşŋłűĺĺ r řăğ ďĺťťěřěŋűĺřşěňż, čďě r ≥ 1. §łőąĺěćőľ ňăšřĺűěľ őšőąřăęěŋĺ£ F ŋăğżćă¿š ňăšřĺűş ŕőř£ďłă n ś ¡ńěňěŋšăňĺ a_{ij} =^{∂fi}_{∂xj} . §łőąĺăŋőň J őšőąřăęěŋĺ£ F ŋăğżćă¿š őŕřěďěńĺšěńĳ £łőąĺěćőľ ňăšřĺűż.

Šěőřěňă őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ. Ŕşśšĳ F : R^n → R^n | őšőąřăęě-

ŋĺě łńăśśă C^r, ŕřĺůěň ďń£ ŋěłőšőřőľ šőůłĺ x ∈ R^n £łőąĺăŋ őšőąřăęěŋĺ£ F őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Šőčďă śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ O(x) šőůłĺ x, őłřěśšŋőśšĳ O ( F (x) ) šőůłĺ F (x) ĺ őšőąřăęěŋĺě ˘ : O ( F (x) ) → O(x), őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺ¿ F . Ŕřĺ ¡šőň ˘ | őšőąřăęěŋĺě łńăśśă C_r.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, őčřăŋĺůěŋĺě F ŋă O(x) £ćń£ěšś£ ďĺťťěőňőřťĺğňőň łńăśśă C^r őłřěśšŋőśšĺ O(x) ŋă őłřěśšŋőśšĳ O ( F (x) ) ; ďĺťťěőňőřťĺğňőň łńăśśă

C^r ŋăğżćă¿š őšőąřăęěŋĺě łńăśśă C^r, ďń£ łőšőřőčő śşźěśšćşěš őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě, ŕřĺůěň őŋő šőęě łńăśśă C^r.

Ğăďăůă. Ŕşśšĳ U | őąńăśšĳ ć R^n, F : U → R^n | őšőąřăęěŋĺě łńăśśă

C^r, £łőąĺăŋ łőšőřőčő őšńĺůěŋ őš ŋşń£ ćő ćśěţ šőůłăţ U . Ćěřŋő ńĺ, ůšő őšőąřăęěŋĺě F őąřăšĺňő? Ćěřŋő ńĺ ¡šő ŕřĺ n = 1?

Ţăşśďőřťőćő šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő M śő śůěšŋőľ ąăğőľ ŋăğżćă¿š čńăďłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň łńăśśă C^r, r ≥ 1, ěśńĺ ş ń¿ąőľ šőůłĺ x ∈ M ěśšĳ őłřěśšŋőśšĳ O(x) ĺ čőňěőňőřťĺğň φ_x, őšőąřăęă¿źĺľ O(x) ŋă őąńăśšĳ ć R^n. Ŕřĺ ¡šőň šřěąşěšś£, ůšőąż ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ őąńăśšěľ ¡šĺ čőňěőňőřťĺğňż ążńĺ śőčńăśőćăŋż ć śńěďş¿źěň śňżśńě. Ŕşśšĳ ďń£ šőůěł x ĺ ~x őłřěśšŋőśšĺ O(x) ĺ O(~x) ĺňě¿š ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě. Řăśśňőšřĺň śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň čőňěőňőřťĺğňż φ_x : O(x) → U_x ⊂ R^n ĺ φ_{x̃} : O(~x) → U_{x̃} ⊂ R^n. Ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őčřăŋĺůěŋĺ£ ¡šĺţ čőňěőňőřťĺğňőć ŋă O(x) ∩ O(~x). Ŕřĺ ¡šőň φ_x őšőąřăęăěš O(x)∩O(~x) ŋă ňŋőęěśšćő U_{x,x̃} ⊂ U_x, ă φ_{x̃} őšőąřăęăěš O(x)∩O(~x) ŋă ňŋőęěśšćő U_{x̃.x} ⊂ U_{x̃} (řĺś. 1).

Řĺś. 1

Ć řěğşńĳšăšě ćőğŋĺłăěš čőňěőňőřťĺğň φ_{x̃}φ�^1_x : U_{x,x̃} → U_{x̃,x}, őšőąřăęă¿źĺľ őďŋő őšłřżšőě ňŋőęěśšćő ć R^n ć ďřşčőě őšłřżšőě ňŋőęěśšćő ć R^n. Šřěąşěšś£, ůšőąż ¡šőš čőňěőňőřťĺğň ążń ďĺťťěőňőřťĺğňőň łńăśśă C^r.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ăšńăśőň łńăśśă C^r ŋă šőŕőńőčĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě

M^n ŋăğżćă¿š ŕőłřżšĺě M^n őąńăśš£ňĺ O(x) ś ğăďăŋŋżňĺ čőňěőňőřťĺğňăňĺ φ_x : O(x) → U_x, čďě U_x | őąńăśšĳ ć R^n. Ŕřĺ ¡šőň ďń£ ćśěţ ŕěřěśěůěŋĺľ O(x) ∩ O(~x) śőőšćěšśšćş¿źěě őšőąřăęěŋĺě φ_{x̃}φ�^1_x £ćń£ěšś£ ďĺťťěőňőřťĺğňőň łńăśśă C^r.

Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő M^n, ŋă łőšőřőň ěśšĳ ţőš£ ąż őďĺŋ ăšńăś łńăśśă C^r ŋăğżćă¿š čńăďłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň łńăśśă C^r.

Őąńăśšĳ O(x) ćňěśšě ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň čőňěőňőřťĺğňőň φ_x : O(x) → U_x ⊂

R^n ŋăğżćă¿š łăřšőľ ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ. Łăęďă£ łăřšă ğăďăěš šăł ŋăğż-

ćăěňżě ńőłăńĳŋżě łőőřďĺŋăšż ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ďćă ăšńăśă łńăśśă C^r ŋăğżćă¿š ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ

ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě śŋőćă £ćń£ěšś£ ăšńăśőň łńăśśă C^r. (Őąžěďĺŋěŋĺě ďćşţ ăšńăśőć, řăğşňěěšś£, ąşďěš ŕőłřżšĺěň. Ŕő¡šőňş šřěąşěšś£ ńĺÿĳ śőčńăśőćăŋŋőśšĳ čőňěőňőřťĺğňőć ŋă ŕěřěśěůěŋĺ£ţ.)

Őŕřěďěńěŋĺě 3. C^r-śšřşłšşřőľ ŋă šőŕőńőčĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě M^n

ŋăğżćă¿š łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ăšńăśőć.

Ďăďĺň šěŕěřĳ őŕřěďěńěŋĺě čńăďłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ś łřăěň. Ć ¡šőň śńşůăě ňőďěńĳŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ąşďěš ŋě R^n, ă ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő R^n� =^{(x1, . . ., xn) ∈ R^{n|}x1 ≤ 0^}. Őŕřěďěńěŋĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ ŕěřěŋőśĺšś£ ďőśńőćŋő, ŋő ćňěśšő čőňěőňőřťĺğňőć φ_x : O(x) → U_x ⊂ R^n ąěřşšś£ čőňěőňőřťĺğňż φ_x : O(x) → U_x ⊂ R^n�, čďě U_x | őąńăśšĳ ć R^n�. Ć R^n� šĺŕĺůŋżňĺ ŕřĺňěřăňĺ őšłřżšżţ ňŋőęěśšć £ćń£¿šś£ ďĺśłĺ ĺ ŕőńşďĺśłĺ (řĺś. 2).

Řĺś. 2

Ŋşęŋő ěźě ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺě őšőąřăęěŋĺ£ łńăśśă C^r. Ŋăğőćěň őšőąřăęěŋĺě

R^n� → R^n� čńăďłĺň łńăśśă C^r, ěśńĺ őŋő £ćń£ěšś£ őčřăŋĺůěŋĺěň ŋěłőšő-

řőčő őšőąřăęěŋĺ£ łńăśśă C^r, őŕřěďěńěŋŋőčő ŋă őšłřżšőň ć R^n ňŋőęěśšćě, śőďěřęăźěň R^n�.

Őąźěŕřĺŋ£šă£ ć šěőřĺĺ čńăďłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ šěřňĺŋőńőčĺ£ őďŋĺň šěřňĺŋőň śşźěśšćěŋŋő őšńĺůăěšś£ őš šěřňĺŋőńőčĺĺ, ŕřĺŋ£šőľ ć őąźěľ šőŕőńőčĺĺ. Ă ĺňěŋŋő, ğăňłŋşšżň ňŋőčőőąřăğĺěň ŋăğżćă¿š čńăďłőě łőňŕăłšŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ąěğ łřă£.

Ěśńĺ M^m ĺ N^n | ňŋőčőőąřăğĺ£ łńăśśă C^r, šő ňőęŋő ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺě čńăďłőčő őšőąřăęěŋĺ£ f : M^m → N^n łńăśśă C^p, čďě p ≤ r. Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő řăśśňőšřěšĳ łăřšş φ : O(x) → R^m, x ∈ M^m, ĺ łăřšş ψ : O ( f(x) ) → R^n.

Ćőğŋĺłă¿źěě ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺě ψfφ�^1 ĺğ R^m ć R^n ďőńęŋő ążšĳ łńăśśă C^p ďń£ ćśěţ łăřš. Ŕřĺ p > r ¡šő őŕřěďěńěŋĺě ŋě čőďĺšś£, ŕőšőňş ůšő čńăďłőśšĳ őšőąřăęěŋĺ£ ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš ćżąőřă ăšńăśă.

Ňŋőčőőąřăğĺ£ M^m ĺ N^n ŋăğżćă¿š ďĺťťěőňőřťŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš őšőąřăęěŋĺě φ : M^m → N^n łńăśśă C^r, ş łőšőřőčő ěśšĳ őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě łńăśśă C^r.

Ğăďăůă. Ďőłăğăšĳ, ůšő śńěďş¿źĺě šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£-

¿šś£ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ: S^n, RP^n, čřăśśňăŋĺăŋż G_k(R^n) ĺ G^+_k (R^n).

Őřĺěŋšăűĺ£. Ăšńăś ŋăğżćă¿š őřĺěŋšĺřş¿źĺň, ěśńĺ ş ćśěţ őšőąřă-

ęěŋĺľ ŕěřěţőďă φ_{x̃}φ�^1_x £łőąĺăŋ ćő ćśěţ šőůłăţ ŕőńőęĺšěńěŋ.

Őřĺěŋšăűĺěľ ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ ŋăğżćă¿š ćżąőř őřĺěŋšĺřş¿źěčő ăšńăśă.

Ňŋőčőőąřăğĺě ŋăğżćă¿š őřĺěŋšĺřşěňżň, ěśńĺ ŋă ŋěň ňőęŋő ćżąřăšĳ őřĺěŋšăűĺ¿, ĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ őřĺěŋšăűĺ£ şęě ćżąřăŋă.

Ğăďăůă. Łăłĺě ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ňŋőčőőąřăğĺľ

őřĺěŋšĺřşěňż, ă łăłĺě ŋěőřĺěŋšĺřşěňż?

Łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďăďĺň śŋăůăńă őŕřěďěńěŋĺě łăśăšěńĳŋżţ

ćěłšőřőć ć šőůłě x ∈ R^n (őążůŋżţ ćěłšőřőć ś ŋăůăńőň ć šőůłě x). Ŋő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě ďőńęŋő ążšĳ šăłĺň, ůšőąż ś ŕőňőźĳ¿ ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš ěčő ňőęŋő ążńő ąż śřăğş ŕěřěŋěśšĺ ŋă ňŋőčőőąřăğĺě. Řăśśňőšřĺň ćśěćőğňőęŋżě őšőąřăęěŋĺ£ (−ε, ε) → R^n łńăśśă C^r , ŕěřěćőď£źĺě 0 ć x. Ŕăřş őšőąřăęěŋĺľ φ_1 ĺ φ_2 ąşďěň śůĺšăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ (ć ŋşńě), ěśńĺ | |φ_1(t) − φ_2(t) | |= o(t) ŕřĺ t → 0. Łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŕő ¡šőňş őšŋőÿěŋĺ¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŋăğżćă¿š łăśăšěńĳŋżň ćěłšőřőň (ć šőůłě x). Ňŋőęěśšćő ćśěţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřőć ŋăğżćă¿š łăśăšěńĳŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň (ć šőůłě x).

Ŋă łăśăšěńĳŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřă ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ć śăňőň ďěńě, ćőğĳňěň ďń£ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřőć v_1 ĺ v_2 ŕřěďśšăćń£¿źĺě ĺţ őšőąřăęěŋĺ£ φ_1 ĺ φ_2. Ďń£ ŋĺţ ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őšőąřăęěŋĺě λφ_1 + μφ_2, čďě λ, μ ∈ R. İšőňş őšőąřăęěŋĺ¿ śőőšćěšśšćşěš ŋěłőšőřżľ ćěłšőř, ŕřĺůěň őŋ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěńěľ φ_1 ĺ φ_2. İšőš ćěłšőř ąşďěň śůĺšăšĳ ćěłšőřőň λv_1 + μv_2.

Ć łăůěśšćě śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ć łăśăšěńĳŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő ćğ£šĳ ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě. Ă ĺňěŋŋő, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ćěłšőř φ : t → ( φ_1(t), . . . , φ_n(t) ) ĺňěěš łőőřďĺŋăšż

( dφ_1 dt (0), . . . , dφ_n dt (0) ) . Őłăğżćăěšś£, ůšő őš ćżąőřă ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš őŕěřăűĺĺ ć ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋě ğăćĺś£š.

Őŕřěďěńěŋĺě łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ďń£ ňŋőčőőąřăğĺ£ ććőďĺšś£ šőůŋő šăł ęě ś ŕőňőźĳ¿ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš.

Ŋă £ğżłě łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć őřĺěŋšăűĺ£ ňŋőčőőąřăğĺ£ śőőšćěšśšćşěš ćżąőřş śőčńăśőćăŋŋőľ őřĺěŋšăűĺĺ ćśěţ łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Ć

R^n łăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ćő ćśěţ šőůłăţ ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ ś ŕőňő-

źĳ¿ śďćĺčă. Ŕő¡šőňş ć őďŋőľ łăřšě łăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă šőęě ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ć őďŋőľ łăřšě ňőęŋő ŕőŋ£šĳ, ůšő őğŋăůăěš őďĺŋăłőćă£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőśšĳ łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Ŕőŕřőąşěň šěŕěřĳ ŕěřěŋěśšĺ ŕőŋ£šĺě őďĺŋăłőćő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ŋă őąžěďĺŋěŋĺěň ďćşţ łăřš U ĺ V . Ďń£ ¡šőčő śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ ĺň čőňěőňőřťĺğňăňĺ φ ĺ ψ ŕěřěŋěśěň ĺţ ć R^n, ă šăň şęě ŕőŋ£šŋő, ůšő šăłőě őďĺŋăłőćő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżě łăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ŋő ć řěğşńĳšăšě ć šőůłě x ∈ U ∩ V ŕőńşůĺň, ćőőąźě čőćőř£, ďćě řăğŋżě őřĺěŋšăűĺĺ | őďŋş őřĺěŋšăűĺ¿ ĺğ łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć šőůłě φ(x) ∈ φ(U ), ă ďřşčş¿ őřĺěŋšăűĺ¿ | ĺğ łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć šőůłě ψ(x) ∈ ψ(V ). Śőčńăśőćăŋŋőśšĳ ¡šĺţ őřĺěŋšăűĺľ ¡łćĺćăńěŋšŋă šőňş, ůšő £łőąĺăŋ őšőąřăęěŋĺ£ φψ�^1 ć šőůłě x ŕőńőęĺšěńěŋ.