Ńěłűĺ£ 7

Ďń£ šřĺćĺăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ p : E → B ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ šřĺćĺăńĺğăűĺ¿ łăł čőňěőňőřťĺğň E → B × F , ĺňě¿źĺľ ćĺď e → ( p(e), p_1(e) ) , čďě p_1(e) ∈ F . Ďń£ ğăďăŋĺ£ šřĺćĺăńĺğăűĺĺ ŋşęŋő ńĺÿĳ ğăďăšĳ őšőąřăęěŋĺě p_1 : E → F .

Čőňěőňőřťĺğň šřĺćĺăńĺğăűĺĺ ŋěěďĺŋśšćěŋ. Ąőńěě šőčő, ďćě šřĺćĺăńĺğăűĺĺ ňőčşš ążšĳ ŋě čőňőšőŕŋż. Řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, ŕřőěłűĺ¿ šőřă T^2 = S^1 × S^1 ŋă ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ S^1. Šřĺćĺăńĺğăűĺ£ ğăďăěšś£ ŕřőěłűĺěľ ŋă ćšőřőľ śőňŋőęĺšěńĳ. Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő ćğ£šĳ őšőąřăęěŋĺ£ (φ, ψ) → ψ ĺ (φ, ψ) → ψ + φ. Őąřăğż łřĺćőľ (φ, ψ_0) ŋă šőřě ŕřĺ ¡šĺţ őšőąřăęěŋĺ£ţ ć ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺğőąřăęěŋż ŋă řĺś. 1.

Řĺś. 1

Ďőłăęěň šěŕěřĳ ďćě šěőřěňż, śťőřňşńĺřőćăŋŋżě ć łőŋűě ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ.

Šěőřěňă Ťěńĳďąăş. Ń¿ąőě ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ŋăď ğă-

ňłŋşšżň ÿăřőň D^k šřĺćĺăńĺğşěňő, šő ěśšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋő ŕř£ňőňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăňěŋĺň ďń£ şďőąśšćă ďĺśł D^k ŋă ğăňłŋşšżľ k-

ňěřŋżľ łşą I^k. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřĺćěďěň ć ďćă ÿăčă.

Ÿăč 1. Ŕşśšĳ łşą I^k = I^k�^1 × I řăğąĺš ŋă ďćă ŕőńşłşąă I^k� = I^k�^1 × [ 0,^1_2 ] ĺ I^k_+ = I^k�^1 ×

[_1 2 , 1 ] . Ďőŕşśšĺň, ůšő ŋăď łăęďżň ĺğ ¡šĺţ ŕőńşłşąőć ğăďăŋă šřĺćĺăńĺğăűĺ£, šő ěśšĳ ğăďăŋż śőčńăśőćăŋŋżě ś ŕřőěłűĺěľ čőňěőňőřťĺğňż p�1(_Ik�)_{≈ F × I}k�_, p�1(_Ik_+)_{≈ F × I}k_{+.}

Ŕő ¡šĺň čőňěőňőřťĺğňăň šřěąşěšś£ ŕőśšřőĺšĳ šřěšĺľ čőňěőňőřťĺğň p�1(_Ik)_{≈ F × I}k_.

Ŋă ňŋőęěśšćě p�^1(I^k�) ⊂ p�^1(I^k) ¡šőš čőňěőňőřťĺğň ąşďěň śůĺšăšĳ śőćŕăďă¿źĺň ś ŕěřćżň čőňěőňőřťĺğňőň. Ă ŋă ňŋőęěśšćě p�^1(I^k_+) ćšőřőľ čőňěőňőřťĺğň ŋşęŋő ŕőďŕřăćĺšĳ šăł, ůšőąż őąă čőňěőňőřťĺğňă śőćŕăńĺ ŋă řăğďěń£¿źěľ ŕńőśłőśšĺ I^k�^1 ×

{_1 2 } . Ěśńĺ šőůłă a ŕřĺŋăďńěęĺš řăğďěń£¿źěľ ŕńőśłőśšĺ, šő ďń£ p�^1(a) ğăďăŋż ďćă čőňěőňőřťĺğňă ŋă F . Őŋĺ ŕőńşůă¿šś£ ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ďćşţ ğăďăŋŋżţ čőňěőňőřťĺğňőć ŋă p�^1(a). Šěň śăňżň ćőğŋĺłăěš čőňěőňőřťĺğň śńő£ F ŋă śěą£ (łőňŕőğĺűĺ£ čőňěőňőřťĺğňőć ψ�^1 : F → p�^1(a) ĺ φ : p�^1(a) → F ).

Čőňěőňőřťĺğň p�^1(I^k_+) ŋă F × I^k_+ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł śěňěľśšćő čőňěőňőřťĺğňőć ŕřőőąřăğőć šőůěł ŋă šĺŕĺůŋżľ śńőľ F , ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£źěě őš šőůłĺ. Ďń£ łăęďőľ šőůłĺ I^k_+ ŋşęŋő ćğ£šĳ łőňŕőğĺűĺ¿ śőőšćěšśšćş¿źěčő čőňěőňőřťĺğňă ĺ ěźě őďŋőčő čőňěőňőřťĺğňă, łőšőřżľ ŕőńşůăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Řăśśňőšřĺň ŕřőěłűĺ¿ I^k_+ ŋă ŕěřěčőřőďłş I^k�^1 ×

{_1 2 } . Ŕőńşůěŋŋőľ šőůłě ŕěřěčőřőďłĺ śőőšćěšśšćşěš čőňěőňőřťĺğň śńő£ ŋă śěą£. Ąěř£ łőňŕőğĺűĺ¿ ś ¡šĺň čőňěőňőřťĺğňőň, ňż ďőąĺćăěňś£ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ čőňěőňőřťĺğňőć ŋă ŕěřěčőřőďłě.

Ÿăč 2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ŋăď łşąőň

I^k ŋě šřĺćĺăńĳŋő. Řăğďěńĺň łşą I^k ŋă ďćă ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă. Śőčńăśŋő ÿăčş 1 řăśśńőěŋĺě ŋăď őďŋĺň ĺğ ¡šĺţ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďőć ŋěšřĺćĺăńĳŋő. Řăğřěęěň ěčő ŋă ďćă ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă ĺ š.ď. Šăłĺň őąřăğőň ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď śő śłőńĳ şčőďŋő ňăńżňĺ śšőřőŋăňĺ, řăśśńőěŋĺě ŋăď łőšőřżň ŋě šřĺćĺăńĳŋő. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡šĺţ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďőć śţőďĺšś£ ł ŋěłőšőřőľ šőůłě, ă ş ¡šőľ šőůłĺ ěśšĳ őłřěśšŋőśšĳ, řăśśńőěŋĺě ŋăď łőšőřőľ šřĺćĺăńĳŋő. Ŕřĺţőďĺň ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. Łőŋěű ďőłăğăšěńĳśšćă.

Şŕřăęŋěŋĺě. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ąőě řăśśńőěŋĺě śő śńőěň D^k šřĺćĺ-

ăńĳŋő?

Şłăğăŋĺě. Řăśśňőšřĺšě ńĺśš Ň-ěąĺşśă; ŕřĺ k > 1 ňőęŋő ćőśŕőńĳğő-

ćăšĳś£ łőŋśšřşłűĺěľ řăśśńőěŋŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Řăśśńőěŋŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň řăśśńőěŋĺľ p : E → B

ĺ p0 : E0 → B ŋăğżćă¿š řăśśńőěŋĺě, ďń£ łőšőřőčő ŕřőśšřăŋśšćő řăśśńőěŋĺ£ śőśšőĺš ĺğ ŕăř (e, e0), čďě šőůłĺ e ∈ E ĺ e ∈ E0 šăłőćż, ůšő p(e) = p0(e0); ŕřőěłűĺ£ ŋă ąăğş B őŕřěďěń£ěšś£ őůěćĺďŋżň őąřăğőň.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śńőěň ŕőśšřőěŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£ £ćń£ěšś£ ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě śńőěć ĺśţőďŋżţ řăśśńőěŋĺľ.

Šěőřěňă ő ŋăłřżćă¿źěľ čőňőšőŕĺĺ. Ŕşśšĳ p : E → B | ńőłăńĳŋő

šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě, Z | łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŕşśšĳ ďăńěě ğăďăŋż őšőąřăęěŋĺě f : Z → E ĺ čőňőšőŕĺ£ őšőąřăęěŋĺ£ pf : Z → B. Šőčďă ¡šş čőňőšőŕĺ¿ ňőęŋő ŕőďŋ£šĳ ďő čőňőšőŕĺĺ őšőąřăęěŋĺ£ f.

Şďőąŋěě ďőłăğżćăšĳ śřăğş śńěďş¿źěě ąőńěě őąźěě şšćěřęďěŋĺě.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ p : E → B | ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě, (Z, Z0)

| łńěšőůŋă£ ŕăřă. Ŕşśšĳ ďăńěě ğăďăŋż őšőąřăęěŋĺě f : Z → E , čőňőšőŕĺ£ ~F őšőąřăęěŋĺ£ pf ĺ čőňőšőŕĺ£ ˘0 őšőąřăęěŋĺ£ f|_Z0 , łőšőřă£ £ćń£- ěšś£ ŕőďŋ£šĺěň őčřăŋĺůěŋĺ£ čőňőšőŕĺĺ ~F ŋă Z0 × I. Šőčďă śşźěśšćşěš čőňőšőŕĺ£ ˘ őšőąřăęěŋĺ£ f, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ŕőďŋ£šĺěň čőňőšőŕĺĺ ~F ĺ ŕřőďőńęěŋĺěň čőňőšőŕĺĺ ˘0.

(Ŕřěďżďşźă£ šěőřěňă ŕőńşůăěšś£, łőčďă Z0 | ŕşśšőě ňŋőęěśšćő.) Ďőłăğăšěńĳśšćő, łăł őążůŋő, ŕřőćőďĺšś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő řăğňěřŋőśšĺ łńěšőł. Őŋő śőśšőĺš ĺğ šřěţ ÿăčőć.

Ÿăč 1. Ŕşśšĳ řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő, šő ěśšĳ E = B × F, p | ŕřő-

ěłűĺ£ ŋă ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ. Šőčďă őšőąřăęěŋĺě Z → E ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ŕăřş őšőąřăęěŋĺľ Z → B ĺ Z → F . Ŕő şśńőćĺ¿ čőňőšőŕĺ£ őšőąřăęěŋĺ£ ć B şęě ğăďăŋă (¡šő | čőňőšőŕĺ£ ~F ). Ŋşęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕřőďőńęěŋĺě čőňőšőŕĺĺ őšőąřăęěŋĺ£ ć F . Šřěąşěňőě ŕřőďőńęěŋĺě śşźěśšćşěš ć śĺńş šěőřěňż Ąőřśşłă.

Ÿăč 2. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ řăśśńőěŋĺě ń¿ąőě , ŋő Z = D^k | ğăňłŋşšżľ

k-ňěřŋżľ ÿăř. Ŕő şśńőćĺ¿ ğăďăŋő őšőąřăęěŋĺě ~F : D^k × I → B. Ś ŕőňőźĳ¿ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě řăśśńőěŋĺě ŋăď D^k × I ≈ D^{k+1}. Ŕő šěőřěňě Ťěńĳďąăş ¡šő řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő. Ďń£ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£ E0 → B šřěąşěňőě ŕřőďőńęěŋĺě čőňőšőŕĺĺ śşźěśšćşěš śőčńăśŋő ÿăčş 1. Řăśśňőšřěć ěčő łőňŕőğĺűĺ¿ ś őšőąřăęěŋĺěň E0_{→ E}, ŕőńşůĺň šřěąşěňőě ŕřőďőńęěŋĺě čőňőšőŕĺĺ.

Ÿăč 3. Ŕşśšĳ Z | łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, Z0 | ěčő i-ňěřŋżľ őśšőć

sk_iZ. Ŋă őůěřěďŋőň ÿăčě ňż ţőšĺň ŕřőďőńęĺšĳ čőňőšőŕĺ¿ ś i-ňěřŋőčő őśšőćă ŋă (i + 1)-ňěřŋżľ őśšőć. Ďěńăěň ¡šő ŕő őšďěńĳŋőśšĺ ďń£ łăęďőľ (i + 1)-ňěřŋőľ łńěšłĺ. Łăęďă£ šăłă£ łńěšłă ŕřĺłńěĺćăěšś£ ŕő ŋěłőšőřőňş őšőąřăęěŋĺ¿ ∂D^{i+1} −→ sk_iZ. Ŕő¡šőňş čőňőšőŕĺ£, ğăďăŋŋă£ ŋă sk_iZ, ĺŋďşűĺřşěš čőňőšőŕĺ¿, ğăďăŋŋş¿ ŋă ∂D^{i+1}. İšş čőňőšőŕĺ¿ ŋşęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő čőňőšőŕĺĺ ŋă ćśěň ďĺśłě D^{i+1}. Ĺňěŋŋő ¡šő ďěńăńőśĳ ŋă ŕřěďżďşźěň ÿăčě . Łőŋěű ďőłăğăšěńĳśšćă.

Šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£. Ĺğćńěůěň šěŕěřĳ ĺğ ŕřě-

ďżďşźěľ šěőřěňż ćăęŋőě śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ p : E → B | ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě, b_0 ∈ B | őšňěůěŋŋă£ šőůłă, F = p�^1(b_0) ĺ f_0 ∈ F | őšňěůěŋŋă£ šőůłă. Ďń£ ŕăřż (E, F ) ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őšŋőśĺšěńĳŋş¿ čőňőšőŕĺůěśłş¿ čřşŕŕş π_i(E, F ). Ŕřőěłűĺ£ p : E → B ĺŋďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň π_i(E, F ) → π_i(B), ŕőśłőńĳłş F ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺĺ ŕěřěţőď£š ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş b_0.

Šěőřěňă. Čőňőňőřťĺğň πi(E, F ) → πi(B) £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăęěň śŋăůăńă ňőŋőňőřťŋőśšĳ řăśśňăšřĺćăěňőčő

čőňőňőřťĺğňă, ă ğăšěň ěčő ¡ŕĺňőřťŋőśšĳ.

Ňőŋőňőřťŋőśšĳ. Ŕşśšĳ α | ¡ńěňěŋš £ďřă řăśśňăšřĺćăěňőčő čőňőňőřťĺğňă. Őŋ ŕřěďśšăćńěŋ őšŋőśĺšěńĳŋżň śťěřőĺďőň a : D^i → E. a(∂D^i) ⊂ F . Ŕřĺ ¡šőň pa(∂D^i) = b_0 ĺ śťěřőĺď pa čőňőšőŕěŋ šřĺćĺăńĳŋőňş śťěřőĺďş. İšş čőňőšőŕĺ¿ ňőęŋő ŕőďŋ£šĳ ďő čőňőšőŕĺĺ śťěřőĺďă a ć ŕřőśšřăŋśšćě řăśśńőěŋĺ£. Łőŋěůŋőě őšőąřăęěŋĺě ¡šőľ čőňőšőŕĺĺ šăłőćő, ůšő ěčő ŕřőěłűĺ£ űěńĺłőň ŕőŕăďăěš ć šőůłş b_0. Ŕő¡šőňş łőŋěůŋőě őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ őšőąřăęěŋĺěň ć śńőľ F . Šăłőě őšőąřăęěŋĺě ŕřěďśšăćń£ěš ŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż π_i(E, F ).

İŕĺňőřťŋőśšĳ. Ăąśőń¿šŋżľ śťěřőĺď (S^i, s_0) → (B, b_0) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł őšőąřăęěŋĺě f : (D^i, S^i�^1, s_0) → (B, b_0, b_0). Ňż ţőšĺň ŕőďŋ£šĳ őšőąřăęěŋĺě f ďő őšőąřăęěŋĺ£ (D^i, S^i�^1, s_0) → (E, F, f_0).

Řăśśňőšřĺň ŕőłřżšĺě ÿăřă D^i őďŋőŕăřăňěšřĺůěśłĺň śěňěľśšćőň śťěř S^i�^1, ŕőńşůă¿źĺţś£ ŕřĺ čőňőšěšĺĺ ∂D^i ś űěŋšřőň s_0. Ć šőň śńşůăě, łőčďă s_0 | ŋăůăńő łőőřďĺŋăš, ¡šő ŕőłřżšĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł őšőąřăęěŋĺě φ : S^i�^1 × I → D^i, ğăďăŋŋőě ťőřňşńőľ φ(s, λ) = λs.

Ćňěśšő őšőąřăęěŋĺ£ D^i → E ňż ąşďěň śšřőĺšĳ őšőąřăęěŋĺě S^i�^1 × I, łőšőřőě S^i�^1 × {0} őšőąřăęăěš ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş f_0. İšő őšőąřăęěŋĺě śšřőĺšś£ ŕő šěőřěňě ő ŋăłřżćă¿źěľ čőňőšőŕĺĺ. Ć łăůěśšćě łńěšőůŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Z ňż ąěřěň S_i�_1. Ćőğĳňěň őšőąřăęěŋĺě Z → f_0 ∈ E. Łőňŕőğĺűĺ£ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ś p őšőąřăęăěš Z ć b_0 ∈ B. Ĺśţőďŋőě őšőąřăęěŋĺě f : (D^i, S^i�^1, s_0) → (B, b_0, b_0) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł čőňőšőŕĺ¿ őšőąřăęěŋĺ£ Z → b_0. Ş ¡šőľ čőňőšőŕĺĺ śşźěśšćşěš ŕőďŋ£šĺě, šő ěśšĳ őšőąřăęěŋĺě S^i�^1 × I → E, ŕěřěćőď£źěě S^i�^1 × {0} ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş f_0. Ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺĺ śťěřă S^i�^1 × {1} őšőąřăęăěšś£ ć ŕřőőąřăğ šőůłĺ b_0, šő ěśšĳ ć śńőľ F . Łőŋěű ďőłăğăšěńĳśšćă.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ś ŕăřőľ (E, F ) ść£ğăŋă šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ . . . → π_i(F ) → π_i(E) → π_i(E, F ) → π_i�_1(F ) → . . . Ć ¡šőľ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ čřşŕŕş π_i(E, F ) ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă ĺğőňőřťŋş¿ ěľ čřşŕŕş π_i(B). Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň šőůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£ . . . → π_i(F ) → π_i(E) → π_i(B) → π_i�_1(F ) → . . . Śńěďśšćĺě 1. Ěśńĺ p : E → B | ŋăłřżšĺě, šő πi(B) ≈ Pi(E) ŕřĺ i ≥

2. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ş ďĺśłřěšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă F čőňőšőŕĺůěśłĺě čřşŕŕż π_i(F ) šřĺćĺăńĳŋż ŕřĺ i ≥ 1.

Śńěďśšćĺě 2. π2(S^2) = Z. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăŕĺÿěň šőůŋş¿ ŕőśńěďőćă-

šěńĳŋőśšĳ ďń£ řăśśńőěŋĺ£ Ţőŕťă S^3 → S^2 śő śńőěň S^1:

π_2(S^3) → π_2(S^2) → π_1(S^1) → π_1(S^3).

Ŋő π_2(S^3) = π_1(S^3) = 0, ŕő¡šőňş π_2(S^2) = π_1(S^1) = Z.

Śńěďśšćĺě 3. π3(S^3) ≈ π3(S^2). Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋşęŋő ğăŕĺśăšĳ

ďřşčőľ şůăśšőł šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďń£ řăśśńőěŋĺ£ Ţőŕťă:

π_3(S^1) → π_3(S^3) → π_3(S^2) → π_2(S^1).

§śŋő, ůšő π_3(S^1) = π_2(S^1) = Z.

Ćŕőśńěďśšćĺĺ ňż şąěďĺňś£, ůšő π_3(S^3) = Z, ă ğŋăůĺš, čřşŕŕă π_2(S^3) ŋěšřĺćĺăńĳŋă. İšő śćőľśšćő čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ ążńő őšłřżšő Ţőŕťőň. Őŋő ŕřőąşďĺńő ĺŋšěřěś ł čőňőšőŕĺůěśłĺň čřşŕŕăň śťěř, ŕőšőňş ůšő řăŋĳÿě ążńő řăśŕřőśšřăŋěŋő ňŋěŋĺě, ąşďšő ŋěšřĺćĺăńĳŋż ńĺÿĳ čřşŕŕż π_n(S^n).