Ńěłűĺ£ 8

Čńăďłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£. Ŕőůšĺ 3/4 šőŕőńőčĺĺ ğăŋĺňăěšś£ ĺğşůěŋĺěň

ďőśšăšőůŋő ţőřőÿĺţ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć, ńőłăńĳŋő şśšřőěŋŋżţ łăł ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R^n ŕőďţőď£źěľ řăğňěřŋőśšĺ. Ŋă ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ŕőśšěŕěŋŋő ďăďĺň őŕřěďěńěŋĺě ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć, ŋăğżćăěňżţ čńăďłĺňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ.

Ŋăŕőňŋĺň ŋěłőšőřżě śćěďěŋĺ£ ĺğ łşřśă ăŋăńĺğă . Ťşŋłűĺ£ f : R^n → R ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş C^r, ěśńĺ ŕřĺ i ≤ r ćśě ŕřőĺğćőďŋżě^{∂if}_{∂xl1 ...∂xli} śşźěśšćş¿š ĺ ŋěŕřěřżćŋż. Ć šăłőň śńşůăě ŕřőĺğćőďŋă£ ŋě ğăćĺśĺš őš ŕőř£ďłă, ć łőšőřőň ćżŕőńŋ£ěšś£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě.

Őšőąřăęěŋĺě F : R^n → R^n ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ŋăąőř n ťşŋłűĺľ y_1 = f_1(x_1, . . . , x_n), . . . , y_n = f_n(x_1, . . . , x_n). Ŕşśšĳ ¡šĺ ťşŋłűĺĺ r řăğ ďĺťťěřěŋűĺřşěňż, čďě r ≥ 1. §łőąĺěćőľ ňăšřĺűěľ őšőąřăęěŋĺ£ F ŋăğżćă¿š ňăšřĺűş ŕőř£ďłă n ś ¡ńěňěŋšăňĺ a_{ij} =^{∂fi}_{∂xj} . §łőąĺăŋőň J őšőąřăęěŋĺ£ F ŋăğżćă¿š őŕřěďěńĺšěńĳ £łőąĺěćőľ ňăšřĺűż.

Šěőřěňă őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ. Ŕşśšĳ F : R^n → R^n | őšőąřăęě-

ŋĺě łńăśśă C^r, ŕřĺůěň ďń£ ŋěłőšőřőľ šőůłĺ x ∈ R^n £łőąĺăŋ őšőąřăęěŋĺ£ F őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Šőčďă śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ O(x) šőůłĺ x, őłřěśšŋőśšĳ O ( F (x) ) šőůłĺ F (x) ĺ őšőąřăęěŋĺě ˘ : O ( F (x) ) → O(x), őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺ¿ F . Ŕřĺ ¡šőň ˘ | őšőąřăęěŋĺě łńăśśă C_r.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, őčřăŋĺůěŋĺě F ŋă O(x) £ćń£ěšś£ ďĺťťěőňőřťĺğňőň łńăśśă C^r őłřěśšŋőśšĺ O(x) ŋă őłřěśšŋőśšĳ O ( F (x) ) ; ďĺťťěőňőřťĺğňőň łńăśśă C^r ŋăğżćă¿š őšőąřăęěŋĺě łńăśśă C^r, ďń£ łőšőřőčő śşźě-

śšćşěš őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě, ŕřĺůěň őŋő šőęě łńăśśă C^r.

Ğăďăůă. Ŕşśšĳ U | őąńăśšĳ ć R^n, F : U → R^n | őšőąřăęěŋĺě łńăśśă

C^r, £łőąĺăŋ łőšőřőčő őšńĺůěŋ őš ŋşń£ ćő ćśěţ šőůłăţ U . Ćěřŋő ńĺ, ůšő őšőąřăęěŋĺě F őąřăšĺňő? Ćěřŋő ńĺ ¡šő ŕřĺ n = 1?

Ţăşśďőřťőćő šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő M śő śůěšŋőľ ąăğőľ ŋăğżćă¿š čńăďłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň łńăśśă C^r, r ≥ 1, ěśńĺ ş ń¿ąőľ šőůłĺ x ∈ M ěśšĳ őłřěśšŋőśšĳ O(x) ĺ čőňěőňőřťĺğň φ_x, őšőąřăęă¿źĺľ O(x) ŋă őąńăśšĳ

ć R^n. Ŕřĺ ¡šőň šřěąşěšś£, ůšőąż ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ őąńăśšěľ ¡šĺ čőňěőňőř-

ťĺğňż ążńĺ śőčńăśőćăŋż ć śńěďş¿źěň śňżśńě. Ŕşśšĳ ďń£ šőůěł x ĺ ~x őłřěśšŋőśšĺ O(x) ĺ O(~x) ĺňě¿š ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě. Řăśśňőšřĺň śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň čőňěőňőřťĺğňż φ_x : O(x) → U_x ⊂ R^n ĺ φ_{x̃} : O(~x) → U_{x̃} ⊂

R^n. Ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őčřăŋĺůěŋĺ£ ¡šĺţ čőňěőňőřťĺğňőć ŋă O(x)∩O(~x).

Ŕřĺ ¡šőň φ_x őšőąřăęăěš O(x) ∩ O(~x) ŋă ňŋőęěśšćő U_{x,x̃} ⊂ U_x, ă φ_{x̃} őšőąřăęăěš O(x) ∩ O(~x) ŋă ňŋőęěśšćő U_{x̃.x} ⊂ U_{x̃} (řĺś. 1).

Řĺś. 1

Ć řěğşńĳšăšě ćőğŋĺłăěš čőňěőňőřťĺğň φ_{x̃}φ�^1_x : U_{x,x̃} → U_{x̃,x}, őšőąřăęă¿- źĺľ őďŋő őšłřżšőě ňŋőęěśšćő ć R^n ć ďřşčőě őšłřżšőě ňŋőęěśšćő ć R^n. Šřěąşěšś£, ůšőąż ¡šőš čőňěőňőřťĺğň ążń ďĺťťěőňőřťĺğňőň łńăśśă C^r.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ăšńăśőň łńăśśă C^r ŋă šőŕőńőčĺůěśłőň ŕřőśšřăŋ-

śšćě M^n ŋăğżćă¿š ŕőłřżšĺě M^n őąńăśš£ňĺ O(x) ś ğăďăŋŋżňĺ čőňěőňőřťĺğňăňĺ φ_x : O(x) → U_x, čďě U_x | őąńăśšĳ ć R^n. Ŕřĺ ¡šőň ďń£ ćśěţ ŕěřěśěůěŋĺľ O(x) ∩ O(~x) śőőšćěšśšćş¿źěě őšőąřăęěŋĺě φ_{x̃}φ�^1_x £ćń£ěšś£ ďĺťťěőňőřťĺğňőň łńăśśă C^r.

Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő M^n, ŋă łőšőřőň ěśšĳ ţőš£ ąż őďĺŋ ăšńăś łńăśśă C^r ŋăğżćă¿š čńăďłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň łńăśśă C^r.

Őąńăśšĳ O(x) ćňěśšě ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň čőňěőňőřťĺğňőň φ_x : O(x) → U_x ⊂ R^n ŋăğżćă¿š łăřšőľ ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ. Łăęďă£ łăřšă ğăďăěš šăł ŋăğżćăěňżě ńőłăńĳŋżě łőőřďĺŋăšż ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ďćă ăšńăśă łńăśśă C^r ŋăğżćă¿š ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ,

ěśńĺ ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě śŋőćă £ćń£ěšś£ ăšńăśőň łńăśśă C^r. (Őąžěďĺŋěŋĺě ďćşţ ăšńăśőć, řăğşňěěšś£, ąşďěš ŕőłřżšĺěň. Ŕő¡šőňş šřěąşěšś£ ńĺÿĳ śőčńăśőćăŋŋőśšĳ čőňěőňőřťĺğňőć ŋă ŕěřěśěůěŋĺ£ţ.)

Őŕřěďěńěŋĺě 3. C^r-śšřşłšşřőľ ŋă šőŕőńőčĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě

M^n ŋăğżćă¿š łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ăšńăśőć.

Ďăďĺň šěŕěřĳ őŕřěďěńěŋĺě čńăďłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ś łřăěň. Ć ¡šőň śńşůăě ňőďěńĳŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ąşďěš ŋě R^n, ă ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő R^n� =^{(x1, . . ., xn) ∈ R^{n|}x1 ≤ 0^}. Őŕřěďěńěŋĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ ŕěřěŋőśĺšś£ ďőśńőćŋő, ŋő ćňěśšő čőňěőňőřťĺğňőć φ_x : O(x) → U_x ⊂ R^n ąěřşšś£ čőňěőňőřťĺğňż φ_x : O(x) → U_x ⊂ R^n�, čďě U_x | őąńăśšĳ ć R^n�. Ć R^n� šĺŕĺůŋżňĺ ŕřĺňěřăňĺ őšłřżšżţ ňŋőęěśšć £ćń£¿šś£ ďĺśłĺ ĺ ŕőńşďĺśłĺ (řĺś. 2).

Řĺś. 2

Ŋşęŋő ěźě ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺě őšőąřăęěŋĺ£ łńăśśă C^r. Ŋăğőćěň őšőąřăęěŋĺě R^n� → R^n� čńăďłĺň łńăśśă C^r, ěśńĺ őŋő £ćń£ěšś£ őčřăŋĺůěŋĺěň ŋěłőšőřőčő őšőąřăęěŋĺ£ łńăśśă C^r, őŕřěďěńěŋŋőčő ŋă őšłřżšőň ć R^n ňŋőęěśšćě, śőďěřęăźěň R^n�.

Őąźěŕřĺŋ£šă£ ć šěőřĺĺ čńăďłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ šěřňĺŋőńőčĺ£ őďŋĺň šěřňĺŋőň śşźěśšćěŋŋő őšńĺůăěšś£ őš šěřňĺŋőńőčĺĺ, ŕřĺŋ£šőľ ć őąźěľ šőŕőńőčĺĺ. Ă ĺňěŋŋő, ğăňłŋşšżň ňŋőčőőąřăğĺěň ŋăğżćă¿š čńăďłőě łőňŕăłšŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ąěğ łřă£.

Ěśńĺ M^m ĺ N^n | ňŋőčőőąřăğĺ£ łńăśśă C^r, šő ňőęŋő ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺě čńăďłőčő őšőąřăęěŋĺ£ f : M^m → N^n łńăśśă C^p, čďě p ≤ r. Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő řăśśňőšřěšĳ łăřšş φ : O(x) → R^m, x ∈ M^m, ĺ łăřšş ψ : O ( f(x) ) → R^n. Ćőğŋĺłă¿źěě ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺě ψfφ�^1 ĺğ R^m ć R^n ďőńęŋő ążšĳ

łńăśśă C^p ďń£ ćśěţ łăřš. Ŕřĺ p > r ¡šő őŕřěďěńěŋĺě ŋě čőďĺšś£, ŕőšőňş ůšő čńăďłőśšĳ őšőąřăęěŋĺ£ ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš ćżąőřă ăšńăśă.

Ňŋőčőőąřăğĺ£ M^m ĺ N^n ŋăğżćă¿š ďĺťťěőňőřťŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš őšőąřăęěŋĺě φ : M^m → N^n łńăśśă C^r, ş łőšőřőčő ěśšĳ őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě łńăśśă C^r.

Ğăďăůă. Ďőłăğăšĳ, ůšő śńěďş¿źĺě šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£-

¿šś£ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ: S^n, RP^n, čřăśśňăŋĺăŋż G_k(R^n) ĺ G^+_k (R^n).

Őřĺěŋšăűĺ£. Ăšńăś ŋăğżćă¿š őřĺěŋšĺřş¿źĺň, ěśńĺ ş ćśěţ őšőąřă-

ęěŋĺľ ŕěřěţőďă φ_{x̃}φ�^1_x £łőąĺăŋ ćő ćśěţ šőůłăţ ŕőńőęĺšěńěŋ.

Őřĺěŋšăűĺěľ ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ ŋăğżćă¿š ćżąőř őřĺěŋšĺřş¿źěčő

ăšńăśă.

Ňŋőčőőąřăğĺě ŋăğżćă¿š őřĺěŋšĺřşěňżň, ěśńĺ ŋă ŋěň ňőęŋő ćżąřăšĳ őřĺěŋšăűĺ¿, ĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ őřĺěŋšăűĺ£ şęě ćżąřăŋă.

Ğăďăůă. Łăłĺě ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ňŋőčőőąřăğĺľ

őřĺěŋšĺřşěňż, ă łăłĺě ŋěőřĺěŋšĺřşěňż?

Łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďăďĺň śŋăůăńă őŕřěďěńěŋĺě łăśăšěńĳ-

ŋżţ ćěłšőřőć ć šőůłě x ∈ R^n (őążůŋżţ ćěłšőřőć ś ŋăůăńőň ć šőůłě x). Ŋő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě ďőńęŋő ążšĳ šăłĺň, ůšőąż ś ŕőňőźĳ¿ ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš ěčő ňőęŋő ążńő ąż śřăğş ŕěřěŋěśšĺ ŋă ňŋőčőőąřăğĺě. Řăśśňőšřĺň ćśěćőğňőęŋżě őšőąřăęěŋĺ£ (−ε, ε) → R^n łńăśśă C^r, ŕěřěćőď£źĺě 0 ć x. Ŕăřş őšőąřăęěŋĺľ φ_1 ĺ φ_2 ąşďěň śůĺšăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ (ć ŋşńě), ěśńĺ | φ_1(t) − φ_2(t) | = o(t) ŕřĺ t → 0.

Łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŕő ¡šőňş őšŋőÿěŋĺ¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŋăğżćă¿š łăśăšěńĳŋżň ćěłšőřőň (ć šőůłě x). Ňŋőęěśšćő ćśěţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřőć ŋăğżćă¿š łăśăšěńĳŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň (ć šőůłě x).

Ŋă łăśăšěńĳŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřă ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ć śăňőň ďěńě, ćőğĳňěň ďń£ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřőć v_1 ĺ v_2 ŕřěďśšăćń£¿źĺě ĺţ őšőąřăęěŋĺ£ φ_1 ĺ φ_2. Ďń£ ŋĺţ ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őšőąřăęěŋĺě λφ_1 + μφ_2, čďě λ, μ ∈ R. İšőňş őšőąřăęěŋĺ¿ śőőšćěšśšćşěš ŋěłőšőřżľ ćěłšőř, ŕřĺůěň őŋ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěńěľ φ_1 ĺ φ_2. İšőš ćěłšőř ąşďěň śůĺšăšĳ ćěłšőřőň λv_1 + μv_2.

Ć łăůěśšćě śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ć łăśăšěńĳŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő ćğ£šĳ ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě. Ă ĺňěŋŋő, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ćěłšőř φ : t → ( φ_1(t), . . . , φ_n(t) ) ĺňěěš łőőřďĺŋăšż ( dφ_1 dt (0), . . . , dφ_n dt (0) ) . Őłăğżćăěšś£, ůšő őš ćżąőřă ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš őŕěřăűĺĺ ć ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋě ğăćĺśĺš.

Őŕřěďěńěŋĺě łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ďń£ ňŋőčőőąřăğĺ£ ććőďĺšś£ šőůŋő šăł ęě ś ŕőňőźĳ¿ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš.

Ŋă £ğżłě łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć őřĺěŋšăűĺ£ ňŋőčőőąřăğĺ£ śőőšćěšśšćşěš ćżąőřş śőčńăśőćăŋŋőľ őřĺěŋšăűĺĺ ćśěţ łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Ć R^n łăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ćő ćśěţ šőůłăţ ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ ś

ŕőňőźĳ¿ śďćĺčă. Ŕő¡šőňş ć őďŋőľ łăřšě łăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă šőęě ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ć őďŋőľ łăřšě ňőęŋő ŕőŋ£šĳ, ůšő őğŋăůăěš őďĺŋăłőćă£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőśšĳ łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Ŕőŕřőąşěň šěŕěřĳ ŕěřěŋěśšĺ ŕőŋ£šĺě őďĺŋăłőćő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ŋă őąžěďĺŋěŋĺěň ďćşţ łăřš U ĺ V . Ďń£ ¡šőčő śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ ĺň čőňěőňőřťĺğňăňĺ φ ĺ ψ ŕěřěŋěśěň ĺţ ć R^n, ă šăň şęě ŕőŋ£šŋő, ůšő šăłőě őďĺŋăłőćő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżě łăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ŋő ć řěğşńĳšăšě ć šőůłě x ∈ U ∩ V ŕőńşůĺň, ćőőąźě čőćőř£, ďćě řăğŋżě őřĺěŋšăűĺĺ | őďŋş őřĺěŋšăűĺ¿ ĺğ łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć šőůłě φ(x) ∈ φ(U ), ă ďřşčş¿ őřĺěŋšăűĺ¿ | ĺğ łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć šőůłě ψ(x) ∈ ψ(V ). Śőčńăśőćăŋŋőśšĳ ¡šĺţ őřĺěŋšăűĺľ ¡łćĺćăńěŋšŋă šőňş, ůšő £łőąĺăŋ őšőąřăęěŋĺ£ φψ�_1 ć šőůłě x ŕőńőęĺšěńěŋ.