Ńěłűĺ£ 10

Ś ŕőňőźĳ¿ śšěŕěŋĺ őšőąřăęěŋĺ£ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ čőňőšőŕĺůěśłş¿ łńăśśĺťĺłăűĺ¿ őšőąřăęěŋĺľ M^n → S^n, čďě M^n | ść£ğŋőě łőňŕăłšŋőě őřĺěŋšĺřşěňőě ňŋőčőőąřăğĺě ąěğ łřă£. Ŕőłăęěň śŋăůăńă, ůšő śšěŕěŋĳ őšőąřăęěŋĺ£ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě őšőąřăęěŋĺ£ ŋă čőňőšőŕŋőě ěňş őšőąřăęěŋĺě. Řăśśňőšřĺň čőňőšőŕĺ¿ f_λ : M^n → S^n, λ ∈ [0, 1]. Ďń£ łăęďőčő λ ∈ [0, 1] őšőąřăęěŋĺě f_λ ĺňěěš ŋěłřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě. Ŕřĺ ňăńőň ĺğňěŋěŋĺĺ λ łőńĺůěśšćő ŕřőőąřăğőć ¡šőčő ŋěłřĺšĺůěśłőčő ğŋăůěŋĺ£ ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ĺ ĺŋďěłśż ¡šĺţ šőůěł ŋě ĺğňěŋ£¿šś£. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ łăęďőľ šőůłĺ λ ∈ [0, 1] śşźěśšćşěš šăłă£ őłřěśšŋőśšĳ U_λ, ůšő ďń£ ćśěţ μ ∈ U_λ śšěŕěŋĳ őšőąřăęěŋĺ£ f_μ őďŋă ĺ šă ęě. Ĺğ ŕőłřżšĺ£ őšřěğłă [0, 1] őłřěśšŋőśš£ňĺ U_λ ňőęŋő ćżąřăšĳ łőŋěůŋőě ŕőďŕőłřżšĺě, ŕő¡šőňş śšěŕěŋĳ őšőąřăęěŋĺ£ f_0 řăćŋă śšěŕěŋĺ őšőąřăęěŋĺ£ f1. Ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě, ŋő ěčő ďőłăğăšěńĳśšćő ąőńěě śńőęŋő.

Šěőřěňă. Ďćă őšőąřăęěŋĺ£ M^n → S^n őďŋőľ ĺ šőľ ęě śšěŕěŋĺ čőňőšőŕŋż.

(İšő ćěřŋő łăł ć łăšěčőřĺĺ őšőąřăęěŋĺľ ś őšňěůěŋŋżňĺ šőůłăňĺ, šăł ĺ ć łăšěčőřĺĺ ŕřőĺğćőńĳŋżţ őšőąřăęěŋĺľ.)

Ňż ŕőłăęěň šăłęě, ůšő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő k ∈ Z śşźěśšćşěš őšőąřăęěŋĺě M^n → S^n śšěŕěŋĺ k. Ŕő¡šőňş π_n(S^n) ≃ Z.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż. Ć łăęďőň łńăśśě őšőąřăęěŋĺľ ś ťĺłśĺřő-

ćăŋŋőľ śšěŕěŋĳ¿ k ŋşęŋő ćżďěńĺšĳ ŋěłőšőřőě łăŋőŋĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě, ă ŕőšőň śćěśšĺ ł ŋěňş őśšăńĳŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ čőňőšőŕĺĺ.

Ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ śěćěřŋżľ ŕőń¿ś N śťěřż S^n ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ śšěŕěŋĺ őšőąřăęěŋĺ£, ă ¿ęŋżľ ŕőń¿ś S ąşďěň śůĺšăšĳ őšňěůěŋŋőľ šőůłőľ. (Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő N | ŋěłřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě řăśśňăšřĺćăěňőčő őšőąřăęěŋĺ£; ¡šőčő ćśěčďă ňőęŋő ďőąĺšĳś£.) Ćżąěřěň ďń£ šőůłĺ N ďőśšăšőůŋő ňăńş¿ őłřěśšŋőśšĳ U šăł, ůšőąż ěě ŕřőőąřăğ f�^1(U ) śőśšő£ń ĺğ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ őłřěśšŋőśšěľ šőůěł f�^1(N ) ĺ őčřăŋĺůěŋĺě őšőąřăęěŋĺ£ f ŋă łăęďş¿ ĺğ ¡šĺţ őłřěśšŋőśšěľ ążńő ąż ďĺťťěőňőřťĺğňőň ¡šőľ őłřěśšŋőśšĺ ŋă U (řĺś. 1).

Řĺś. 1

Řăśśňőšřĺň čőňőšőŕĺ¿ g_t šőęďěśšćěŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ id_Sn ć őšőąřăęěŋĺě S^n → S^n, łőšőřőě řăśš£čĺćăěš U ŋă ćś¿ śťěřş, šő ěśšĳ śš£čĺćăěš S^n − U ŕő ňěřĺďĺăŋăň ć šőůłş S. Řăśśňőšřĺň ďăńěě čőňőšőŕĺ¿ g_tf ĺśţőďŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ f. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň őšőąřăęěŋĺě, ŕřĺ łőšőřőň ďőŕőńŋěŋĺě f�1(_U ) őšőąřăęăěšś£ ć šőůłş_S, ă őłřěśšŋőśšĺ šőůěł_f�1(_N ) ďĺťťěőňőřťŋő őšőąřăęă¿šś£ ŋă S^n − S.

Ňż şęě ďőąĺńĺśĳ ŋěłőšőřőčő şŕřőźěŋĺ£ őšőąřăęěŋĺ£, ŋő śďěńăŋő ěźě ďăńěłő ŋě ćśě šřěąşěňőě. Řăśśňőšřĺň ďćă ďĺťťěőňőřťĺğňă őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ f�1(_N ) ŋă_Sn_{− S}, ŕěřěćőď£źĺţ_f�1(_N ) ć_N ĺ ĺňě¿źĺţ £łőąĺăŋż őďŋőčő ĺ šőčő ęě ğŋăłă. Ć ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăšăţ őďĺŋ ďĺťťěőňőřťĺğň ğăďăěšś£ şřăćŋěŋĺ£ňĺ y_1 = f_1(x), . . . , y_n = f_n(x), ă ďřşčőľ ďĺťťěőňőřťĺğň ğăďăěšś£ şřăćŋěŋĺ£ňĺ y_1 = g_1(x), . . . , y_n = g_n(x). Ńőłăńĳŋżě łőőřďĺŋăšż ćżąěřěň šăł, ůšő f(0) = g(0) = 0. Šőčďă f(x) = Ax + . . ., čďě A | ňăšřĺűă §łőąĺ őšőąřăęěŋĺ£ f ć šőůłě 0. Řăśśňőšřĺň čőňőšőŕĺ¿ f_τ = τ f +(1 − τ ) ~f, čďě ~f (X) = Ax. Ćśě őšőąřăęěŋĺ£ f_τ £ćń£¿šś£ ńőłăńĳŋżňĺ ďĺťťěőňőřťĺğňăňĺ (£łőąĺăŋ f_τ ć šőůłě 0 ŋě ğăćĺśĺš őš τ ), ŋő, ćőğňőęŋő, ć ňěŋĳÿěľ őłřěśšŋőśšĺ. Ăŋăńőčĺůŋő śšřőĺň čőňőšőŕĺ¿, ść£ğżćă¿źş¿ őšőąřăęěŋĺě g(x) ĺ ěčő ńĺŋěľŋş¿ ůăśšĳ B_x. Ŕő şśńőćĺ¿ őŕřěďěńĺšěńĺ ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ A ĺ B ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě ğŋăł, ŕő¡šőňş ĺţ ňőęŋő śőěďĺŋĺšĳ čőňőšőŕĺěľ. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőńşůěŋő ďń£ ŋěłőšőřőľ ňěŋĳÿěľ őłřěśšŋőśšĺ, ŋő ňőęŋő ŕőćšőřĺšĳ ĺśţőďŋżľ šř¿ł | řăśš£ŋşšĳ ś ŕőňőźĳ¿ čőňőšőŕĺĺ ŕőńşůěŋŋş¿ őłřěśšŋőśšĳ ŋă śťěřě ďő S^n − S.

Ňż ŕőńşůĺň ďőłăğăšěńĳśšćő ć šőň śńşůăě, łőčďă f�^1(N ) śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ. Ŋěśńőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő ć šőň śńşůăě, łőčďă ğŋăłĺ £łőąĺăŋőć ćő ćśěţ šőůłăţ f�^1(N ) őďŋĺ ĺ šě ęě. Ć śăňőň ďěńě, ĺğ ść£ğŋőśšĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n śńěďşěš, ůšő ść£ğŋő ňŋőęěśšćő ŋěşŕőř£ďőůěŋŋżţ ŋăąőřőć ĺğ k ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ šőůěł M^n. Ąőńěě šőčő, ňăńżě ÿăřĺłĺ ś űěŋšřăňĺ ć šőůłăţ őďŋőčő ŋăąőřă ňőęŋő ŕřőšăźĺšĳ ć ŋăąőř ňăńżţ ÿăřĺłőć ś űěŋšřăňĺ ć šőůłăţ ďřşčőčő ŋăąőřă; ¡šő ŕřőšăśłĺćăŋĺě ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő čőňőšőŕĺĺ šőęďěśšćěŋŋőčő ďĺťťěőňőřťĺğňă M^n. Ďőłăğăšěńĳśšćő ĺśŕőńĳğşěš ńĺÿĳ śńěďş¿źěě śćőľśšćő. Ěśńĺ ćŋşšřĺ ÿăřă ďăŋż ďćě šőůłĺ, šő śşźěśšćşěš ĺğőšőŕĺ£ ÿăřă, ŋěŕőďćĺęŋă£ ŋă čřăŋĺűě ĺ ŕěřěćőď£źă£ ŕěřćş¿ šőůłş ćő ćšőřş¿.

Ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋşęŋő ŋăşůĺšĳś£ śőłřăźăšĳ ÿăřĺłĺ ś £łőąĺăŋăňĺ řăğŋżţ ğŋăłőć. Ŕőďš£ŋěň ďćă ÿăřĺłă ś £łőąĺăŋăňĺ řăğŋżţ ğŋăłőć ŕőąńĺęě ďřşč ł ďřşčş, ă ğăšěň ś ŕőňőźĳ¿ čőňőšőŕĺĺ ĺğňěŋĺň őďĺŋ ÿăřĺł šăł, ůšőąż őŋ śšăń ğěřłăńĳŋő śĺňňěšřĺůěŋ ďřşčőňş (řĺś. 2; ğăÿšřĺţőćăŋŋă£ őąńăśšĳ őšőąřăęăěšś£ ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş S).

Řĺś. 2

Řăśśňőšřĺň śěňěľśšćő őšřěğłőć, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżţ řăğďěń£¿źěľ ÿăřĺłĺ ŕěřěčőřőďłě. Ć ńěćőľ ůăśšĺ őšřěğłă őšőąřăęěŋĺě śĺňňěšřĺůŋő őšőąřăęěŋĺ¿ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ őšřěğłă. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, őčřăŋĺůěŋĺě őšőąřăęěŋĺ£ ŋă őšřěğőł ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łőňŕőğĺűĺ¿ ŕşšěľ γ ĺ γ�^1. Ďń£ šăłőčő őšőąřăęěŋĺ£ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ čőňőšőŕĺ¿ ć ŕőśšő£ŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ćśěčő őšřěğłă ć őąřăğ ěčő łőŋűőć, šő ěśšĳ ć šőůłş S. İšő ŕőğćőń£ěš ŕőśšřőĺšĳ čőňőšőŕĺ¿ řăśśňăšřĺćăěňőčő őšőąřăęěŋĺ£ łşąă ś ďćşň£ ÿăřĺłăňĺ ć ŕőśšő£ŋŋőě őšőąřăęěŋĺě łşąă ć šőůłş S, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

ŋěśńőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕřĺňěř őšőąřăęěŋĺ£ M^n → S^n, ĺňě¿źěčő ďăŋŋş¿ śšěŕěŋĳ ±k. Řăśśňőšřĺň ďń£ ¡šőčő ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ M^n ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ ÿăřĺłĺ U_1, . . . , U_k. Őšőąřăğĺň łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ ÿăřĺłőć ďĺťťěőňőřťŋő ŋă S^n → S šăł, ůšőąż £łőąĺăŋ őšőąřăęěŋĺ£ ĺňěń ďăŋŋżľ ğŋăł. Őśšăńĳŋş¿ ůăśšĳ ňŋőčőőąřăğĺ£ M^n őšőąřăğĺň ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş S.

Śěůěŋĺěň čńăďłőčő řăśśńőěŋĺ£ p : E → B ŋăğżćă¿š šăłőě čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě s : B → E, ůšő ps = id_B . Śěůěŋĺě łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ T�M^n ŋăğżćă¿š ćěłšőřŋżň ŕőńěň ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ M^n. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, łăęďőľ šőůłě x ∈ M^n śőŕőśšăćń£ěšś£ łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř, ŕřĺńőęěŋŋżľ ć ¡šőľ šőůłě. Šěőřĺ£ őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ğăŋĺňăěšś£, ŕő śşšĺ ďěńă, ŕőĺśłőň łřĺćżţ, łăśă¿źĺţś£ ďăŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőń£.

Őśőąőľ šőůłőľ ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ŋăğżćă¿š šőůłş, łőšőřőľ śőŕőśšă-

ćńěŋ ŋşńěćőľ łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř. Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŋă śťěřě S^2 ń¿ąőě ćěłšőřŋőě ŕőńě ĺňěěš őśőąş¿ šőůłş.

Őśőąă£ šőůłă ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ŋăğżćăěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ, ěśńĺ ć ěě ŕřőłőńőšőľ őłřěśšŋőśšĺ ŋěš ďřşčĺţ őśőążţ šőůěł.

Ŋă łőňŕăłšŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ M^n ćěłšőřŋżě ŕőń£ ś ĺğőńĺřőćăŋŋżňĺ őśőążňĺ šőůłăňĺ őąřăğş¿š őšłřżšőě ćś¿ďş ŕńőšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ć ňŋőęěśšćě ćśěţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ, šő ěśšĳ ŕőůšĺ ćśě ćěłšőřŋżě ŕőń£ ĺňě¿š šőńĳłő ĺğőńĺřőćăŋŋżě őśőążě šőůłĺ.

Ĺŋďěłś ĺğőńĺřőćăŋŋőľ őśőąőľ šőůłĺ ć R^n. Řăśśňőšřĺň śťěřş S^n�^1_ε

ňăńőčő řăďĺşśă ε ś űěŋšřőň ć ĺğőńĺřőćăŋŋőľ őśőąőľ šőůłě. Ć łăęďőľ šőůłě S^n�1_ε ćőğĳňěň śőőšćěšśšćş¿źĺľ ćěłšőř ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ĺ ŕăřăńńěńĳŋő ŕěřěŋěśěň ěčő ć őśőąş¿ šőůłş. İšőš ćěłšőř şłăęěš ŋěłőšőřş¿ šőůłş ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě S^n�^1_1 . Šăłĺň őąřăğőň ŕőńşůăěň čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě S^n�^1_ε → S^n�^1_1 . Śšěŕěŋĳ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ŋăğżćă¿š ĺŋďěłśőň řăśśňăšřĺćăěňőľ őśő-

ąőľ šőůłĺ. Őš ćżąőřă śťěřż S^n�^1_ε ĺŋďěłś ŋě ğăćĺśĺš (ěśńĺ šőńĳłő ćŋşšřĺ

¡šőľ śťěřż ŋě őłăęěšś£ ěźě őďŋă őśőąă£ šőůłă). Ć śăňőň ďěńě, ŕřĺ ňăńőň ÿěćěńěŋĺĺ śťěřż S^n�^1_ε őšőąřăęěŋĺě ğăňěŋ£ěšś£ ŋă čőňőšőŕŋőě, ěśńĺ šőńĳłő śťěřă ŋě ğăďěćăěš őśőąş¿ šőůłş.

Ěśńĺ ěśšĳ ŋěśłőńĳłő őśőążţ šőůěł, šő ďń£ łăęďőľ ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ćğ£šĳ ňăńěŋĳłş¿ śťěřş. Ă łřőňě šőčő, ňőęŋő ćğ£šĳ őłřşęă¿źş¿ ĺţ ćśěţ ąőńĳÿş¿ śťěřş (řĺś. 3). Ďń£ ¡šőľ ąőńĳÿőľ śťěřż šőęě ňőęŋő ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň őŕřěďěńĺšĳ ĺŋďěłś őšŋőśĺšěńĳŋő ćěłšőřŋőčő ŕőń£.

Řĺś. 3

Šěőřěňă. Ĺŋďěłś ąőńĳÿőľ śťěřż řăćěŋ śşňňě ĺŋďěłśőć őśőążţ šőůěł. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ, łőčďă őśőążţ šőůěł

ďćě. Řăğďěńĺň ¡šĺ őśőążě šőůłĺ ¡łćăšőřĺăńĳŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿ (řĺś. 4).

Řĺś. 4

Ć řěğşńĳšăšě ąőńĳÿă£ śťěřă ąşďěš řăğďěńěŋă ŋă ďćě ŕőńşśťěřż. Ďń£ łăęďőľ ŕőńşśťěřż ĺŋďěłś śőćŕăďăěš ś ĺŋďěłśőň řăśŕőńőęěŋŋőľ ć ŋěľ őśőąőľ šőůłĺ. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, őąžěďĺŋěŋĺě ŕőńşśťěř ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ŋěść£ğŋőě ňŋőčőőąřăğĺě (śńěčłă ŕőÿěćěńĺć ŕőńşśťěřż). İšőňş ňŋőčőőąřăğĺ¿ šőęě ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ĺŋďěłś, řăśśňőšřěć őšőąřăęěŋĺě ć S^n�^1 ĺ ćğ£ć ŕřőőąřăğ ŋěłřĺšĺůěśłőčő ğŋăůěŋĺ£. Ŋă řăğďěń£¿źěľ ŕńőśłőśšĺ ćőğŋĺłă¿š ŋőćżě ŕřőőąřăğż, ŋő őŋĺ ćśšřěůă¿šś£ ŕăřăňĺ, ŕřĺůěň ś ŕřőšĺćőŕőńőęŋżňĺ ğŋăłăňĺ. Ć řěğşńĳšăšě ćśě ŋőćżě ŕřőőąřăğż ďă¿š ŋőćżľ ŋşńěćőľ ćłńăď.

Ňż őŕřěďěńĺň ĺŋďěłś őśőąőľ šőůłĺ ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ć R^n. Ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ M^n ŋşęŋő ćğ£šĳ ńőłăńĳŋżě łőőřďĺŋăšż ĺ śďěńăšĳ ćśě šőůŋő šăł ęě.

Ğăďăůă. Ůšő ŕřőĺğőľďěš ś ĺŋďěłśőň, ěśńĺ ňż ĺğňěŋĺň őřĺěŋšăűĺ¿? Šěőřěňă. Ŕşśšĳ M^n | łőňŕăłšŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ąěğ łřă£. Šőčďă śşňňă

ĺŋďěłśőć őśőążţ šőůěł ďń£ ćśěţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ ś ĺğőńĺřőćăŋŋżňĺ őśőążňĺ šőůłăňĺ őďŋă ĺ šă ęě.

Őďŋő ĺğ ćőğňőęŋżţ ďőłăğăšěńĳśšć ¡šőľ šěőřěňż ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšőąż řăśśňőšřěšĳ ćěłšőřŋőě ŕőńě őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£; ş ¡šőčő ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ěśšĳ őśőążě šőůłĺ šőńĳłő ţőřőÿěčő ćĺďă. Ŋşęŋő ĺğşůĺšĳ ŕěřěśšřőľłĺ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ďń£ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ ĺ şąěďĺšĳś£, ůšő ŕřĺ ń¿ąőľ šăłőľ ŕěřěśšřőľłě śşňňă ĺŋďěłśőć ŋě ĺğňěŋ£ěšś£.