çÌÁŒÁ 1.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ

ëÏÇÄÁ ŒÙ ÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ Ó ÎÏŒÙÍÉ ÌÀÄØÍÉ, ŒÙ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁ- ÐÏÍÉÎÁÅÔÅ ÉÈ ÉÍÅÎÁ É ŒÎÅÛÎÏÓÔØ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ŒÓÔÒÅÞÁÑÓØ Ó ÎÉÍÉ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ, ŒÙ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕÚÎÁÅÔÅ ÉÈ ÌÕÞÛÅ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ŒÁÛÉÍÉ ÄÒÕÚØÑÍÉ.

œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÓÏÓÔÏÉÔÓÑ ÌÉÛØ ŒÎÅÛÎÅÅ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ ÞÉÔÁÔÅ- ÌÑ Ó ÍÎÏÇÉÍÉ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ Œ ËÕÒÓÅ. âÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÏÅ ÉÈ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÈÏÄÉÔØ Œ ÐÒÏ- ÃÅÓÓÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÞÔÅÎÉÑ ËÎÉÇÉ É ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ.

1.1. œŒÅÄÅÎÉÅ

åÓÌÉ ŒÏÏÂÝÅ ÍÏÖÎÏ ÞÅÔËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÅÄÍÅÔ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ | ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ Œ ÎÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. ðÏÄ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

M × M → M:

Ô. Å. ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ M ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÁË ÞÉÓÌÁ, ÔÁË É ÏÂSS- ÅËÔÙ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÏÄÁ.

èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ É ŒÁÖÎÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

N | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Z_+ = N ∪ {0} | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, 5

Z| ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, Q | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, R_+ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, R | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ (= ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ) ÞÉÓÅÌ.

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÙ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ÞÉÓÌÏŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ, ÔÁË ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÔÁË ËÁË ÓÕÍ- ÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÎÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ M, N, P | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É

f : N → M; g : P → N

| ËÁËÉÅ-ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f É g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

fg : P → M;

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(fg)(a) = f(g(a)) ∀a ∈ P;

Ô. Å. ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÓÎÁÞÁÌÁ g, Á ÐÏ- ÔÏÍ f. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ M = N = P ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ. üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÇÒÕÐÐÁÍÉ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÇÌÁÓ- ÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ Œ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑ- ÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. ëÓÔÁÔÉ ÏÔÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉ- ÅÊ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ, ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÅÓÔØ

1.1. œŒÅÄÅÎÉÅ 7

ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÎÏ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂ ÜÔÏÍ ÄÕÍÁÔØ.

œÓÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÒÁ É ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÒÁÚŒÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. œ ÐÒÉÎ- ÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ Œ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ Z_+, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ÌÀÂÙÍ ÄŒÕÍ ÞÉÓÌÁÍ ÞÉÓÌÏ ÓÏŒÐÁÄÁ- ÀÝÉÈ ÃÉÆÒ Œ ÉÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ. ïÄÎÁËÏ ÌÉÛØ ÎÅÍÎÏÇÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÒÅÁÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

óÌÅÄÕÅÔ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ É ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÙ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÊ. üÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÎÁÈÏÄÉÔ ÓŒÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÐÏÎÑÔÉÉ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ∘, Á N | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ∗. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (M; ∘) É (N; ∗) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÂÉÅË- ÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → N; ÞÔÏ f(a ∘ b) = f(a) ∗ f(b)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ M. óÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒ (M; ∘) É (N; ∗).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ Ó ÄŒÕÍÑ ÉÌÉ Â«ÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

a → 2^a

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

2^{a+b} = 2^a2^b:

œÍÅÓÔÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ 2 ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÏÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 1. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ t_a ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÊ ÐÅÒÅ- ÎÏÓ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÙ |a| Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÍ ÚÎÁËÏÍ a. (åÓÌÉ a = 0, ÔÏ t_a | ÜÔÏ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.) ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

t_{a+b} = t_a ∘ t_b;

ÇÄÅ ∘ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅ- ÒÅÎÏÓÏŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a → t_a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ (R; +) É (M; ∘).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÏÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁ- ÄÁÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÔÒÕ- ËÔÕÒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ Œ ÄÒÕÇÏÊ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∘ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ a ∘ b = b ∘ a

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ M. åÓÌÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (M; ∘) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÅ (N; ∗) É ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∘ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ É ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ËÁËÕÀ ÉÚ ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÉÚÕÞÁÔØ: ŒÓÅ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÂSSÅË- ÔÁ. ïÄÎÁËÏ ŒÙÂÏÒ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÚÁÄÁÞÉ. ëÁËÁÑ-ÔÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÕÄÏÂÓÔŒÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÍÏÄÅÌØ ÉÍÅÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ.

1.2. áÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ

óÌÏÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ:

(ó1) a + b = b + a (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ); (ó2) (a + b) + c = a + (b + c) (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ); (ó3) a + 0 = a; (ó4) a + (−a) = 0.

éÚ ÜÔÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÞÉÓÔÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÕÔÅÍ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏ- ÌÕÞÅÎÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÙ- ÞÅÔÁÎÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x + a = b

ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ. åÓÌÉ c | ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, Ô. Å. c + a = b, ÔÏ

(c + a) + (−a) = b + (−a):

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ó2){(ó4), ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

(c + a) + (−a) = c + (a + (−a)) = c + 0 = c:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, c = b + (−a):

üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ É ÒÁŒÎÏ b + (−a). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ x = b + (−a) Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ b + (−a) ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ:

(b + (−a)) + a = b + ((−a) + a) = b + (a + (−a)) = b + 0 = b:

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(õ1) ab = ba (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ); (õ2) (ab)c = a(bc) (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ); (õ3) a1 = a;

(õ4) aa^{−1} = 1 ÐÒÉ a ≠ 0.

óŒÏÊÓÔŒÁ (õ1){(õ4) ÌÉÛØ ÆÏÒÍÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÓŒÏÊÓÔŒ (ó1){(ó4), Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÇÏŒÏÒËÏÊ, ÞÔÏ Œ (õ4) ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ a ≠ 0, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË Œ (ó4) ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ a ÎÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ŒÙŒÏÄ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ (ó1){(ó4) ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ, ÂÕÄÕÞÉ ÐÅÒÅŒÅÄÅÎ ÎÁ ÑÚÙË ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÁÓÔ ŒÙŒÏÄ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ (õ1){(õ4) ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÔÁËÉÍ ÐÕÔÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ≠ 0 É ÌÀÂÏÇÏ b ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ xa = b ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÒÁŒÎÏÅ ba^{−1}.

œÓÅ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ- ÂÙ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÕÚÎÁÌ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ ÎÏŒÏÅ Ï ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, Á ÞÔÏÂÙ ÐÏÄŒÅÓÔÉ ÅÇÏ Ë ŒÁÖÎÏÊ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÄÅÅ. üÔÁ ÉÄÅÑ

ÅÓÔØ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÏÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÃÅÌÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ŒÙÄÅÌÑÅÍÙÈ ÔÅÍÉ ÉÌÉ ÉÎÙÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÂÏÊ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Œ ÜÔÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ŒÁÖÎÏ, ËÁË Œ ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ. ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÁËÓÉÏÍÙ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ É ÌÀÂÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÕÔÅÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÁËÓÉÏÍ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÌÉÛØ ÎÅÍÎÏÇÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ. îÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ĂÉÚ ÇÏÌÏŒÙĄ ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅ- ÍÕ ÁËÓÉÏÍ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉŒÅÌÁ ÂÙ Ë ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. œÓÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÅ, ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÓÔÏÒÉÀ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÁÎÁ- ÌÉÚÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ŒÏÚÎÉËÛÉÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÕ- ÔÅÍ. ôÁËÏŒÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÌØÃÁ, ÐÏÌÑ, ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÄÒÕÇÉÅ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ.

óŒÏÊÓÔŒÁ (ó1){(ó4), Á ÔÁËÖÅ (õ1){(õ4) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÁËÓÉÏÍ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÐÒÉ- ŒÅÓÔÉ ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÜÔÉÈ ÁËÓÉÏÍ, ÓËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. îÁÚŒÁÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Œ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÄÎÁËÏ ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉ- ÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ É ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ- ÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÁÓÓÏÃÉÁÃÉÉ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÀÝÅÅ ÑÚÙË ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. (áÄÄÉÔÉŒÎÏÊ) ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉ- ÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) a + b = b + a ∀a; b (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ); 2) (a + b) + c = a + (b + c) ∀a; b; c (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ); 3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 (ÎÕÌØ), ÞÔÏ a + 0 = a ∀a; 4) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ −a (ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ), ÞÔÏ a + (−a) = 0.

œÙŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÁËÓÉÏÍ. 1) îÕÌØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ 0_1 É 0_2 | ÄŒÁ ÎÕÌÑ.

ôÏÇÄÁ 0_1 = 0_1 + 0_2 = 0_2:

2) ðÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ (−a)_1 É (−a)_2 | ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ a. ôÏ- ÇÄÁ (−a)_1 = (−a)_1 + (a + (−a)_2) = ((−a)_1 + a) + (−a)_2 = (−a)_2:

3) äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x + a = b ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÒÁŒÎÏÅ b + (−a). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÍ. ŒÙÛÅ. üÔÏ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b É a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ b − a.

ðÒÉÍÅÒ 1. þÉÓÌÏŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z; Q; R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÙ- ÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÏŒÅÍ ÓÔÒÏËÏÊ ÄÌÉÎÙ n. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R^n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÓÔÒÏË ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(a_1; a_2; : : :; a_n) + (b_1; b_2; : : :; b_n) = (a_1 + b_1; a_2 + b_2; : : :; a_n + b_n):

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. åÅ ÎÕÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ

0 = (0; 0; : : :; 0):

ðÒÉÍÅÒ 4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÚÁ- ÄÁÎÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÀÝÅÅ ÑÚÙË ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1^′. (íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ) ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ab = ba ∀a; b (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ); 2) (ab)c = a(bc) ∀a; b; c (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ);

3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e (ÅÄÉÎÉÃÁ), ÞÔÏ ae = a ∀a; 4) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1} (ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ), ÞÔÏ aa^{−1} = e.

åÄÉÎÉÃÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ 1.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÁËÓÉÏÍ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÌÕÞÅÎ- ÎÙÅ ŒÙÛÅ ÎÁ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÍ ÑÚÙËÅ, ÎÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÍ ÑÚÙËÅ ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

1) åÄÉÎÉÃÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. 2) ïÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ.

3) äÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ xa = b ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÒÁŒÎÏÅ ba^{−1}. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ b ÎÁ a (ÉÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b É a) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ba .

ðÒÉÍÅÒ 5. þÉÓÌÏŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q^∗ = Q \ {0} É R^∗ = R\ {0} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ÏÂÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÂÅÌÅŒÏÊ), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ŒËÌÀÞÁÅÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ.

1.3. ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÇÒÕÐÐ, ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍÉ ÏÂÙÞÎÏ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. éÈ ÁËÓÉÏÍÙ, ËÁË É ÁËÓÉÏÍÙ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÄÓËÁÚÁÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁËÓÉÏÍÙ ËÏÌØÃÁ | ÜÔÏ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÐÏÚŒÏ- ÌÑÀÝÉÊ ÏÈŒÁÔÉÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÐÏËÁ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÅÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ëÏÌØÃÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K Ó ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ K ÅÓÔØ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ (ÎÁÚÙŒÁ- ÅÍÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÌØÃÁ K);

2) a(b + c) = ab + ac É (a + b)c = ac + bc ∀a; b; c (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ).

œÙŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÁËÓÉÏÍ ËÏÌØÃÁ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÞÉÓÌÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÁËÓÉÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÅÒÅ- ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ §1.2.

1) a0 = 0a = 0 ∀a. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ a0 = b. ôÏÇÄÁ

b + b = a0 + a0 = a(0 + 0) = a0 = b;

1.3. ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ 13

ÏÔËÕÄÁ b = b − b = 0:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 0a = 0.

2) a(−b) = (−a)b = −ab ∀a; b. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

ab + a(−b) = a(b + (−b)) = a0 = 0

É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ab + (−a)b = 0.

3) a(b − c) = ab − ac É (a − b)c = ac − bc ∀a; b; c. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, a(b − c) + ac = a(b − c + c) = ab

É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, (a − b)c + bc = ac.

ëÏÌØÃÏ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÎÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, Ô. Å.

ab = ba ∀a; b;

É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÎÅÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ, Ô. Å.

(ab)c = a(bc) ∀a; b; c:

üÌÅÍÅÎÔ 1 ËÏÌØÃÁ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉ- ÎÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ a1 = 1a = a ∀a:

ôÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ 1 = 0, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ÉÍÅÅÍ

a = a1 = a0 = 0;

Ô. Å. ËÏÌØÃÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÕÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ËÏÌØ- ÃÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ 1 ≠ 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ, ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ðÒÉÍÅÒ 1. þÉÓÌÏŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z; Q; RÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÍÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ 2ZÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ðÒÉÍÅÒ 3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÚÁ- ÄÁÎÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑ- ÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÙÍ É ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. ïÄÎÁËÏ Œ ÎÅÍ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÍÅÎÑÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ:

a × b + b × a = 0 (ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ);

(a × b) × c + (b × c) × a + (c × a) × b = 0 (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ):

áÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉ ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 8.2.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ M | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É 2^M | ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 2^M | ËÏÌØÃÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ

A △ B = (A \ B) ∪ (B \ A)

É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ŒÚÑÔÙÈ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É ÁÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÏ.

üÌÅÍÅÎÔ a^{−1} ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ a, ÅÓÌÉ

aa^{−1} = a^{−1}a = 1:

(œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ aa^{−1} = 1.) ôÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÉËÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. üÌÅÍÅÎÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉ- ÍÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÌÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁ- ÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ëÏÌØÃÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÕÌÑ, ÎÅ ÓÞÉÔÁ- ÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÐÏÌÅÊ ÓÌÕÖÁÔ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q É ÐÏ- ÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R. ëÏÌØÃÏ ZÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ: Œ ÎÅÍ

ÏÂÒÁÔÉÍÙ ÔÏÌØËÏ ±1.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. (ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÏÌ- ÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÕÌÅÍ ÐÏÌÑ, Á ÄÒÕÇÏÊ | ÅÇÏ ÅÄÉÎÉÃÅÊ.)

œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ:

ab = 0 =⇒ a = 0 ÉÌÉ b = 0:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ a ≠ 0, ÔÏ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ab = 0 ÎÁ a^{−1}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ b = 0.

óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ËÏÌØÃÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÏ Z. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. œ ËÏÌØÃÅ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ:

ac = bc (ÉÌÉ ca = cb) É c ≠ 0 =⇒ a = b:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ac = bc ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ (a − b)c = 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÒÉ c ≠ 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ a − b = 0, Ô. Å. a = b.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ.

ðÒÉÍÅÒ 5. œ ËÏÌØÃÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3) ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ X ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚÏÂØÅÍ X ÎÁ ÄŒÁ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_1 É X_2 É ÐÏÌÏÖÉÍ

f_i(x) = { 1 ÐÒÉ x ∈ X_i; 0 ÐÒÉ x ∉ X_i:

ôÏÇÄÁ f_1; f_2 ≠ 0, ÎÏ f_1f_2 = 0.

ïÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Œ ÐÏÌÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. îÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉ- ËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÌÑ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ K^∗.

1.4. ðÏÄÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÄËÏÌØÃÁ É ÐÏÄÐÏÌÑ

ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ∘ É N | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ N ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÉ ∘, ÅÓÌÉ a; b ∈ N =⇒ a ∘ b ∈ N:

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∘ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N É ÐÒÅŒÒÁ- ÝÁÅÔ ÅÇÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÑ ∘ Œ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ÉÌÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ), ÔÏ ÏÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ É Œ N. ïÄÎÁËÏ ÄÒÕÇÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∘ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÎÁÓÌÅÄÏŒÁÔØÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ N.

ôÁË, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ, ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÒÏ- ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Z_+ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÅ Z, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏ ŒÓÅÍ ÓŒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ

1) B ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ; 2) a ∈ B =⇒ −a ∈ B; 3) 0 ∈ B.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÔØÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÔØÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÎÅÐÕÓÔÏÔÙ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÊ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ R ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅ- ÐÏÞËÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ: Z⊂ Q ⊂ R: ðÒÉÍÅÒ 2. œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÑÍÏÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ.

œ ÌÀÂÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ĂÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÙÅĄ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ: ŒÓÑ ÇÒÕÐÐÁ É ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÔÏÌØ- ËÏ ÉÚ ÎÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ ZÉÍÅÅÔ ŒÉÄ nZ, ÇÄÅ n ∈ Z_+ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ §4.3).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1^′. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅ- ÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ

1) B ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ; 2) a ∈ B =⇒ a^{−1} ∈ B; 3) e ∈ B.

ðÒÉÍÅÒ 3. œ ÇÒÕÐÐÅ R^∗ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐ: {±1} ⊂ Q^∗ ⊂ R^∗: óÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ó ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ, ÍÏ- ÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÙ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÐÏÄËÏÌØÃÁ É ÐÏÄÐÏÌÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄ- ËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ

1) L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÌØÃÁ K; 2) L ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÈ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÏ ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ËÁË ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ãÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ R, ÐÒÉ- ŒÅÄÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÐÏÄ- ËÏÌÅÃ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ n ∈ Z_+ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ nZÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ- ËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ Z. (óÒ. ÚÁÄÁÞy 1.)

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ M ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ 2^M ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3.1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L ÐÏÌÑ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ

1) L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ K; 2) a ∈ L, a ≠ 0 =⇒ a^{−1} ∈ L; 3) 1 ∈ L.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÈ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÏÌÅ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÐÏÌÑ R. úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L ÐÏÌÑ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

1) L ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ; 2) L ∋ 0; 1.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ Q ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ

ÐÏÄÐÏÌÅÊ (Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ).

1.5. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉŒÏ- ÄÉÔ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÐÏÌÑ, ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍÏÇÏ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÖÄÅ ÐÏÄÕÍÁÔØ ÎÁÄ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÔÒÏÇÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÏÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒÈÏÄÉÔØ Œ ÅÇÏ ÄÅÔÁÌÉ. ïÄÎÁËÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞ- ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, ËÁË ÓÅÞÅÎÉÊ äÅÄÅËÉÎÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É Ô. Ä. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÅ ÐÏÌÑ. ëÁËÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÎÁÓÔÏÑÝÉÍĄ ÐÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? ïÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ É ÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÂSSÅËÔÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÐÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

îÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔÅÌØÎÙÍ Œ ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÁËÓÉÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÌÁ- ÄÁÔØ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÂSSÅËÔ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ, É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁ- ËÉÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ (ÐÏÍÉÍÏ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ, ÁËÓÉÏÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁ É ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÍÏÄÅÌÉ ÐÏÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÏ ÍÅÖ- ÄÕ ÎÉÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. (äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ R ÎÁ ÓÅÂÑ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎ, É ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÄÏÌÖÎÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Œ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÙÅ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ R.) üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ R ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÀ

ÉÎÄÉŒÉÄÕÁÌØÎÏÓÔØ, Ô. Å. Œ ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÄÅÎÔÉÆÉ- ÃÉÒÏŒÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 10, √ 2, ı É Ô. Ä.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ C , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÐÏÌÑ ÐÏÌÅ R ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ;

2) ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ i, ÞÔÏ i^2 = −1; 3) ÏÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÓÒÅÄÉ ÐÏÌÅÊ Ó ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, Ô. Å.

ÅÓÌÉ K ⊂ C | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ R É i, ÔÏ K = C . úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ x^2 + 1 = (x − i)(x + i) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = −1 ÉÍÅÅÔ Œ C ÒÏŒÎÏ 2 ÒÅÛÅÎÉÑ: i É −i. åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÐÏÄÐÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÄÒÕÇÏÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ŒÓÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÓÅÂÑ. ëÁÖÄÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ a + bi, ÇÄÅ a; b ∈ R, Á i | (ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ) ÜÌÅÍÅÎÔ, ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ −1.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) ðÕÓÔØ C | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÌÅ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K = { a + bi : a; b ∈ R}:

éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Œ ÐÏÌÅ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ i^2 = −1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (a_1 + b_1i) + (a_2 + b_2i) = (a_1 + a_2) + (b_1 + b_2)i; (1) (a_1 + b_1i)(a_2 + b_2i) = (a_1a_2 − b_1b_2) + (a_1b_2 + b_1a_2)i: (2)

òÅÛÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

−(a + bi) = (−a) + (−b)i; (3)

(a + bi)^{−1} = a a^2 + b^2 + ( − b a^2 + b^2 ) i ÐÒÉ a^2 + b^2 ≠ 0: (4)

æÏÒÍÕÌÙ (1){(4) ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ K | ÐÏÄÐÏÌÅ. ôÁË ËÁË K, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ R É i, ÔÏ K = C .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ C ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ a + bi, ÇÄÅ a; b ∈ R. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ

a_1 + b_1i = a_2 + b_2i (a_1; b_1; a_2; b_2 ∈ R):

ôÏÇÄÁ a_1 − a_2 = (b_2 − b_1)i:

œÏÚŒÏÄÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ËŒÁÄÒÁÔ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(a_1 − a_2)^2 = −(b_2 − b_1)^2;

ÏÔËÕÄÁ a_1 − a_2 = b_2 − b_1 = 0;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ C^′ | ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É i^′ ∈ C^′ | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ (i^′)^2 = −1, ÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) É (2) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ i ÎÁ i^′, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

f : C → C^′; a + bi → a + bi^′ (a; b ∈ R);

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ C ÎÁ ÐÏÌÅ C^′.

2) ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ C ÐÁÒ (a; b), ÇÄÅ a; b ∈ R. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ ÎÅÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

(a_1; b_1) + (a_2; b_2) = (a_1 + a_2; b_1 + b_2); (a_1; b_1)(a_2; b_2) = (a_1a_2 − b_1b_2; a_1b_2 + b_1a_2);

ÐÏÄÓËÁÚÁÎÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (1) É (2). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ C ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 2.3) É ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÏ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÊ ŒÙËÌÁÄËÏÊ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉ- ÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

ôÁË ËÁË (a; b)(1; 0) = (a; b);

ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ (1; 0) | ÅÄÉÎÉÃÁ ËÏÌØÃÁ C . æÏÒÍÕÌÁ (4) ÐÏÄÓËÁ- ÚÙŒÁÅÔ, ËÁË ÄÏÌÖÅÎ ŒÙÇÌÑÄÅÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë (a; b) ÐÒÉ a^2 + b^2 ≠ 0. é, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ

(a; b)(a=(a^2 + b^2); −b=(a^2 + b^2)) = (1; 0):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C | ÐÏÌÅ.

äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÍ

(a_1; 0) + (a_2; 0) = (a_1 + a_2; 0);

(a_1; 0)(a_2; 0) = (a_1a_2; 0);

Ô. Å. ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÐÁÒÁÍÉ ŒÉÄÁ (a; 0) ÓŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÉÈ ÐÅÒŒÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÐÁÒÕ (a; 0) Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ a. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÐÏÌÅ C ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÅ R Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÐÏÌÑ.

ðÏÌÏÖÉÍ i = (0; 1); ÔÏÇÄÁ

i^2 = (−1; 0) = −1;

a + bi = (a; b) ÐÒÉ a; b ∈ R.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ C (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ) ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ a + bi, ÇÄÅ a; b ∈ R. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÐÏÄÐÏÌÅ K ⊂ C ÓÏÄÅÒÖÉÔ R É i, ÔÏ K = C . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C | ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c ∈ C Œ ŒÉÄÅ a + bi (a; b ∈ R) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ c É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Re c, Á ÞÉÓÌÏ b ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ c É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Im c. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅ- ÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÉÍÙÍÉ; ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ bi, ÇÄÅ b ∈ R, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ.

åÓÌÉ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ C^′ ŒÚÑÔØ ÔÏ ÖÅ ÐÏÌÅ C , Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ i^′ | ÜÌÅÍÅÎÔ −i, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

c = a + bi → c = a − bi (a; b ∈ R);

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ C ÎÁ ÓÅÂÑ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ. œÏÏÂÝÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ c → c ÅÓÔØ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ c = c.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓŒÏÉÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ C ÞÉÓÌÁ c + c É cc ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

c + c = c + c = c + c; cc = cc = cc:

òÉÓ. 1.

òÉÓ. 2.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ c = a + bi (a; b ∈ R), ÔÏ

c + c = 2a; cc = a^2 + b^2: (5)

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÌÉ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÉÓÌÏ c = a + bi ÉÚÏÂÒÁÖÁ- ÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÉÌÉ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ó ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a; b) (ÒÉÓ. 1). éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÏÞËÁÍÉ, ÉÎÏÇÄÁ | ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. ðÒÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÙÞÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ (ÉÌÉ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÍÕ ÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ c_2 É c_1 ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÏÍ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ ÔÏÞËÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ c_1 É Ó_2 (ÒÉÓ. 2).

œÍÅÓÔÏ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÏÌÑÒÎÙÅ. üÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÑÍ.

íÏÄÕÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c = a + bi ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ. íÏÄÕÌØ ÞÉÓÌÁ c ÉÚÏÂÒÁòÉÓ. 3.

ÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ |c|. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ |c| = √ a^2 + b^2:

áÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÕ- ÅÍÙÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÅÍ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ. áÒÇÕÍÅÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ 2ı. áÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÌÁ 0 ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ. áÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÌÁ c ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ arg c.

ðÕÓÔØ r É ’ | ÍÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÌÁ c (ÒÉÓ. 3). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

a = r cos ’; b = r sin ’;

ÏÔËÕÄÁ c = r(cos ’ + i sin ’):

ôÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. ôÁË ËÁË ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ Ë ’ ÃÅÌÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ 2ı, ÔÏ ÐÒÉ r_1; r_2 > 0

r_1(cos ’_1 + i sin ’_1) = r_2(cos ’_2 + i sin ’_2) ⇐⇒ ⇐⇒ r_1 = r_2; ’_1 = ’_2 + 2ık (k ∈ Z):

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÁ Ë ÔÁËÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ, ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÄÅÌÅÎÉÅ, ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ É ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ

ÕÇÌÏŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

r_1(cos ’_1 + i sin ’_1) · r_2(cos ’_2 + i sin ’_2) = = r_1r_2(cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2));

Ô. Å. ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÍÏÄÕÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁ- ÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÅÌÅÎÉÑ É ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ:

r_1(cos ’_1 + i sin ’_1) r_2(cos ’_2 + i sin ’_2) = r_1 r_2 (cos(’^1 − ’^2) + i sin(’^1 − ’^2));

[r(cos ’ + i sin ’)]^n = r^n(cos n’ + i sin n’) (ÆÏÒÍÕÌÁ íÕÁŒÒÁ):

éÚŒÌÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c = = r(cos ’ + i sin ’) ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^n = c. ðÕÓÔØ |z| = s, arg z = ; ÔÏÇÄÁ s^n = r, n = ’ + 2ık (k ∈ Z). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

s =^n √ r (ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ);

= ’ + 2ßk n : ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

z =^n √ r ( cos ’ + 2ßkn + i sin ’ + 2ßkn ) : ïÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ z ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ k ÂÅÒÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÓÒÁŒÎÉ- ÍÙÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ c ≠ 0 ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅ z^n = c ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ n ÒÅÛÅÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ k = 0; 1; : : :; n − 1. œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4, ÇÄÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ n = 6).

1.6. ëÏÌØÃÁ ŒÙÞÅÔÏŒ

òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÃÅÐÏÞËÅ ËÏÌÅÃ Z⊂ Q ⊂ R ⊂ C ; Œ ËÏÔÏÒÕÀ, ËÁË ÍÙ ÐÏÚÖÅ ÕŒÉÄÉÍ, ÍÏÖÎÏ ŒÓÔÁŒÉÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÚŒÅÎØÑ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÅ ŒÐÒÁŒÏ). ëÏÌØÃÁ ŒÙÞÅ- ÔÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÏ ÉÄÅÑ ÉÈ òÉÓ. 4.

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÉÎÁÑ. üÔÏ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ Œ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÒÉÅÍ ĂÓËÌÅÊËÉĄ | ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ M | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. œÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ R ⊂ M × M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M. åÓÌÉ (a; b) ∈ R, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ R, É ÐÉÛÕÔ aRb.

ðÒÉÍÅÒÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. 1. M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÀÄÅÊ; aRb, ÅÓÌÉ a ÚÎÁÅÔ b.

2. M | ÔÏ ÖÅ; aRb, ÅÓÌÉ a É b ÚÎÁËÏÍÙ. 3. M | ÔÏ ÖÅ; aRb, ÅÓÌÉ a É b ÖÉŒÕÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÄÏÍÅ. 4. M = R; aRb, ÅÓÌÉ a ⩽ b.

5. M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ; aRb, ÅÓÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ a É b ÒÁŒÎÙ, Ô. Å. ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÁ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÅÍ.

ïÔÎÏÛÅÎÉÅ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

1) aRa (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ);

2) aRb =⇒ bRa (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ); 3) aRb É bRc =⇒ aRc (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ).

éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÔÏÌØËÏ ÔÒÅÔØÅ É ÐÑÔÏÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÐÅÒŒÏÅ É ÞÅ- ÔŒÅÒÔÏÅ ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ, Á ŒÔÏÒÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÔÒÁÎ- ÚÉÔÉŒÎÏ.

ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË a ∼_R

b ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ a ∼ b.

ðÕÓÔØ R | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ M ÐÏÌÏÖÉÍ

R(a) = { b ∈ M : a ∼_R b }:

éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ a ∈ R(a) É

R(a) ∩ R(b) ≠ ∅ =⇒ R(a) = R(b):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R(a) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ M, Ô. Å. ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÅÇÏ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R. äŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M=R. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → M=R; a → R(a);

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ.

ôÁË, Œ ÔÒÅÔØÅÍ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÖÉÌØÃÏŒ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏÍÁ. æÁË- ÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÏÍÏŒ, Á ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÞÅÌÏŒÅËÕ ÄÏÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÖÉŒÅÔ. œ ÐÑÔÏÍ ÐÒÉ- ÍÅÒÅ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÅ ÒÁ- ÄÉÕÓ.

ðÕÓÔØ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÚÁÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ (x; y) → → x ∗ y. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ∗, ÅÓÌÉ

a ∼_R a^′; b ∼_R b^′ =⇒ a ∗ b ∼_R a^′ ∗ b^′:

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M=R ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ∗ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

R(a) ∗ R(b) = R(a ∗ b): (6)

œ ÓÌÏŒÅÓÎÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÄ ËÁËÉÍÉ-ÌÉÂÏ ÄŒÕÍÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÔÅÌÅÊ, ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÄ ÎÉÍÉ É ŒÚÑÔØ ÔÏÔ ËÌÁÓÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÊÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ

ËÌÁÓÓ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅ- ÌÅÊ, ËÁË ÒÁÚ É ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØÀ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ M, ÉÍÅÀÝÉÅ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÏÓÔØ, ÎÁÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ Œ M=R. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÎÕÌÑ (ÅÄÉÎÉÃÙ) É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ (ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ) ÜÌÅÍÅÎÔÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÅÓÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ Œ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É Œ M ÉÍÅÅÔ- ÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÔÏ R(0) | ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ M=R; ÅÓÌÉ −a | ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a Œ M, ÔÏ R(−a) | ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÕ R(a) Œ M=R.

ðÒÉÓÔÕÐÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ ŒÙÞÅÔÏŒ. ðÕÓÔØ n | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ZÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n: a ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó b ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: a ≡ b (mod n)), ÅÓÌÉ a − b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ÅÓÌÉ a É b ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 0; 1; : : :; n − 1 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ r-Ê ËÌÁÓÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÀÝÉÈ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n ÏÓÔÁÔÏË r.

ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ŒÙÞÅÔÏÍ ÞÉÓÌÁ a ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ [a]_n ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ [a], ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ, ËÁËÏÅ n ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ.

æÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ZÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÒÁŒÎÉÍÏ- ÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z_n. íÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ Z_n = {[0]_n; [1]_n; : : :; [n − 1]_n};

ÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z_n ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. ôÁË, ÜÌÅÍÅÎÔ [1]_n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó ÔÁËÉÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ËÁË [2n + 1]_n, [−(n − 1)]_n É Ô. Ä.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ Z. ðÕÓÔØ

a ≡ a^′ (mod n); b ≡ b^′ (mod n):

ôÏÇÄÁ a + b ≡ a^′ + b ≡ a^′ + b^′ (mod n)

É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ab ≡ a^′b ≡ a^′b^′ (mod n):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Z_n ÏÐÅ- ÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ [a]_n + [b]_n = [a + b]_n; [a]_n[b]_n = [ab]_n (ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ Z). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Z_n ÐÒÅŒÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

ðÒÉÍÅÒ 6. îÉÖÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ Œ ËÏÌØÃÅ Z_5. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÄÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÏÐÕÝÅÎÙ.

+ 0 1 2 3 4 × 0 1 2 3 4 0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0 1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4 2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3 3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2 4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1 íÙ ŒÉÄÉÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 2 É 3 ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔ- ÎÙ, Á ÜÌÅÍÅÎÔ 4 ÏÂÒÁÔÅÎ ÓÁÍ ÓÅÂÅ.

ðÒÉÍÅÒ 7. œÙÞÉÓÌÉÍ [2]^{100} Œ ËÏÌØÃÅ Z_{125}:

[2]^7 = [128] = [3];

[2]^{35} = ([2]^7)^5 = [3]^5 = [243] = [−7];

[2]^{50} = [2]^{35}([2]^7)^2[2] = [−7][3]^2[2] = [−126] = [−1]; [2]^{100} = ([2]^{50})^2 = [1]:

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 2^{100} ≡ 1 (mod 125):

ïÔÓÀÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ 2^{100} ≡ 376 (mod 1000);

Ô. Å. ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ 2^{100} ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ 376.

ëÏÌØÃÏ Z_n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÐÏÌÑ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Z_2 | ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÛÌÁ ÒÅÞØ Œ ÚÁÄÁÞÅ 3.2.

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÌØÃÅ Z_5 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Z_5 | ÔÁËÖÅ ÐÏÌÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Z_4 | ÎÅ ÐÏÌÅ, ÔÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ [2] Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ëÏÌØÃÏ Z_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) ðÕÓÔØ n ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ, Ô. Å. n = kl, ÇÄÅ 1 < k; l < n. ôÏÇÄÁ [k]_n; [l]_n ≠ 0, ÎÏ

[k]_n[l]_n = [kl]_n = [n]_n = 0:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÏÌØÃÅ Z_n ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

2) ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, n | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É [a]_n ≠ 0, Ô. Å. a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë [a]_n, ÐÏÄ- ÂÏÒÏÍ, Ô. Å. ÕÍÎÏÖÁÑ [a]_n ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÎÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ. ðÏÌÕÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

[0]_n; [a]_n; [2a]_n; : : :; [(n − 1)a]_n: (7)

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ [ka]_n = [la]_n (0 ⩽ k < l ⩽ n − 1), ÔÏ [(l − k)a]_n = 0, Ô. Å. (l − k)a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÎÉ l − k, ÎÉ a ÎÁ n ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ. (úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÔÏ, ÞÔÏ n ÐÒÏÓÔÏÅ.) óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÒÑÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (7) ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z_n, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ [1]_n, Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ [a]_n ÏÂÒÁÔÉÍ.

œ ÐÏÌÑÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÍÙ ŒÓÔÒÅÞÁÅÍÓÑ Ó ÎÏŒÙÍ ÑŒÌÅÎÉÅÍ, ÎÅ ÉÍÅŒÛÉÍ ÍÅÓÔÁ Œ ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÐÏÌÑÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, Œ ÐÏÌÅ Z_n (n ÐÒÏ- ÓÔÏÅ) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

1 + 1 + : : : + 1 n = 0: (8)

(ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É Œ ËÏÌØÃÅ Z_n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n.) üÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÌÅ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÓËÁÖÅÍ ÎÉÖÅ.

ðÕÓÔØ, ŒÏÏÂÝÅ, K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÐÏÌÅ K ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (8), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ; ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ K | ÐÏÌÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Z_n (n ÐÒÏÓÔÏÅ) | ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ n, Á ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÐÏÌÑ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ. èÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ char K.

åÓÌÉ char K = n, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ K ÉÍÅÅÍ

a + a + : : : + a n = (1 + 1 + : : : + 1 n )a = 0a = 0:

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ char K = n = kl (1 < k; l < n). ôÏÇÄÁ

1 + 1 + : : : + 1 n = (1 + 1 + : : : + 1 k )(1 + 1 + : : : + 1 l ) = 0

É, ÚÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ 1 + 1 + : : : + 1 k = 0, ÌÉÂÏ 1 + 1 + : : : + 1 l = 0, ÞÔÏ

ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.

âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÉÈ ŒÙŒÏÄÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÞÉÓÌÏ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ ÉÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÌÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÒÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÅÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÌÉ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÕ

(a + b)^2 = a^2 + 2ab + b^2:

ïÎÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÎÉÍÁÔØ 2ab ËÁË ab + ab. ïÄÎÁËÏ Œ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ (a + b)^2 = a^2 + b^2:

âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, Œ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ n ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÏ (a + b)^n = a^n + b^n:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ

(a + b)^n = n∑ k=0 C^k_na^{n−k} b^k:

ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ 0 < k < n

C^k_n = n(n − 1) · · · (n − k + 1) k!

(ÞÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

úÁÄÁÞÁ. œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÅ Z_n (n ÐÒÏÓÔÏÅ) a^n = a ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a. (äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÆÁËÔÁ, ÎÁ- ÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ æÅÒÍÁ, ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ Œ §4.4.)

èÕÖÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ, ËÏÇÄÁ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ab ÉÚ ŒÙÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÓÕÍÍÙ. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÍÕ ÄÅÌÅÎÉÀ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 + 1 + : : : + 1 k ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ; ÔÏÇÄÁ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ k ÍÏÖÎÏ

ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÐÏÌÑ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ É ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

ôÁË, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÁÑ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ 2, ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ≠ 2, ÎÏ Œ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 ÏÎÁ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ.

ðÒÉÍÅÒ 8. òÅÛÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

x^2 + x − 1 = 0

Œ ÐÏÌÅ Z_{11}. ðÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÎÁÈÏÄÉÍ:

x_{1;2} = [−1] ± √ [5] [2] :

ôÁË ËÁË [5] = [16] = [4]^2, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ √ [5] = [4] (ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

x_1 =

[−1] + [4]

[2] = [3] [2] =

[14] [2] = [7];

x_2 =

[−1] − [4]

[2] =

[−5] [2] = [6] [2] = [3]:

1.7. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

œÅËÔÏÒÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÍÏÖ- ÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ, ÎÏ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. áÎÁÌÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ŒÙÈÏÄÉÍ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÔÏÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉÎÉÍÁÌÏÓØ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅË- ÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÄ ÄŒÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. üÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ (ÞÉ- ÓÌÏ, ŒÅËÔÏÒ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒ. œ ÏÂÝÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÔÁË ÖÅ, ÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ (ÎÏ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÇÏ) ÐÏÌÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. œÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ V ÅÓÔØ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ; 2) –(a + b) = –a + –b ∀– ∈ K, a; b ∈ V ; 3) (– + —)a = –a + —a ∀–; — ∈ K, a ∈ V ; 4) (–—)a = –(—a) ∀–; — ∈ K, a ∈ V ; 5) 1a = a ∀a ∈ V .

üÌÅÍÅÎÔÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁ- ÍÉ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏ- ÇÄÁ, ÄÏÐÕÓËÁÑ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÎÁÚÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ K ÎÅ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏŒÏÅ ÐÏÌÅ (Ô. Å. ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ).

œÅËÔÏÒÙ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔ- ÎÙÎÅ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ŒÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÞÔÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, É ÐÏÓÌÕÖÉÌÏ ÏÓÎÏŒÏÊ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÏÏÔŒ. ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ E^2 (ÓÏÏÔŒ. ÞÅÒÅÚ E^3). ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÄÒÕÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÒÉÍÅÒ 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ K^n ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ K ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

(a_1; a_2; : : :; a_n) + (b_1; b_2; : : :; b_n) = (a_1 + b_1; a_2 + b_2; : : :; a_n + b_n); –(a_1; a_2; : : :; a_n) = (–a_1; –a_2; : : :; –a_n):

ðÒÉÍÅÒ 2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ F (X; K) ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ:

(f + g)(x) = f(x) + g(x);

(–f)(x) = –f(x):

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ K | ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ L. ôÏÇÄÁ L ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ K, ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ L ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ K ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ Œ L. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÅ C ÅÓÔØ Œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R.

õËÁÖÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÁËÓÉÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÁËÓÉÏÍ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ. œÓÅ ÏÎÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÈÏÖÉÍ ÎÁ ÎÉÈ ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÑÍ ÁËÓÉÏÍ ËÏÌØÃÁ (ÓÍ. §1.3). óÉÍŒÏÌÏÍ 0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÎÕÌØ ÐÏÌÑ K, ÔÁË É ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ, Ô. Å. ÎÕÌØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ V ; ÞÉÔÁÔÅÌØ ÕŒÉÄÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÕÔÁÎÉÃÅ.

1) –0 = 0 ∀– ∈ K (ÚÄÅÓØ 0 | ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ). 2) –(−a) = −–a ∀– ∈ K, a ∈ V . 3) –(a − b) = –a − –b ∀– ∈ K, a; b ∈ V .

4) 0a = 0 ∀a ∈ V (ÚÄÅÓØ 0 ÓÌÅŒÁ | ÞÉÓÌÏ, ÓÐÒÁŒÁ | ŒÅËÔÏÒ). 5) (−1)a = −a ∀a ∈ V .

6) (– − —)a = –a − —a ∀–; — ∈ K, a ∈ V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ

1) U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ V ; 2) a ∈ U =⇒ –a ∈ U ∀– ∈ K.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ

a ∈ U =⇒ −a ∈ U:

ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÕÓÌÏŒÉÑ 2) ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉ- ÞÅÓËÉ, ÔÁË ËÁË −a = (−1)a.

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÈ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 4. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E^3 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÑÍÏÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 5. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F (X; R) ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÚÁÄÁÎ- ÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ X ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

œ ËÁÖÄÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÅÓÔØ ÄŒÁ ĂÔÒÉŒÉÁÌØ- ÎÙÈĄ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: ÓÁÍÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V É ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏÄ-

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ). ðÏ- ÓÌÅÄÎÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÏÍ 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É U ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÂÉÅËÔÉŒ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V → U; ÞÔÏ 1) f(a + b) = f(a) + f(b) ∀a; b ∈ V ; 2) f(–a) = –f(a) ∀– ∈ K, a ∈ V .

óÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ V É U.

ëÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ Œ §2.2, ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ É ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ K^n. ëÌÀÞÅŒÙÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅ- ÏÒÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÚÉÓÁ.

œÓÑËÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

–_1a_1 + –_2a_2 + : : : + –_na_n (–_1; –_2; : : :; –_n ∈ K)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1; a_2; : : :; a_n ∈ V . çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ b ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ a_1; a_2; : : :; a_n, ÅÓÌÉ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ- ÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. óÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ {e_1; e_2; : : :; e_n} ⊂ V ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ a ∈ V ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅ- ÒÅÚ e_1; e_2; : : :; e_n. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ a Œ ÂÁÚÉÓÅ {e_1; e_2; : : :; e_n}.

ðÒÉÍÅÒ 6. éÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÅËÏ- ÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ e_1; e_2 ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^2 (ÒÉÓ. 5). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ ÓÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^3.

ðÒÉÍÅÒ 7. åÄÉÎÉÞÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ

e_1 = (1; 0; : : :; 0); e_2 = (0; 1; : : :; 0); : : : : : : : : : : : : : : : : e_n = (0; 0; : : :; 1)

ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^n. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÓÔÒÏËÉ a = (a_1; a_2; : : :; a_n) Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÌÕÖÁÔ ÞÉÓÌÁ a_1; a_2; : : :; a_n. ëÏÎÅÞÎÏ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^n ÉÍÅÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÂÁÚÉÓÙ.

ðÒÉÍÅÒ 8. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏÌÑ C ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3) ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ {1; i}. ëÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÌÕÖÁÔ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. œÓÑËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ K, ÉÍÅÀÝÅÅ ÂÁÚÉÓ ÉÚ n ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ K^n.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ {e_1; e_2; : : :; e_n} | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V → K^n;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÓÔÒÏËÕ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ {e_1; e_2; : : :; e_n}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ a = a_1e_1 + a_2e_2 + : : : + a_ne_n; b = b_1e_1 + b_2e_2 + : : : + b_ne_n; ÔÏ a + b = (a_1 + b_1)e_1 + (a_2 + b_2)e_2 + : : : + (a_n + b_n)e_n;

–a = (–a)e_1 + (–a_2)e_2 + : : : + (–a_n)e_n: ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E^2 (ÓÏÏÔŒ. E^3) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ R^2 (ÓÏ- ÏÔŒ. R^3).

1.8. áÌÇÅÂÒÙ œŒÉÄÕ ËÒÁÊÎÅÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓŒÏÅÇÏ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ, ÎÏ ÏÎÉ ÓÌÕÖÁÔ ÎÅÏÂ-

òÉÓ. 5.

ÈÏÄÉÍÙÍ ÆÏÎÏÍ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ (É ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ) ÔÅÏÒÉÊ. ôÁË, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ËÏÌØÃÁ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ŒÁÖÎÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ A Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ A ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ;

2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ A ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ; 3) (–a)b = a(–b) = –(ab) ∀– ∈ K, a; b ∈ A.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÒÍÉÎ ĂÁÌÇÅÂÒÁĄ, ÕÐÏÔÒÅÂÌÑŒÛÉÊÓÑ ÎÁÍÉ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÏŒ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÒÕÇÏÊ ÓÍÙÓÌ.

ðÒÉÍÅÒ 1. œÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ L, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ K Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄ- ÐÏÌÑ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ K. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÅ C ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ R.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E^3 ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ F (X; K) ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ K (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 7.2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ K ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÁ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ (ËÁËÏŒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ).

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ 2^M ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3.1 ÐÒÅŒÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z_2, ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Œ ÎÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

0A = ∅; 1A = A ∀A ∈ 2^M :

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ {e_1; e_2; : : :; e_n} ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ K, É ÐÕÓÔØ

a = a_1e_1 + a_2e_2 + : : : + a_ne_n = n∑ i=1 a_ie_i;

b = b_1e_1 + b_2e_2 + : : : + b_ne_n = n∑ i=1 b_ie_i

| ÄŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÄÉÓÔÒÉ- ÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ 3)

Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

ab = n∑ i=1 a_i(e_ib) = n∑ i=1 a_i

(_n∑ j=1 b_j(e_ie_j ) ) = n∑ i;j=1

a_ib_j (e_ie_j ):

üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

åÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, Ô. Å. e_ie_j = e_j e_i ∀i; j;

ÔÏ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A Œ ÃÅÌÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A ÍÙ ÔÏÇÄÁ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ab = ∑ i;j a_ib_j (e_ie_j ) = ∑ i;j b_j a_i(e_j e_i) = ba:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ, Ô. Å. (e_ie_j )e_k = e_i(e_j e_k ) ∀i; j; k;

ÔÏ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A Œ ÃÅÌÏÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ V | ËÁËÏÅ-ÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e_1; e_2; : : :; e_n} É e_{ij} (i; j = 1; 2; : : :; n) | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ V ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

ab = ∑ i;j a_ib_j e_{ij}

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ V Œ ÁÌÇÅÂÒÕ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÏÌÅ C ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ R ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ:

× 1 i 1 1 i i i −1

ðÒÏŒÅÒËÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ C ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÁÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 1 É i.

ðÒÉÍÅÒ 5. œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ (Ô. Å. ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ) ÂÁÚÉÓÅ {i; j; k} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^3 ÔÁÂÌÉÃÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂ- ÒÁÚÏÍ:

× i j k i 0 k −j j −k 0 i k j −i 0

üÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÕ ñËÏÂÉ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.4). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÒÕÄÁ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!).

ðÒÉÍÅÒ 6. áÌÇÅÂÒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ {1; i; j; k} ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

× 1 i j k 1 1 i j k i i −1 k −j j j −k −1 i k k j −i −1

üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!), ÎÏ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÁ. ïÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉÖÅ) ÁÌÇÅÂÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÚÖÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ H, ËÁË Œ ÐÏÌÅ, ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏ ĂÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÐÏÌÅĄ.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ. ïÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ËÏ- ÌÅÃ.

1.9. áÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ

íÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ m×n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ- ÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ K, ÉÍÅÀÝÁÑ m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂ- ÃÏŒ. œ ÂÕËŒÅÎÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ Ó ÄŒÕÍÑ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ, ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ, Á ŒÔÏÒÏÊ | ÎÏÍÅÒ ÓÔÏÌÂÃÁ:

A = a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : : : a_{m1} a_{m2} : : : a_{mn} :

éÎÏÇÄÁ ÒÁÄÉ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ A = (a_{ij} ).

óÕÍÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃ A = (a_{ij} ) É B = (b_{ij} ) ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ

A + B = (a_{ij} + b_{ij} ):

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ) ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ – ∈ K ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ –A = (–a_{ij} ):

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ K^{m×n}. ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÏÎÏ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÔÒÏË K^{mn}. óÐÅÃÉÆÉËÁ ÍÁÔÒÉÃ ÐÒÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ) ÒÁÚÍÅÒÁ m × n É ÍÁÔÒÉ- ÃÙ B = (b_{jk}) ÒÁÚÍÅÒÁ n × p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ AB = (c_{ik}) ÒÁÚÍÅÒÁ m × p, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

c_{ik} = n∑ j=1 a_{ij} b_{jk}:

(óÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÑÓÎÉÔÓÑ Œ §2.3)

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÔÒÏË ŒÔÏÒÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ( 1 0 2 0 −1 3 ) 2 −1 0 5 1 1 =

= ( (1 · 2 + 0 · 0 + 2 · 1) (1 · (−1) + 0 · 5 + 2 · 1) (0 · 2 + (−1) · 0 + 3 · 1) (0 · (−1) + (−1) · 5 + 3 · 1) ) = = ( 4 1 3 −2 ) :

ðÒÉÍÅÒ 2. ( cos ¸ −sin¸ sin ¸ cos¸ )( cos ˛ −sin˛ sin ˛ cos˛ ) = = ( cos ¸ cos ˛ − sin ¸ sin ˛ −cos ¸ sin ˛ − sin ¸ cos˛ sin ¸ cos ˛ + cos ¸ sin ˛ −sin ¸ sin ˛ + cos ¸ cos˛ ) = = ( cos(¸ + ˛) −sin(¸ + ˛) sin(¸ + ˛) cos(¸ + ˛) ) : õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ

(AB)C = A(BC); (9)

ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÍÅÒÙ ÍÁÔÒÉÃ A; B; C ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ

(AB)C = (u_{il}); A(BC) = (v_{il}):

éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ:

u_{il} = ∑ k (∑ j a_{ij} b_{jk} ) c_{kl} = ∑ j;k a_{ij} b_{jk}c_{kl};

v_{il} = ∑ j a_{ij} (∑ k b_{jk}c_{kl} ) = ∑ j;k a_{ij} b_{jk}c_{kl};

ÔÁË ÞÔÏ u_{il} = v_{il}.

íÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÏÒÑÄËÁ n. ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÄŒÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ, ŒÅÄÕÝÁÑ ÉÚ ÌÅŒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ Œ ÐÒÁŒÙÊ ÎÉÖÎÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ. ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÅÓÑ ŒÎÅ (ÇÌÁŒÎÏÊ) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ:

a_1 0

a_2 . . . 0 a_n b_{11} b_{12} : : : b_{1p} b_{21} b_{22} : : : b_{2p} : : : : : : : : : : : : b_{n1} b_{n2} : : : b_{np} = a_1b_{11} a_1b_{12} : : : a_1b_{1p} a_2b_{21} a_2b_{22} : : : a_2b_{2p} : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_nb_{n1} a_nb_{n2} : : : a_nb_{np} :

(ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ ŒÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÅÒŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ) É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

a_{11} a_{12} ::: a_{1n} a_{21} a_{22} ::: a_{2n} : : : : : : : : : : : : : a_{m1} a_{m2} ::: a_{mn} b_1 0

b_2 . . . 0 b_n = a_{11}b_1 a_{12}b_2 ::: a_{1n}b_n a_{21}b_1 a_{22}b_2 ::: a_{2n}b_n : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{m1}b_1 a_{m2}b_2 ::: a_{mn}b_n

(ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÅÒŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ).

äÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÉÄÁ

E = 1 0 1 . . . 0 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ m × n

AE = A; EA = A; (10)

ÇÄÅ E Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏÒÑÄ- ËÁ n, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏÒÑÄËÁ m.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓŒÑÚÙŒÁÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ:

A(B + C) = AB + AC; (A + B)C = AC + BC; (11)

(–A)B = A(–B) = –(AB) ∀– ∈ K: (12)

(ëÁË É Œ ÓŒÏÊÓÔŒÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÚÄÅÓØ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÕËÁÚÁÎ- ÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ.)

óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏ- ÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ n. óŒÏÊÓÔŒÁ (9){(12) ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌ- ÇÅÂÒÕ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ L_n(K).

ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ĂÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅĄ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ L_n(K) ÐÒÉ n ⩾ 2. (áÌÇÅÂÒÁ L_1(K) ÅÓÔØ ÐÏÌÅ K.)

1) áÌÇÅÂÒÁ L_n(K) ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. ðÒÉ n = 2 ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ: ( 1 0 0 0 ) ( 0 1 0 0 ) = ( 0 1 0 0 ) ; ( 0 1 0 0 ) ( 1 0 0 0 ) = ( 0 0 0 0 ) : áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ É ÐÒÉ n > 2.

2) áÌÇÅÂÒÁ L_n(K) ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒ. âÏÌÅÅ ÔÏ- ÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ( 0 1 0 0 )_2 = ( 0 1 0 0 ) ( 0 1 0 0 ) = ( 0 0 0 0 ) : 3) îÅ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ L_n(K) ÏÂÒÁÔÉÍ.

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÄÅ- ÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÔ- ÓÕÔÓÔŒÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Œ ÐÏÌÅ, ÄÁÎÎÏÅ Œ §1.3). ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

ÍÁÔÒÉÃÙ ( 1 0 0 0 ) É ( 0 1 0 0 ) ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙ Œ L_2(K).

úÁÄÁÞÁ 1. íÁÔÒÉÃÁ E_{ij} , Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ (i; j)-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ 1, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÅÄÉÎÉ- ÃÅÊ (ÎÅ ÐÕÔÁÔØ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ!). íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ E_{ij} (i; j = 1; : : :; n) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_n(K). œÙÐÉÓÁÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ L_n(K) Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

úÁÄÁÞÁ 2. íÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ –E (– ∈ K) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÍÉ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞ- ÎÁ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ. äÏËÁ- ÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ŒÓÑËÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÁÑ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ, ÓËÁÌÑÒÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ L_2(R) ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ ( a −b b a ) ; a; b ∈ R;

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ L_2(C ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ R, ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ ( a −b b a ) ; a; b ∈ C ;

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 8.6).

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ

A = a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : : : a_{m1} a_{m2} : : : a_{mn} ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ

A^T = a_{11} a_{21} : : : a_{m1} a_{12} a_{22} : : : a_{m2} : : : : : : : : : : : : : a_{1n} a_{2n} : : : a_{mn} ;

ÓÔÒÏËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A, Á ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ | ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A. åÓÌÉ (i; j)-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ a^T_{ij} , ÔÏ

a^T_{ij} = a_{ji}:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ (A^T )^T = A:

ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

(A + B)^T = A^T + B^T ; (–A)^T = –A^T ∀– ∈ K:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (AB)^T = B^T A^T :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ AB = C = (c_{ik}); ÔÏÇÄÁ

c^T_{ki} = c_{ik} = ∑ j a_{ij} b_{jk} = ∑ j b^T_{kj} a^T_{ji};

ÏÔËÕÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ C^T = B^T A^T .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒÅÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÏŒ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ, ÅÓ- ÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ K ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁ- ÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉÍ: ŒÍÅÓÔÏ ÔÅÒÍÉÎÁ ĂŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ Œ ÜÔÏÊ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎ ĂÍÏÄÕÌØĄ.