çÌÁŒÁ 2.

îÁÞÁÌÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ

2.1. óÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ (ÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ) ÐÏÌÅ. äÏÐÕÓËÁÑ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÞÉ- ÓÌÁÍÉ. åÓÌÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ K = R, ÈÏÔÑ ÏÂSSÅËÔÉŒÎÏ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÉÞÕÔØ ÎÅ ÐÒÏÝÅ ÏÂÝÅÇÏ.

ìÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ Ó ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ x_1; x_2; : : :; x_n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

a_1x_1 + a_2x_2 + : : : + a_nx_n = b;

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_1; a_2; : : :; a_n É ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ b ÓÕÔØ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ b = 0.

óÉÓÔÅÍÁ m ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ Œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + : : : + a_{1n}x_n = b_1; a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + : : : + a_{2n}x_n = b_2; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + : : : + a_{mn}x_n = b_m:

(13)

íÁÔÒÉÃÁ A = a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : : : a_{m1} a_{m2} : : : a_{mn} 44

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, Á ÍÁÔÒÉÃÁ

~A = a_{11} a_{12} : : : a_{1n} b_1 a_{21} a_{22} : : : a_{2n} b_2 : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{m1} a_{m2} : : : a_{mn} b_m

| ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (13).

óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, É ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏÊ | Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. óÏŒÍÅÓÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÎÏ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÒÅÛÅÎÉÊ. òÅ- ÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅ- ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ | ÜÔÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ, Ô. Å. ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^n.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÏÂÝÉÊ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ. åÇÏ ÉÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÍÉ, Ë ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ŒÉÄÁ, ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Ô. Å. ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ŒÔÏÒÏÊ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÈ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ:

1) ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÞÉÓÌÏ;

2) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÄŒÕÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ;

3) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ 1-ÇÏ ÔÉÐÁ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ | ÔÏ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉ- ÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÄÈÏÄÑ- ÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ. ôÁË, ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÒÉÂÁŒÉÍ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ŒÔÏÒÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ c, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ ÎÁÚÁÄ, ÐÒÉÂÁŒÉŒ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÎÏ-

ŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÅ ŒÔÏÒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (ËÏÔÏÒÏÅ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ), ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ −c. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

ôÁË ËÁË ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÅ Ó ÓÁÍÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, Á Ó ÉÈ (ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÍÉ) ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÄÁÄÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1^′. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÔÉ- ÐÏŒ:

1) ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÒÕÇÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÞÉ- ÓÌÏ;

2) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË;

3) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏË ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ŒÉÄÕ.

îÁÚÏŒÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏ- ËÉ (a_1; a_2; : : :; a_n) ∈ K^n ÅÅ ŒÅÄÕÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ 1) ÎÏÍÅÒÁ ŒÅÄÕÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÅÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ;

2) ÎÕÌÅŒÙÅ ÓÔÒÏËÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ, ÓÔÏÑÔ Œ ËÏÎÃÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÉÄÁ

a_{1j1} a_{2j2} . . . a_{rjr} 0 ; (14)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_{1j1} ; a_{2j2} ; : : :; a_{rjr} , ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Œ ÕÇÌÁÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÌÉÎÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁÈÏ- ÄÑÝÉÅÓÑ ÓÌÅŒÁ É ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÜÔÏÊ ÌÉÎÉÉ, ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ j_1 < j_2 < : : : < j_r.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œÓÑËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÕÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏË ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. åÓÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÕÌÅŒÁÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÕÖÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ. åÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ, ÔÏ ÐÕÓÔØ j_1 | ÎÏ- ÍÅÒ ÅÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. ðÅÒÅÓÔÁŒÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÓÔÒÏËÉ, ÄÏÂØÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ a_{1j1} ≠ 0. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÂÁŒÉÍ Ë ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ŒÔÏÒÏÊ, ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÞÉÓÌÏ, Ó ÔÁËÉÍ ÒÁÓÞÅÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ j_1-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÓÔÁÌÉ ÒÁŒÎÙÍÉ ÎÕÌÀ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ŒÉÄÁ ( a_{1j1}

0 A_1 ) : ðÏÓÔÕÐÁÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A_1, ÍÙ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ŒÉÄÁ (14).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ÏÂÏÛÌÉÓØ ÂÅÚ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ 3-ÇÏ ÔÉÐÁ. ïÄÎÁËÏ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÉŒÅÄÅÍ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÍÁÔÒÉÃÕ

1 2 1 0 2 1 3 2 −1 4 2 1 −1 3 −2 2 0 −2 3 1 :

œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ 2-Ê, 3-Ê É 4-Ê ÓÔÒÏË 1-À ÓÔÒÏËÕ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ 1, 2 É 2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

1 2 1 0 2 0 1 1 −1 2 0 −3 −3 3 −6 0 −4 −4 3 −3 :

äÁÌÅÅ, ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ Ë 3-Ê É 4-Ê ÓÔÒÏËÁÍ 2-À ÓÔÒÏËÕ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ 3 É 4 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

1 2 1 0 2 0 1 1 −1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 5 :

îÁËÏÎÅÃ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ 3-À É 4-À ÓÔÒÏËÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÔÕÐÅÎÞÁ- ÔÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ 1 2 1 0 2 0 1 1 −1 2 0 0 0 −1 5 0 0 0 0 0 : úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÎ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ j_1; j_2; : : :; j_r ÎÅ ÂÙÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒŒÙÍÉ r ÞÌÅÎÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. ôÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, j_1 ≠ 1 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÕÌÅŒÏÊ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ,

j_1 = 1; j_2 = 2; : : : ; j_r = r:

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉÃÁ (14) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÐÅÃÏÉÄÁÌØÎÏÊ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅ- ÓÔÉ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÅÛÁÔØ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.

œŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ. ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A = (a_{ij} ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ a_{ij} = 0 ÐÒÉ i > j, É ÓÔÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, a_{ii} ≠ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. óÉ- ÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÓÔÒÏÇÏ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ (ÓÔÒÏÇÏ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÙÈ ÓÔÒÏË (ÞÉÓÌÏ ÓÔÕÐÅÎÅË) ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ ÒÁŒÎÏ r, Á ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË ÒÁÓÛÉÒÅÎ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÎÏ ~r. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~r = r ÉÌÉ r + 1.

œÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ. 1-Ê ÓÌÕÞÁÊ: ~r = r + 1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

0x_1 + 0x_2 + : : : + 0x_n = b;

ÇÄÅ b ≠ 0, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ.

2-Ê ÓÌÕÞÁÊ: ~r = r = n. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÌÅ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÑ ÎÕÌÅŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ. éÚ ÅÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ x_n, ÚÁÔÅÍ ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ | x_{n−1} É Ô. Ä. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

3-Ê ÓÌÕÞÁÊ: ~r = r < n. ðÕÓÔØ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ j_1; j_2; : : :; j_r | ÎÏÍÅÒÁ ŒÅÄÕÝÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ. îÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ x_{j1} ; x_{j2} ; : : :; x_{jr} ÎÁÚÏŒÅÍ ÇÌÁŒÎÙÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÅ | ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ. ðÏÓÌÅ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÑ ÎÕÌÅŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÑ ÞÌÅÎÏŒ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ. òÅÛÁÑ ÅÅ, ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁ- ÈÏÄÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ. üÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÂÝÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ. œÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ ËÁËÉÈ- ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ŒÙÂÉÒÁÔØÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ, ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ, ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, Á ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ | ÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ.

óÏŒÍÅÓÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, É ÎÅÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÏÎÁ ÉÍÅ- ÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÅ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. åÅ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

x_1 = c_{11}x_{r+1} + c_{12}x_{r+2} + : : : + c_{1;n−r}x_n + d_1; x_2 = c_{21}x_{r+1} + c_{22}x_{r+2} + : : : + c_{2;n−r}x_n + d_2; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : x_r = c_{r1}x_{r+1} + c_{r2}x_{r+2} + : : : + c_{r;n−r}x_n + d_r:

(15)

ðÒÉÍÅÒ 2. òÅÛÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

x_1 + 2x_2 + x_3 = 2; x_1 + 3x_2 + 2x_3 − x_4 = 4; 2x_1 + x_2 − x_3 + 3x_4 = −2; 2x_1 − 2x_3 + x_4 = 1:

ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÐÒÉÍÅ- ÒÁ 1. œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ

x_1 + 2x_2 + x_3 = 2;

x_2 + x_3 − x_4 = 2;

− x_4 = 5:

óÞÉÔÁÑ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ x_1; x_2; x_4 ÇÌÁŒÎÙÍÉ, Á ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÅ x_3 | ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ, ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ ŒÉÄÅ

x_1 + 2x_2 = −x_3 + 2;

x_2 − x_4 = −x_3 + 2;

− x_4 = 5:

òÅÛÁÑ ÅÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x_1; x_2; x_4, ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

x_1 = x_3 + 8; x_2 = −x_3 − 3; x_4 = − 5:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. äÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÓÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙ- ÍÉ, Á ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÔÏÇÄÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. óÔÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÕÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏË ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ Ë ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ, ÐÒÉÂÁŒÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ Ó ÔÁËÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÔÁÌ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ, ÚÁ- ÔÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ, ÓÄÅÌÁÔØ ÒÁŒÎÙÍÉ ÎÕÌÀ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ËÒÏÍÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ, É Ô. Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. õÍÎÏÖÁÑ ÅÅ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÞÉ- ÓÌÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍ ŒÉÄÅ, Á, ÐÒÏÄÏÌÖÉŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ Ë ÅÄÉÎÉÞ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ. ôÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏ ÓÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÈÏÄÏÍ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÐÒÅÄŒÁ- ÒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉŒ ÎÕÌÅŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ. œÙÞÔÑ ÉÚ 2-Ê ÓÔÒÏËÉ 3-À, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

1 2 1 0 2 0 1 1 0 −3 0 0 0 −1 5 : œÙÞÔÑ ÉÚ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ ÕÄŒÏÅÎÎÕÀ 2-À É ÕÍÎÏÖÉŒ 3-À ÓÔÒÏËÕ ÎÁ −1, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

1 0 −1 0 8 0 1 1 0 −3 0 0 0 1 −5 : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ x_1 − x_3 = 8;

x_2 + x_3 = −3;

x_4 = −5:

ðÅÒÅÎÏÓÑ ÞÌÅÎÙ Ó x_3 Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÖÅ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

óÉÓÔÅÍÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÓÅÇÄÁ ÓÏŒÍÅÓÔ- ÎÁ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁ | ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (É ÄÁÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ). œ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÅÓÌÉ r < n. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅÇÄÁ r ⩽ m, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÁÖÎÙÍ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. œÓÑËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ, ÞÉÓÌÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ, ÉÍÅ- ÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

îÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÕÀ ĂÓÔÅÐÅÎØ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉĄ, ËÁËÏŒÏÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ Œ ÏÂÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ. ôÁË, ÐÒÑÍÁÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÏÄÎÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍ, Á ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ | ÓÉÓÔÅÍÏÊ (ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ) Ó ÄŒÕÍÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ

ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÄÏ- ÐÕÓËÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÎÙÅ ÎÅÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÅ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ, É ÚÁËÏÎÏÍÅÒÅÎ ŒÏÐÒÏÓ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ŒÓÅÇÄÁ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ. ðÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÄÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ŒŒÅÄÅÎÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.

œ ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ X ÓÔÏÌÂÅÃ ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÈ, Á ÞÅÒÅÚ B | ÓÔÏÌÂÅÃ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÕ (13) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ:

AX = B: (16)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ AX ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁ- ÔÒÉÃ ÅÓÔØ ÓÔÏÌÂÅÃ ŒÙÓÏÔÙ m, i-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ

a_{i1}x_1 + a_{i2}x_2 + : : : + a_{in}x_n:

ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ i-ÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÓÔÏÌÂÃÁ B, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ËÁË ÒÁÚ i-Å ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (13).

ðÕÓÔØ U | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ m. õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (16) ÓÌÅŒÁ ÎÁ U, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

UAX = UB: (17)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (16) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ É ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (17). åÓÌÉ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÁ U ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁ U^{−1} ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17) Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (16) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ.

õÒÁŒÎÅÎÉÀ (17) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ UA É ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅ- ÎÏŒ UB. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ ÒÁŒÎÁ U ~A.

äÁÌÅÅ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏË ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ:

1) 1 . . . . . . . i · · ·· · ·1 · · · c · · ·· · · . . . . . 1. . . . . j . . 1 = E + cE_{ij} (i ≠ j);

2) 1 . . . . . . . . . . . i · · ·· · ·0 · · ·1 · · ·· · · . . . . . . . j · · ·· · ·1 · · ·0 · · ·· · · . . . . . . . i . . j . . 1 = P_{ij} (i ≠ j);

3) 1 . . . . . . . . . . . . i · · ·· · ·· · ·c · · ·· · ·· · · . . . . . . . . . . i . . 1

= Q_i(c) (c ≠ 0).

(œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÎÅ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÅ ÑŒÎÏ, | ÔÁËÉÅ ÖÅ,

ËÁË Õ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.)

ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÌÅŒÁ ÎÁ E + cE_{ij}

(i ≠ j) ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Ë i-Ê ÓÔÒÏËÅ ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ j-Ñ

ÓÔÒÏËÁ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ c (Á ÐÒÏÞÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ).

œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë

ÎÉÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÕÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ

ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ:

(E + cE_{ij})^{−1} = E − cE_{ij} ;

P^{−1}_{ij} = P_{ij} ; Q_i(c)^{−1} = Q_i(c^{−1}):

íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÏÓÌÅ-

ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (16) ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ

ÍÁÔÒÉÃÙ, ÉÍÅÀÝÅÍ ÃÅÌØÀ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A (Á ÔÁËÖÅ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ~A) Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÍÅÓÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÄÒÕ-

ÇÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÎÅ ÓÔÏÌØ ÐÒÏÓÔÙ Œ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ, ÎÏ, ÓËÁÖÅÍ, ÂÏÌÅÅ ÎÁÄÅÖÎÙ ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ (Œ ÓÌÕÞÁÅ K = R). ôÁËÏŒ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÍÅÔÏÄ ŒÒÁÝÅÎÉÊ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U ÂÅÒÕÔÓÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ 1 . . . . . . . . . . . i · · ·· · ·cos ¸ · · −sin ¸ · · · · · · . . . . . . . j · · ·· · · sin ¸ · · · · cos ¸ · · · · · · . . . . . . . i . . j . . 1

2.2. âÁÚÉÓ É pÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏpÎÏÇÏ ÐpÏÓÔpÁÎÓÔŒÁ

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. œ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉËÉ ÏÎÏ (ËÁË É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÓÁÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÐÒÉÎÉ- ÍÁÅÔ ÒÁÚÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÉÍ ŒÏÐÒÏÓÙ.

œ §1.7 ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÚÉÓÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, ÉÍÅÀ- ÝÅÅ ÂÁÚÉÓ ÉÚ n ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÓÔÒÏË K^n. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉ- ÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÅ. ïÄÎÁËÏ ÐÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÄÁÔØ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÄŒÁ ŒÏÐÒÏÓÁ: ËÁËÉÅ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÂÁÚÉÓÏÍ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÉ Œ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÙÔØ ÄŒÕÈ ÂÁÚÉÓÏŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÒÁÚÎÏ- ÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

þÔÏÂÙ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ŒŒÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ŒÁÖÎÙ É ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ.

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. ìÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ

–_1a_1 + –_2a_2 + : : : + –_na_n (–_1; –_2; : : :; –_n ∈ K)

ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1; a_2; : : :; a_n ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ –_1 = = –_2 = : : : = –_n = 0, É ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. œÅËÔÏÒÙ a_1; a_2; : : :; a_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÈ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ, É ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÏÓÔÉ) ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÎÅ Ë ÏÔÄÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ, Á Ë ÉÈ ÓÏŒÏ- ËÕÐÎÏÓÔÑÍ ÉÌÉ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÓÉÓÔÅÍÁÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÏÎÑÔÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÏ- ÎÑÔÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÅÍ, ÞÔÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ŒÅËÔÏÒÙ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÙÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ | ÜÔÏ, Œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : :; n} Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V . úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÉÌÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÎÅÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ôÅÒÍÉÎ ĂÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑĄ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ Œ ÄŒÕÈ ÓÍÙÓÌÁÈ: ËÁË ÕËÁÚÁÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÊ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÔÓÑ ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ –_1; –_2; : : :; –_n, É ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ. œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ĂÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀĄ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Á ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ | ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ.

ìÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1; a_2; : : :; a_n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

–_1a_1 + –_2a_2 + : : : + –_na_n = 0

ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ –_1 = –_2 = : : : = –_n = 0.

ðÒÉÍÅÒ 1. óÉÓÔÅÍÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÎÕÌÅŒÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 2. óÉÓÔÅÍÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ôÒÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ (ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÁÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÁ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÓÑËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÁ.

ìÅÍÍÁ 1. œÅËÔÏÒÙ a_1; a_2; : : :; a_n (n > 1) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙ- ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a_1 = —_2a_2 + : : : + —_na_n:

ÔÏÇÄÁ a_1 − —_2a_2 − : : : − —_na_n = 0;

ÞÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1; a_2; : : :; a_n.

2) ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ –_1a_1 + –_2a_2 + : : : + –_na_n = 0;

ÇÄÅ ÎÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ –_1; –_2; : : :; –_n ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. äÏÐÕÓÔÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ –_1 ≠ 0. ôÏÇÄÁ a_1 = − ˘^2˘_1 a_2 − : : : − ˘^n˘_1 a_n;

Ô. Å. a_1 ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a_2; : : :; a_n.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. îÅŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉ- ÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. ðÕÓÔØ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, a | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ. óÉÓÔÅÍÁ {a; 0} ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÁ, ÔÁË ËÁË 0a + 1 · 0 = 0;

ÎÏ ŒÅËÔÏÒ a, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ a_1; a_2; : : :; a_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. œÅËÔÏÒ b ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a_1; a_2; : : :; a_n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÙ a_1; a_2; : : :; a_n; b ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ b ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔ- ÓÑ ÞÅÒÅÚ a_1; a_2; : : :; a_n, ÔÏ a_1; a_2; : : :; a_n; b ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÓÏ- ÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ –_1a_1 + –_2a_2 + : : : + –_na_n + —b = 0;

ÐÒÉÞÅÍ ÎÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ –_1; –_2; : : :; –_n; — ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. íÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ — ≠ 0: Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1; a_2; : : :; a_n, ÞÔÏ

ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏŒÉÀ. îÏ ÔÏÇÄÁ b = − ˘^1¯ a_1 − ˘^2¯ a_2 − : : : − ˘^n¯ a_n:

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒ b ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏ- ÒÙ a_1; a_2; : : :; a_n. üÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÙ a_1; a_2; : : :; a_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒ b ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ a_1; a_2; : : :; a_n:

b = –_1a_1 + –_2a_2 + : : : + –_na_n = –^′_1a_1 + –^′_2a_2 + : : : + –^′_na_n: ôÏÇÄÁ

(–^′_1 − –_1)a_1 + (–^′_2 − –_2)a_2 + : : : + (–^′_n − –_n)a_n = 0 ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ a_1; a_2; : : :; a_n.

2) ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ —_1a_1 + —_2a_2 + : : : + —_na_n = 0 ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ a_1; a_2; : : :; a_n. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ b = –_1a_1 + –_2a_2 + : : : + –_na_n;

ÔÏ ÔÁËÖÅ

b = (–_1 + —_1)a_1 + (–_2 + —_2)a_2 + : : : + (–_n + —_n)a_n; ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ b ÞÅÒÅÚ a_1; a_2; : : :; a_n.

ðÕÓÔØ S ⊂ V | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅ- ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ (ËÏÎÅÞÎÙÈ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ⟨S⟩. üÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ S (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ S, ÅÓÌÉ ⟨S⟩ = V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 (ïÓÎÏŒÎÁÑ ÌÅÍÍÁ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ). åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ n ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÔÏ ŒÓÑËÉÅ m > n ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ V = ⟨a_1; a_2; : : :; a_n⟩ É b_1; b_2; : : :; b_m (m > n) | ËÁËÉÅ-ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . œÙÒÁÚÉÍ ÉÈ ÞÅÒÅÚ a_1; a_2; : : :; a_n:

b_1 = —_{11}a_1 + —_{12}a_2 + : : : + —_{1n}a_n; b_2 = —_{21}a_1 + —_{22}a_2 + : : : + —_{2n}a_n; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : b_m = —_{m1}a_1 + —_{m2}a_2 + : : : + —_{mn}a_n:

äÌÑ ÌÀÂÙÈ –_1; –_2; : : :; –_m ∈ K ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ

–_1b_1 + –_2b_2 + : : : + –_mb_m = (–_1—_{11} + –_2—_{21} + : : : + –_n—_{m1})a_1 + + (–_1—_{12} + –_2—_{22} + : : : + –_n—_{m2})a_2 + : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : + (–_1—_{1n} + –_2—_{2n} + : : : + –_n—_{mn})a_n:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ n ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó m ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ:

—_{11}x_1 + —_{21}x_2 + : : : + —_{m1}x_m = 0; —_{12}x_1 + —_{22}x_2 + : : : + —_{m2}x_m = 0; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : —_{1n}x_1 + —_{2n}x_2 + : : : + —_{mn} x_m = 0:

åÓÌÉ (–_1; –_2; : : :; –_m) | ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÏ –_1b_1 + –_2b_2 + : : : + –_mb_m = 0:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.2 ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅËÔÏÒÙ b_1; b_2; : : :; b_m ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

œŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 3 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7.4 ÂÁÚÉÓÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. âÁÚÉÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ŒÓÑËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V .

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÉÚ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ⊂ V ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉ- ÓÉÍÏ, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 Œ ÎÅÍ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ, ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁ- ÀÝÉÊÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. œÙËÉÄÙŒÁÑ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË ÄÁÌØÛÅ, ÍÙ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Ô. Å. ÂÁÚÉÓ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. œÓÅ ÂÁÚÉÓÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dim V .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. åÓÌÉ ÂÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÌÉ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÒÁÚÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÔÏÔ ÉÚ ÎÉÈ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÏÌØÛÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÂÙÌ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. îÕÌÅŒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ ĂÐÕÓÔÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍĄ; Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E^2 (ÓÏÏÔŒ. E^3) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ 2 (ÓÏÏÔŒ. 3).

ðÒÉÍÅÒ 5. œŒÉÄÕ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.7.7 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K^n ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 2, Á ÁÌÇÅÂÒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.8.6) | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 4.

ðÒÉÍÅÒ 7. åÓÌÉ X | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F (X; K) ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ K (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.7.2) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ ‹_a (a ∈ X) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

‹_a(x) = { 1 ÐÒÉ x = a; 0 ÐÒÉ x ≠ a:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ∈ F (X; K) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂ- ÒÁÚÏÍ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ’ = ∑ a∈X ’(a)‹_a:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÉ ‹_a, a ∈ X, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F (X; K), ÐÒÉÞÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÜÔÏÍ ÂÁ- ÚÉÓÅ ÓÌÕÖÁÔ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F (X; K) ÉÍÅÅÔÓÑ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ‹_{a1} ; ‹_{a2} ; : : :; ‹_{an} , ÇÄÅ a_1; a_2; : : :; a_n ∈ X ÒÁÚÌÉÞÎÙ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F (X; K) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÏÌÅ R ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÏÓØ ÂÙ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÓŒÏÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÞÅÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏ.

éÚ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÌÅÍÍÙ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ (ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ (ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ) ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ S ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Ô. Å. ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁÎÏ- ŒÉÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. œÓÑËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {e_1; : : :; e_k} ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ⟨S⟩ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ ÉÚ ⟨S⟩ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ e_1; : : :; e_k. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ ⟨S⟩ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁ- ÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ S. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ a ∈ S ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ e_1; : : :; e_k. äÌÑ a ∈ {e_1; : : :; e_k} ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÌÑ a =∈ {e_1; : : :; e_k} ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ŒÙÓËÁÚÁÎÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ë S = V , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. œÓÑËÕÀ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÍÏÖÎÏ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ ÂÁÚÉÓ, Á ÌÀÂÙÅ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÕÖÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÂÁÚÉÓÏŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. œÓÑËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÐÒÉÞÅÍ dim U ⩽ dim V . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ U ≠ V , ÔÏ dim U < dim V .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ {e_1; e_2; : : :; e_k} | ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ U. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐpÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2 {e_1; e_2; : : :; e_k} | ÂÁÚÉÓ U. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, dim U = k. ìÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ {e_1; e_2; : : :; e_k} ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ U ≠ V , ÔÏ dim V > k.

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ n- ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÝÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÓÅÈ ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÐÏÌÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ f : V → U | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É {e_1; e_2; : : :; e_n} | ÂÁÚÉÓ V , ÔÏÇÄÁ {f(e_1); f(e_2); : : :; f(e_n)} | ÂÁÚÉÓ U, ÔÁË ÞÔÏ dim V = dim U. ïÂÒÁÔÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.7.1 ŒÓÑËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ K^n; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÍÙ ŒÐÒÁŒÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÔÒÏË K^n. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^n ÉÍÅÅÔÓÑ ĂÐÒÉ- ŒÉÌÅÇÉÒÏŒÁÎÎÙÊĄ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÓÔÒÏË (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.7.7). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ n-ÍÅÒÎÏÍ

ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÚÁÄÁÎ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÁ- ÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÓÔÒÏËÉ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.7.1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÚÁÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÔÒÏË | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÂÁ- ÚÉÓÏÍ.

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÂÁÚÉÓÏŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ {e_1; : : :; e_n} | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ìÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ n ŒÅËÔÏÒÏŒ {e^′_1; : : :; e^′_n} ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ C = (c_{ij}), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

e^′_j = ∑ i e_ic_{ij} (j = 1; : : :; n); (18)

É ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ {e_1; : : :; e_n} Ë ÓÉÓÔÅÍÅ {e^′_1; : : :; e^′_n}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, j-Ê ÓÔÏÌ- ÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ C ÅÓÔØ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ e^′_j Œ ÂÁÚÉÓÅ {e_1; : : :; e_n}. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÙ e^′_1; : : :; e^′_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ (É, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ C ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ C ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n.

åÓÌÉ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ ÓÌÕ- ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ (ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ŒŒÉÄÕ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ), ÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (18) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÐÉÓÁÎÙ Œ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ:

(e^′_1; : : :; e^′_n) = (e_1; : : :; e_n)C: (19)

ðÕÓÔØ x ∈ V | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ŒÅËÔÏÒ. òÁÚÌÏÖÉÍ ÅÇÏ ÐÏ ÂÁÚÉ-

ÓÁÍ {e_1; : : :; e_n} É {e^′_1; : : :; e^′_n}:

x = x_1e_1 + : : : + x_ne_n = x^′_1e^′_1 + : : : + x^′_ne^′_n:

ðÏÌÏÖÉÍ X = x_1 . . x_n

; X^′ = x^′_1 . . x^′_n :

ôÏÇÄÁ

x = (e^′_1; : : :; e^′_n)X^′ = (e_1; : : :; e_n)CX^′;

ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ {e_1; : : :; e_n} Ë ÂÁÚÉÓÕ {e^′_1; : : :; e^′_n}:

X = CX^′; (20)

ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ,

x_i = ∑ j c_{ij} x^′_j (i = 1; : : :; n): (21)

ðÏÎÑÔÉÑ ÂÁÚÉÓÁ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅ- ÎÙ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ. œ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÕÁ- ÃÉÉ ÎÅÔ ÉÎÏÇÏ ŒÙÈÏÄÁ, ËÒÏÍÅ ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ðÕÓÔØ { a_i : i ∈ I } | ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I. ìÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉ- ÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_i; i ∈ I, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ∑ i∈I –_ia_i, Œ

ËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ –_i ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ É ÔÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ. îÁ ÏÓÎÏŒÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÉ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ŒÙÒÁÖÁÅÍÏÓÔÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ É ÂÁÚÉÓÁ.

íÏÝÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÞÅÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 9. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ (ÓÔÒÏË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ) ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ K ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅ- ÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÓÔÒÏË ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÆÉÎÉÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÞÌÅÎÏŒ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. æÉÎÉÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ K^∞. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ

e_i = (0; : : :; 0; 1_i ; 0; : : :) (i = 1; 2; : : :)

(ÅÄÉÎÉÃÁ ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K^∞ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ.

ôÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7.1, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ K ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ K^∞.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ R ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÁÄ Q ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ Œ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉ- ÓÉÍÏ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ ÓÞÅÔÅÎ).

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÕÀ (ËÏÎÅÞÎÕÀ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÕÀ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÞÅÔÎÏ- ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ (Ô. Å. ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ). ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÓÞÅÔ- ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÇÏ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

úÁÄÁÞÉ 6{9 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉ ÔÅÏÒÅÍ 1{4 ÄÌÑ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÙ É ÄÌÑ ÎÅÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÅ ÁÐÐÁÒÁÔÁ ËÁÎÔÏ- ÒÏŒÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÌÉ ÌÅÍ- ÍÙ ãÏÒÎÁ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁËÏÊ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ. ïÂÙÞÎÏ ÎÅ- ÓÞÅÔÎÏÍÅpÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÎÁÂÖÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉÄÁŒÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÕÍÍÁÍ

ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ ÐÏÎÑÔÉÑ ÒÁÎÇÁ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÒÁÎÇÁ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. òÁÎÇÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ ÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ. òÁÎÇÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÅ ÓÔÒÏË.

òÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ rk A.

óÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ {a_1; a_2; : : :; a_n} É {b_1; b_2; : : :; b_m} ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ b_j ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a_1; a_2; : : :; a_n É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ a_i ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ b_1; b_2; : : :; b_m. üÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË:

⟨a_1; a_2; : : :; a_n⟩ = ⟨b_1; b_2; : : :; b_m⟩:

ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÎÇÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÙ.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A^′, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ, ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A. îÏ ÔÁË ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏ- ÌÕÞÅÎÁ ÉÚ A^′ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ, ÔÏ É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÅ ÓÔÒÏËÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÔÒÏËÉ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ A^′. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃ A É A^′ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÎÇÉ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁŒÎÙ.

üÔÉÍ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. òÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË ÌÀÂÏÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ôÁË ËÁË ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ- ÓÑ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ, ÔÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÅÅ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (14) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ –_1; –_2; : : :; –_r ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ j_1-À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ –_1a_{1j1} = 0, ÏÔËÕÄÁ –_1 = 0. òÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÑ, ÄÁÌÅÅ, j_2-À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ –_1 = 0,

ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ –_2a_{2j2} = 0, ÏÔËÕÄÁ –_2 = 0. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË ÄÁÌØ- ÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ –_1; –_2; : : :; –_r ÒÁŒÎÙ ÎÕ- ÌÀ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁËÕÀ ÂÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁ- ÔÏÍÕ ŒÉÄÕ, ÍÙ ÎÉ ŒÙÂÒÁÌÉ, ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ.

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÒÏÎÅËÅÒÁ { ëÁÐÅÌÌÉ: ÓÉÓÔÅ- ÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÎÇ ÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÒÁÎÇÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ.

2.3. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

œ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ | ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌ- ÎÏÓÔØÀ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕ- ËÔÕÒ É ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÉÈ ÌÉÛØ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ V É U | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

f : V → U

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ

1) f(a + b) = f(a) + f(b) ∀a; b ∈ V ; 2) f(–a) = –f(a) ∀– ∈ K; a ∈ V .

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅÍ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÉÅËÔÉŒ- ÎÏÓÔÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÎÕÌÅŒÏÊ, Á ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ | Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖ- ÎÙÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

f(0) = f(0 · 0) = 0f(0) = 0;

f(−a) = f((−1)a) = (−1)f(a) = −f(a):

ìÅÇËÏ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

f(a − b) = f(a) − f(b):

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏŒÏÒÏÔ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (É ÄÁÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^2 Œ ÓÅÂÑ (ÒÉÓ. 6).

òÉÓ. 6.

ðÒÉÍÅÒ 2. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ) ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^3 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ → b∫ a ’(x) dx

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] Œ ÐÏÌÅ R, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ.

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V → U ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ {e_i : i ∈ I} | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ; ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x = ∑ i x_ie_i ÉÍÅÅÍ

f(x) = ∑ i x_if(e_i):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ u_i ∈ U (i ∈ I) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ

ŒÅËÔÏÒÙ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V → U, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

f(x) = ∑ i x_iu_i;

ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ É f(e_i) = u_i.

üÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÔÒÏË. ðÕÓÔØ f : K^n → K^m | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÅÇÏ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓÔÒÏ- ËÁÍ e_1; e_2; : : :; e_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^n (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.7.7). íÙ ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓÔÒÏËÉ

f(e_j ) = (a_{1j} ; a_{2j}; : : :; a_{mj} ) ∈ K^m (j = 1; 2; : : :; n): þÉÓÌÁ a_{ij} (i = 1; 2; : : :; m; j = 1; 2; : : :; n) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÒÁÚÍÅÒÁ m × n, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. (ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÔÒÏ- ËÉ f(e_j ) ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ j-Í ÓÔÏÌÂÃÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A.)

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÉ

x = (x_1; x_2; : : :; x_n) = ∑ j x_j e_j ∈ K^n

ÉÍÅÅÍ:

f(x) = ∑ j x_j f(e_j ) = (∑ j a_{1j} x_j ; ∑ j a_{2j} x_j ; : : :; ∑ j a_{mj} x_j ) : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ f(x) = y = (y_1; y_2; : : :; y_m);

ÔÏ y_1; y_2; : : :; y_m ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x_1; x_2; : : :; x_n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

y_i = n∑ j=1 a_{ij} x_j (i = 1; 2; : : :; m): (22)

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ A = (a_{ij} ) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : K^n → K^m, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (22), ÌÉÎÅÊÎÏ É ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÅÓÔØ A. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉ- ŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ K^n Œ K^m É ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n.

òÉÓ. 7.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÜÔÏÍÕ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : V → U ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Œ ÅÅ j-Í ÓÔÏÌÂÃÅ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÂÒÁÚÁ j-ÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V . üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É U.

ðÒÉÍÅÒ 5. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E^2 ŒÙÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_1; e_2}. ðÕÓÔØ f | ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸. ôÏÇÄÁ (ÒÉÓ. 7)

f(e_1) = e_1 cos ¸ + e_2 sin ¸; f(e_2) = −e_1 sin ¸ + e_2 cos ¸:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ f ÅÓÔØ ( cos ¸ −sin¸ sin ¸ cos¸ ) : (23)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ V = U É ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÂÁÚÉÓ {e_1; e_2} Œ ÄŒÕÈ ËÁÞÅÓÔŒÁÈ: ËÁË ÂÁÚÉÓ V É ËÁË ÂÁÚÉÓ U, ÈÏÔÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÌÉ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ.

ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÄÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2. œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ {e_1; e_2} É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ e_3 ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ. ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÙ e_1 É e_2 ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÓÁÍÉ Œ ÓÅÂÑ, Á ŒÅËÔÏÒ e_3 | Œ ÎÕÌØ, ÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( 1 0 0 0 1 0 ) : œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÎÏ ÂÙÔØ ÎÉ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÎÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ. îÁÒÕÛÅÎÉÅ ÜÔÉÈ

ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÁÔØ Ó ËÁÖÄÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÄŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ É ÑÄÒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ïÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : V → U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

Im f = {f(a) : a ∈ V } ⊂ U;

Á ÑÄÒÏÍ | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

Ker f = { a ∈ V : f(a) = 0 } ⊂ V:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Im f | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ U, Á Ker f | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V . äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÔÏÒÏÅ. åÓÌÉ a; b ∈ Ker f, Ô. Å. f(a) = f(b) = 0, ÔÏ

f(a + b) = f(a) + f(b) = 0 + 0 = 0;

Ô. Å. a + b ∈ Ker f. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ a ∈ Ker f, Ô. Å. f(a) = 0, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ – ∈ K f(–a) = –f(a) = –0 = 0;

Ô. Å. –a ∈ Ker f. îÁËÏÎÅÃ, 0 ∈ Ker f, ÔÁË ËÁË ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ f(0) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 7. ñÄÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÐÒÉÍÅ- ÒÁ 2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 8. ñÄÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÏÂ- ÒÁÚÏÍ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ Õ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V → U ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ker f = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ b ∈ Im f ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

f(x) = b (24)

ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ a + Ker f, ÇÄÅ a | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

(úÄÅÓØ a + Ker f ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ a + y, ÇÄÅ y ∈ Ker f.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ker f ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

f(x) = 0: (25) ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ Im f ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (24) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÕÓÔØ f(a) = b. åÓÌÉ y ∈ Ker f, ÔÏ

f(a + y) = f(a) + f(y) = b + 0 = b:

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ f(x) = b, ÔÏ

f(x − a) = f(x) − f(a) = b − b = 0;

Ô. Å. y = x − a ∈ Ker f; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

x = a + y ∈ a + Ker f:

åÓÌÉ f : K^n → K^m | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A É b = (b_1; b_2; : : :; b_m), ÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (24) Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (13), Á ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (25) | ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÉ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ:

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + : : : + a_{1n}x_n = 0; a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + : : : + a_{2n}x_n = 0; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + : : : + a_{mn}x_n = 0:

(26)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (26) ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^n, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (13), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÐÕÓÔÏ, ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ëÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (26)? ïÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÄÁÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ f : K^n → K^m | ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A. ôÏÇÄÁ

dim Ker f = n − rk A:

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ (26) Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÜÔÏÍ ÓÔÕ- ÐÅÎÞÁÔÏÍ ŒÉÄÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ r = rk A. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ r ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅ- ÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ (ÓÒ. (15)):

x_1 = c_{11}x_{r+1} + c_{12}x_{r+2} + : : : + c_{1;n−r}x_n; x_2 = c_{21}x_{r+1} + c_{22}x_{r+2} + : : : + c_{2;n−r}x_n; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : x_r = c_{r1}x_{r+1} + c_{r2}x_{r+2} + : : : + c_{r;n−r}x_n:

(27)

ðÒÉÄÁŒÁÑ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ x_{r+1}; x_{r+2}; : : :; x_n ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÍ | ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (26):

u_1 = (c_{11}; c_{21}; : : :; c_{r1}; 1; 0; : : :; 0); u_2 = (c_{12}; c_{22}; : : :; c_{r2}; 0; 1; : : :; 0); : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : u_{n−r} = (c_{1;n−r}; c_{2;n−r}; : : :; c_{r;n−r}; 0; 0; : : :; 1):

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ker f, ÏÔ- ËÕÄÁ É ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ –_1; –_2; : : :; –_{n−r} ∈ K ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ

u = –_1u_1 + –_2u_2 + : : : + –_{n−r} u_{n−r}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (26), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÎÅ- ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÍÅÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –_1; –_2; : : :; –_{n−r}. ôÁË ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (27)), ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (26) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ u_1; u_2; : : :; u_{n−r}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ u = 0, ÔÏ –_1 = –_2 = : : : = –_{n−r} = 0; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, u_1; u_2; : : :; u_{n−r} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

œÓÑËÉÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÒÅÛÅÎÉÊ. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÁÅÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÐÏ- ÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ f : V → U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É {e_1; e_2; : : :; e_n} | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

a = a_1e_1 + a_2e_2 + : : : + a_ne_n ∈ V

ÉÍÅÅÍ f(a) = a_1f(e_1) + a_2f(e_2) + : : : + a_nf(e_n):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

Im f = ⟨f(e_1); f(e_2); : : :; f(e_n)⟩: (28)

ôÅÏÒÅÍÁ 3. dim Im f + dim Ker f = dim V .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ {e_1; : : :; e_k} ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ker f, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ŒÅËÔÏ- ÒÁÍÉ e_{k+1}; : : :; e_n ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ V . ôÁË ËÁË ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ f(e_1) = : : : = f(e_k ) = 0, ÔÏ ÉÚ (28) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

Im f = ⟨f(e_{k+1}); : : :; f(e_n)⟩:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ f(e_{k+1}); : : :; f(e_n) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÏÔËÕÄÁ É ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÕÓÔØ –_1f(e_{k+1}) + : : : + –_{n−k} f(e_n) = 0:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ

a = –_1e_{k+1} + : : : + –_{n−k} e_n:

ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f(a) = 0, Ô. Å.

a ∈ Ker f = ⟨e_1; : : :; e_k⟩:

ôÁË ËÁË e_1; : : :; e_k; e_{k+1}; : : :; e_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ –_1 = : : : = –_{n−k} = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ f : K^n → K^m | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A, ÔÏ dim Im f = rk A:

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍ 2 É 3. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. òÁÎÇ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÒÁÎÇÕ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÅ ÓÔÒÏË.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ f : K^n → K^m | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A É e_1; e_2; : : :; e_n | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^n. éÚ (28) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ Im f ÒÁŒÎÁ ÒÁÎÇÕ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A. óÒÁŒÎÅ- ÎÉÅ ÜÔÏÇÏ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ É ÄÁÅÔ ÖÅÌÁÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ.

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÏÌÅ K ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f : V → K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ V . åÓÌÉ f | ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ Im f = K É, ÅÓÌÉ dim V = n, ÔÅÏÒÅÍÁ 3 ÄÁÅÔ, ÞÔÏ

dim Ker f = n − 1:

ðÒÉÍÅÒ 10. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÂÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É Y | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ. ëÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÎÁ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ K ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ Y , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (y) = ∑ x⊂y ’(x);

Ô. Å. ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÇÒÁÎÉ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. üÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

f : F (X; K) → F (Y; K)

(ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.7.2). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ char K ≠ 2, ÔÏ ÏÎÏ ÓÀÒSS- ÅËÔÉŒÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Im f ÓÏÄÅÒÖÉÔ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ ŒÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ. æÕÎËÃÉÑ ’, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(’) ÅÓÔØ ‹-ÆÕÎËÃÉÑ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 8Á (ÚÎÁÞÅÎÉÑ ’ ÎÁ ÎÅÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÁÈ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ). ôÁË ËÁË

dim F (X; K) = 6; dim F (Y; K) = 4;

ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 dim Ker f = 6 − 4 = 2:

æÕÎËÃÉÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓ Ker f, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 8Â.

úÁÄÁÞÁ 1. äÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÁÊÔÉ dim Ker f Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ char K = 2.

ôÁË ËÁË ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A | ÜÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A^T (ÓÍ. §1.9), ÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 §2.3 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ rk A^T = rk A:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. éÍ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏË ÔÒÁÎÓÐÏÎÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ òÉÓ. 8.

ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÓÔÒÏË, ÎÏ É ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÐÒÁŒÁ.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑÍÉ.

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V → U ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏ- ÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ, ËÁË ÏÂÙÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

(f + g)(a) = f(a) + g(a);

(–f)(a) = –f(a):

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ f : V → U; g : W → V

| ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ)

fg : W → U

ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

(fg)(a + b) = f(g(a + b)) = f(g(a) + g(b)) = = f(g(a)) + f(g(b)) = (fg)(a) + (fg)(b);

(fg)(–a) = f(g(–a)) = f(–g(a)) = –f(g(a)) = –(fg)(a):

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÐÅ-

ÒÁÃÉÑÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (g + h) = fg + fh; (f + g)h = fh + gh;

(–f)g = f(–g) = –(fg) ∀– ∈ K:

äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ f : V → U; g : W → V; h: W → V | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ W ÉÍÅÅÍ:

(f(g + h))(a) = f((g + h)(a)) = f(g(a) + h(a)) =

= f(g(a)) + f(h(a)) = (fg)(a) + (fh)(a) = (fg + fh)(a): õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ, ËÁË É ŒÏ- ÏÂÝÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ M; N; P; Q | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É f : M → N; g : P → N; h: Q → P | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ Q ÉÍÅÅÍ: ((fg)h)(a) = (fg)(h(a)) = f(g(h(a))); (f(gh))(a) = f((gh)(a)) = f(g(h(a)));

ÏÔËÕÄÁ (fg)h = f(gh):

ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÔÒÏË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÁ- ÍÉ. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ f : K^n → K^m; g : K^p → K^n | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ A = (a_{ij} ) É B = (b_{jk}) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : :; e_p | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^p. éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ: g(e_k) = (b_{1k}; b_{2k}; : : :; b_{nk});

(fg)(e_k) = f(g(e_k)) = (∑ j a_{1j} b_{jk}; ∑ j a_{2j} b_{jk}; : : :; ∑ j a_{mj} b_{jk} ) :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fg ÅÓÔØ C = (c_{ik}), ÇÄÅ

c_{ik} = ∑ j a_{ij} b_{jk}:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ C = AB, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÒÉÍÅÒ 11. íÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÐÒÉÍÅ- ÒÅ 1.9.2, ÎÁ ÑÚÙËÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÕÇÌÙ ¸ É ˛ ÅÓÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ + ˛ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÕÇÌÏŒ.

óŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ Œ §1.9 ÐÒÑÍÙÍÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÅÐÅÒØ ŒÙŒÅÄÅÎÙ ÉÚ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑÍÉ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

id : V → V

ÌÉÎÅÊÎÏ. íÁÔÒÉÃÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ id : K^n → K^n ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ E ÐÏÒÑÄËÁ n. ðÏÜÔÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (10) ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅŒÏÄ ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÑÚÙË ÏÞÅŒÉÄÎÙÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

f · id = f; id ·f = f;

ÇÄÅ f : K^n → K^m | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÍÁÔÒÉ- ÃÅÊ A, Á id Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^n, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^m.

åÓÌÉ f : V → U | ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} : U → V ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ U ÐÕÓÔØ c; d ∈ V | ÔÁËÉÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÞÔÏ f(c) = a, f(d) = b; ÔÏÇÄÁ f(c + d) = a + b É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

f^{−1}(a + b) = c + d = f^{−1}(a) + f^{−1}(b):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ É ŒÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁ- ÔÒÉÃ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÐÏÒÑÄËÁ n ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ rk A = n.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÁÔÒÉÃÁ A ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÓÔÒÏËÉ (ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ.

(ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÓÍ. Œ §1.3.)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ f : K^n → K^n | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÉÅËÔÉŒÎÏ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

Im f = K^n; Ker f = 0:

œŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ rk A = n.

îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë A, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

AX = E

(ÇÄÅ X | ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ). ôÁËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ, ËÁË É ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (16), Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÓÔÒÏË ĂÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊĄ ÍÁÔÒÉÃÙ (A | E). ðÒÉŒÅÄÑ ÌÅŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ (ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A), Œ ÐÒÁŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ.

ðÒÉÍÅÒ 12. îÁÊÄÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A = ( 1 2 3 5 )

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ: ( 1 2 1 0 3 5 0 1 ) −→ ( 1 2 1 0 0 −1 −3 1 ) −→ ( 1 0 −5 2 0 1 3 −1 ) : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

A^{−1} = ( −5 2 3 −1 ) :

úÁÄÁÞÁ 2. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÍÁÔÒÉÃ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÎÇÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, Á ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ, ÔÏ ÒÁÎÇ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÒÁÎÇÕ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

2.4. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

œÏÐÒÏÓ Ï ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÏ, Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ n ŒÅËÔÏÒÏŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË. ïÄÎÁËÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÎÁÈÏ- ÖÄÅÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ.

ðÏÑÓÎÉÍ ÉÄÅÀ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ðÁÒÁ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1; a_2 ∈ E^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏŒÏÒÏÔ ÏÔ a_1 Ë a_2 (ÎÁ ÕÇÏÌ, ÍÅÎØÛÉÊ ı) ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1; a_2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ area(a_1; a_2) ÏÒÉÅÎÔÉ- ÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÜÔÉ ŒÅË- ÔÏÒÙ, Ô. Å. ÐÌÏÝÁÄØ, ŒÚÑÔÕÀ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ {a_1; a_2} ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ Œ ÐÒÏÔÉŒ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ; ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ a_1 É a_2 ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ area(a_1; a_2) = 0. œÅÌÉÞÉÎÁ | area(a_1; a_2)| ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÍÅÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1 É a_2.

æÕÎËÃÉÑ area(a_1; a_2) ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ a_1 É a_2 ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÏÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ a_1 É ÐÏ a_2 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.3.9); 2) area(a_2; a_1) = − area(a_1; a_2);

3) ÅÓÌÉ {e_1; e_2} | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏ- ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ area(e_1; e_2) = 1.

ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ŒÙÓÏÔÕ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ:

area(a_1; a_2) = |a_1|h_2;

ÇÄÅ |a_1| | ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ a_1, Á h_2 | ÐÒÏÅËÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ a_2 ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ a_1 (ÒÉÓ. 9). ôÁË ËÁË ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ òÉÓ. 9.

ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ area(a_1; a_2) ÐÏ a_2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÚÑŒ ÚÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ a_2, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ a_1.

óŒÏÊÓÔŒ 1){3) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ area(a_1; a_2). œÙ- ÒÁÚÉÍ ŒÅËÔÏÒÙ a_1; a_2 ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_1; e_2}:

a_1 = a_{11}e_1 + a_{12}e_2; a_2 = a_{21}e_1 + a_{22}e_2:

éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ:

area(a_1; a_2) = area(a_{11}e_1 + a_{12}e_2; a_{21}e_1 + a_{22}e_2) = = a_{11}a_{21} area(e_1; e_1) + a_{11}a_{22} area(e_1; e_2) + + a_{12}a_{21} area(e_2; e_1) + a_{12}a_{22} area(e_2; e_2) = = a_{11}a_{22} − a_{12}a_{21}:

œÙÒÁÖÅÎÉÅ a_{11}a_{22} − a_{12}a_{21} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ) ÐÏÒÑÄËÁ 2. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÅË- ÔÏÒÙ a_1 É a_2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔÌÉ- ÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÏÂSSÅÍ vol(a_1; a_2; a_3) ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅË- ÔÏÒÙ a_1; a_2; a_3, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÏÎ ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÔÒÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; a_3; 2) ÏÎ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎ- ÔÏŒ;

3) ÅÓÌÉ {e_1; e_2; e_3} | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ vol(e_1; e_2; e_3) = 1.

(ôÒÏÊËÁ {a_1; a_2; a_3} ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏŒÏÒÏÔ ÏÔ a_1 Ë a_2 ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ a_3 ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ òÉÓ. 10.

Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ.)

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ vol(a_1; a_2; a_3) ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1; a_2; a_3 Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏpÔÏÎÏpÍÉpÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!):

vol(a_1; a_2; a_3) = a_{11}a_{22}a_{33} + a_{12}a_{23}a_{31} + a_{13}a_{21}a_{32} − − a_{11}a_{23}a_{32} − a_{13}a_{22}a_{31} − a_{12}a_{21}a_{33}:

œÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ) ÐÏÒÑÄËÁ 3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅËÔÏÒÙ a_1; a_2; a_3 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ) ÐÏÒÑÄËÁ 3 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ, ŒÚÑÔÙÈ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. îÁ ÒÉÓ. 10 ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ É ËÁËÉÅ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÞÅÒÅÚ det A, ÌÉÂÏ ÐÕÔÅÍ ÚÁÍÅÎÙ ËÒÕÇÌÙÈ ÓËÏÂÏË, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÈ Œ ÓÅÂÅ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ, ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÞÅÒÔÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. | | | cos ¸ −sin¸ sin ¸ cos¸ | | | = cos^2 ¸ + sin^2 ¸ = 1:

ðÒÉÍÅÒ 2. | | | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | | | = 1 · 5 · 9 + 2 · 6 · 7 + 3 · 4 · 8 − 3 · 5 · 7 − 2 · 4 · 9 − 1 · 6 · 8 =

= 45 + 84 + 96 − 105 − 72 − 48 = 0:

œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏ- ÌÑ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÎÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÍ ÔÁËÉÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, ËÁË ÐÌÏÝÁÄØ

ÉÌÉ ÏÂSSÅÍ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ŒŒÅÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ 1){3). äÁÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K É f(a_1; a_2; : : :; a_m) | ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ K ÏÔ m ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎËÃÉÑ f(a_1; a_2; : : :; a_m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉ- ÌÉÎÅÊÎÏÊ (ÉÌÉ, ÔÏÞÎÅÅ m-ÌÉÎÅÊÎÏÊ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

f(a^′_1 + a^{′′}_1; a_2; : : :; a_m) = f(a^′_1; a_2; : : :; a_m) + f(a^{′′}_1; a_2; : : :; a_m);

f(–a_1; a_2; : : :; a_m) = –f(a_1; a_2; : : :; a_m):

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(a_1; a_2; : : :; a_m) ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÏÎÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ −1.

œÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ char K ≠ 2, ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔ- ÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÄŒÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÐÒÉÎÉ- ÍÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÎÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØÓÑ ÎÁ −1; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ char K = 2, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ Œ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÐÒÏŒÅÒËÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÄŒÕÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ (ÈÏÔÑ É ÌÀÂÙÍÉ), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ (Ô. Å. 2-ÌÉÎÅÊÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ f | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÒÁ- ÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. ôÏ- ÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ V ÉÍÅÅÍ:

0 = f(a + b; a + b) = f(a; a) + f(a; b) + f(b; a) + f(b; b) = = f(a; b) + f(b; a);

ÏÔËÕÄÁ f(b; a) = −f(b; a):

ôÅÐÅÒØ ŒŒÅÄÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÑŒÎÏÇÏ

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÔÅÍ, ËÁËÉÅ ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÐÒÉ n = 2 É 3.

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (k_1; k_2; : : :; k_n) ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : :; n, ÒÁÓÐÏ- ÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÐÏÒÑÄËÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÁË ËÁË k_1 ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ, k_2 ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ k_1 ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ n − 1 ÚÎÁÞÅÎÉÅ, k_3 ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ k_1 É k_2 ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ n − 2 ÚÎÁÞÅÎÉÑ É Ô. Ä., ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÓÅÇÏ

n(n − 1)(n − 2) · · ·2 · 1 = n!

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ (1; 2; : : :; n) ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. óÌÏŒÏ ĂÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁĄ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉ- ÔÅÒÁÔÕÒÅ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ) ÉÎÏÇÄÁ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ Œ ÏÂÝÅÞÅÌÏŒÅÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ËÁË ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÓÌÏŒ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ).

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÎŒÅÒÓÉÀ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ, ÅÓÌÉ ÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÏÉÔ ÌÅŒÅÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ. ðÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ (ÓÏÏÔŒ. ÎÅÞÅÔÎÏÊ), ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÉÎŒÅÒÓÉÊ Œ ÎÅÊ ÞÅÔÎÏ (ÓÏÏÔŒ. ÎÅÞÅÔÎÏ). îÁÒÑÄÕ Ó ÜÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÒÁŒÎÙÊ 1, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÅÔÎÁ, É −1, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅÞÅÔÎÁ. úÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ (k_1; k_2; : : :; k_n) ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ sgn(k_1; k_2; : : :; k_n).

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÉ n = 3 ÞÅÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ | ÜÔÏ (1; 2; 3) (ÎÅÔ ÉÎŒÅÒÓÉÊ), (2; 3; 1) (ÄŒÅ ÉÎŒÅÒÓÉÉ) É (3; 1; 2) (ÄŒÅ ÉÎŒÅÒ- ÓÉÉ); ÎÅÞÅÔÎÙÅ | (1; 3; 2) (ÏÄÎÁ ÉÎŒÅÒÓÉÑ), (3; 2; 1) (ÔÒÉ ÉÎŒÅÒ- ÓÉÉ) É (2; 1; 3) (ÏÄÎÁ ÉÎŒÅÒÓÉÑ).

ðÒÉÍÅÒ 4. ôÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÎŒÅÒÓÉÊ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÅÔÎÁ. îÁÐÒÏÔÉŒ, Œ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ (n; n−1; : : :; 2; 1) ÌÀ- ÂÁÑ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÎŒÅÒÓÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÉÎŒÅÒÓÉÊ Œ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÒÁŒÎÏ

C^2_n = n(n − 1) 2 ≡ [ n 2 ] (mod 2):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

sgn(n; n − 1; : : :; 2; 1) = (−1)^{n(n−1)=2} = (−1)^{[n=2]}:

ðÅÒÅÍÅÎÁ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÒÉ ÌÀÂÏÊ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ, ÔÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÎŒÅÒÓÉÊ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ (ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÉÌÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ) ÎÁ 1; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÅÔÎÏÓÔØ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ôÒÁÎÓ- ÐÏÚÉÃÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ i É j, ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÈ s ÄÒÕÇÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ- ÍÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÁ ÐÕÔÅÍ 2s + 1 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÍ i ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ É Ó j, ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑ- ÅÍ j ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ. ôÁË ËÁË ÜÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÎÁË ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÒÉ n > 1 ÞÉÓÌÏ ÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÚ n ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÎÅÞÅÔÎÙÈ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÞÅÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÉ É Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÍ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÀ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ, ŒÓÅ ÎÅ- ÞÅÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏŒ- ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ n-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ det, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÀ

det(e_1; e_2; : : :; e_n) = 1 (29)

(ÇÄÅ e_1; e_2; : : :; e_n | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ). ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

det(a_1; a_2; : : :; a_n) = ∑ (k_1;k_2 ;:::;k_n)

sgn(k_1; k_2; : : :; k_n) a_{1k1} a_{2k2} : : :a_{nkn} ; (30)

ÇÄÅ a_{ik} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ k-À ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÓÔÒÏËÉ a_i, Á ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ det ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ôÏÇÄÁ

det(a_1; a_2; : : :; a_n) = det (∑ k_1

a_{1k1} e_{k1} ; ∑ k_2

a_{2k2} e_{k2} ; : : :; ∑ k_n

a_{nkn} e_{kn} ) = = ∑ k_1;k_2 ;:::;k_n

a_{1k1} a_{2k2} : : :a_{nkn} det(e_{k1} ; e_{k2} ; : : :; e_{kn} ):

œ ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ det, ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÁ ÉÚ ÞÉÓÅÌ k_1; k_2; : : :; k_n ÒÁŒÎÙ, ÔÏ det(e_{k1} ; e_{k2} ; : : :; e_{kn} ) = 0. åÓÌÉ ŒÓÅ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ,ÔÏ

det(e_{k1} ; e_{k2} ; : : :; e_{kn} ) = sgn(k_1; k_2; : : :; k_n):

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÉ (j_1; j_2; : : : ; j_n), ÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÉÚ ÎÅÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ −1. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. îÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ det(a_1; a_2; : : :; a_n) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (30). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË- ÃÉÑ det, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (30).

2) äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ det, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ (30), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ (30) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

det(a_1; a_2; : : :; a_n) = ∑ j a_{ij} u_j ;

ÇÄÅ u_1; : : :; u_n ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ a_i. õÓÌÏŒÉÅ (29) ÔÁËÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ det(e_1; e_2; : : :; e_n) ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÅÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ, ÒÁŒÎÏ 1, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÓÔØ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ a_i É a_j . íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÂÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÎÁ

ÐÁÒÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ k_i É k_j . óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ a_{1k1} a_{2k2} : : : a_{nkn} , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ, ŒÈÏÄÑÔ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (30) Ó ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ. ðÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÅ a_i É a_j ÏÎÉ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ −1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. åÓÌÉ char K = 2, ÔÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 1. åÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ a_i = a_j ÞÌÅÎÙ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (30), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÁÒ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A = = (a_{ij} ) ÐÏÒÑÄËÁ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

det A = det(a_1; a_2; : : :; a_n);

ÇÄÅ a_1; a_1; : : :; a_n | ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

det A = ∑ (k_1;k_2;:::;k_n)

sgn(k_1; k_2; : : :; k_n) a_{1k1} a_{2k2} : : :a_{nkn} : (31)

ðÒÉ n = 2 É 3 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

ðÒÉ n ⩾ 4 ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (31) Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÓØÍÁ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ. óÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. ïÎÉ ÏÓÎÏŒÁÎÙ ÎÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÅÍÙÈ ÎÉÖÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÓÔÒÏË 1-ÇÏ ÔÉÐÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, Ë 1-Ê ÓÔÒÏËÅ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ A ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ 2-Ñ ÓÔÒÏËÁ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ c. ðÏÌÕÞÅÎ- ÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A^′. éÍÅÅÍ:

det A^′ = det(a_1 + ca_2; a_2; : : :; a_n) =

= det(a_1; a_2; : : :; a_n) + c det(a_2; a_2; : : :; a_n) = det A:

ðÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁ- ÅÍ, ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ −1, Á ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÎ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ

ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ. ôÁË ËÁË ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏË ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ- ŒÅÓÔÉ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ, Á ŒÓÑËÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ (ÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÅ ÓÔÒÏÇÏ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÏÊ), ÔÏ ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ŒÈÏÄÉÔ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (31) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ, ÔÁË ËÁË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ a_{1k1} a_{2k2} : : :a_{nkn} ≠ 0, ÔÏ

k_1 ⩾ 1; k_2 ⩾ 2; : : : ; k_n ⩾ n;

ÎÏ ÔÁË ËÁË

k_1 + k_2 + : : : + k_n = 1 + 2 + : : : + n;

ÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ

k_1 = 1; k_2 = 2; : : : ; k_n = n:

ðÏÍÉÍÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 É 2 ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÎÁÍ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ, ÒÁÄÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ É ŒŒÅÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ det A ≠ 0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏË ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 2-ÇÏ ÉÌÉ 3-ÇÏ ÔÉÐÏŒ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ, ÎÏ, ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÓÏÈÒÁ- ÎÉÔÓÑ. íÁÔÒÉÃÁ A ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÏÊ; ÎÏ ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. det A^T = det A.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A^T , ËÁË É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ŒÚÑÔÙÈ ÐÏ ÏÄ- ÎÏÍÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÚÁ ÞÅÍ ÎÁÄÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ ŒÈÏÄÑÔ Œ det A É det A^T Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ, Ó ËÁËÉÍ ÚÎÁËÏÍ ŒÈÏÄÉÔ Œ det A^T ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ a_{1k1} a_{2k2} : : : a_{nkn} , ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÅÇÏ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÎÏÍÅÒÏŒ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. üÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ, ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÍÅÎÑÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. ðÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÁ- ËÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÅ Œ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÈ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ÚÎÁËÏŒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓ- ÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ a_{l11}a_{l22} : : : a_{lnn}, ÔÏ

sgn(k_1; k_2; : : :; k_n) = sgn(l_1; l_2; : : :; l_n);

Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ det A É det A^T Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÚÎÁËÏÍ.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ- ÌÅÊ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ ÎÅÍ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÌÂ- ÃÁÍÉ, Á ÓÔÏÌÂÃÙ | ÓÔÒÏËÁÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÓÔØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÌÉ- ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (ÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÕÇÌÏÍ ÎÕÌÅÊ). ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ A = ( B D 0 C ) ; ÇÄÅ B É C | ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. ôÏÇÄÁ

det A = det B · det C:

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ B ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË m, ÍÁÔÒÉÃÁ C | ÐÏÒÑÄÏË n. åÓÌÉ det C = 0, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ C ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÕÌÅŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ. ðÒÏÄÅÌÁŒ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÉÈ n ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÕÌÅŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ŒÏ

ŒÓÅÊ ÍÁÔÒÉÃÅ A. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ det A = 0 É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÎÏ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÅÒŒÙÈ m ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÐÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ det B = 0, ÔÏ det A = 0 É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ det B ≠ 0 É det C ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

det A det B · det C : (32) îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ 1. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ n ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A det A É det C ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ (32) ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ. ôÁËÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ C Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ (32) ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑÈ ÐÅÒŒÙÈ m ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A. ôÁËÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ B Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ (ÍÅÔÏ- ÄÏÍ çÁÕÓÓÁ, ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (32) ÒÁŒ- ÎÏ 1 Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ B É C | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ; ÎÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

œŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÐÒÁŒÙÍ ŒÅÒÈÎÉÍ ÕÇÌÏÍ ÎÕÌÅÊ.

ðÒÉÍÅÒ 5. œÙÞÉÓÌÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎ- ÄÅÒÍÏÎÄÁ

V (x_1; x_2; : : :; x_n) = | | | | | 1 x_1 x^2_1 : : : x^{n−1}_1 1 x_2 x^2 : : : x^{n−1}_2 : : : : : : : : : : : : : : : 1 x_n x^2_n : : : x^{n−1}_n

| | | | | :

œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÉÊ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ x_1, É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 4, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ:

V (x_1; x_2; : : :; x_n) = | | | | | 1 0 0 ::: 0 1 x_2 − x_1 x_2(x_2 − x_1) ::: x^{n−2}_2 (x_2 − x_1) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 x_n − x_1 x_n(x_n − x_1) ::: x^{n−2}_n (x_n − x_1)

| | | | | =

= (x_2 − x_1) · · ·(x_n − x_1) V (x_2; : : :; x_n):

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË ÄÁÌØÛÅ, Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

V (x_1; x_2; : : :; x_n) = ∏ i¿j (x_i − x_j ): (33)

ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ) ÍÁ- ÔÒÉÃÁ. œÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÓÔÒÏË É ËÁËÉÈ-ÔÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÅÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ A. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÂÉÒÁÅÍÙÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÉÄÔÉ ÐÏÄÒÑÄ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ k ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ k ÍÁÔÒÉÃÙ A. éÎÏÇÄÁ, ÄÏÐÕÓËÁÑ ŒÏÌØ- ÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÓÁÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÉÎÏÒÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ A | ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄ- ËÁ n, ÔÏ ÍÉÎÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ n − 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ i-Ê ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÍÉÎÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a_{ij} É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M_{ij} . þÉÓÌÏ

A_{ij} = (−1)^{i+j} M_{ij}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a_{ij} . óÍÙÓÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÑÓÅÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 1. | | | | | a_{11} : : : a_{1j} : : : a_{1n} : : : : : : : : : : : : : : : : 0 : : : a_{ij} : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : a_{n1} : : : a_{nj} : : : a_{nn}

| | | | | = a_{ij} A_{ij} :

(œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ) ÚÁÍÅÎÏÊ ÎÕÌÑÍÉ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ i-Ê ÓÔÒÏËÉ, ËÒÏÍÅ a_{ij} .)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ i-À ÓÔÒÏËÕ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É j-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÉÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ i − 1 ÒÁÚ ÍÅÎÑÔØ ÍÅ- ÓÔÁÍÉ ÓÔÒÏËÉ É j − 1 ÒÁÚ | ÓÔÏÌÂÃÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ

(−1)^{i−1+j−1} = (−1)^{i+j} :

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÉÄÁ | | | | a_{ij} 0 : : : 0 a_{1j} a_{11} : : : a_{1n} : : : : : : : : : : : : : a_{nj} a_{n1} : : : a_{nn}

| | | | ;

ÇÄÅ Œ ÐÒÁŒÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÓÔÏÉÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÉÎÏÒ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ a_{ij} . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÕÇÌÏÍ ÎÕÌÅÊ ÜÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ a_{ij} M_{ij} . ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÚÎÁËÁ ÏÔÓÀÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A

det A = ∑ j a_{ij} A_{ij} = ∑ i a_{ij} A_{ij} :

ðÅÒŒÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ i-Ê ÓÔÒÏËÅ, ŒÔÏÒÁÑ | ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ j-ÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ôÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (31) ÄÌÑ det A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ i-Ê ÓÔÒÏËÉ, ÔÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÔÅÈ ÞÌÅÎÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ a_{ij} , ÒÁŒÎÁ a_{ij} A_{ij} . ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. úÎÁËÉ (−1)^{i+j} ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ Œ ÛÁÈ- ÍÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÐÌÀÓÙ.

ðÒÉÍÅÒ 6. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ´ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏ 2-Ê ÓÔÒÏËÅ ÄÁÅÔ

´ = −4 | | | 2 3 8 9 | | | + 5 | | | 1 3 7 9 | | | − 6 | | | 1 2 7 8 | | | = = −4 · (−6) + 5 · (−12) − 6 · (−6) = 0:

ðÒÉÍÅÒ 7. œÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÒÑÄËÁ n ŒÉÄÁ

´_n =

| | | | | |

2 1 0 : : : 0 0 1 2 1 : : : 0 0 0 1 2 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 2 1 0 0 0 : : : 1 2

| | | | | | :

òÁÚÌÁÇÁÑ ÅÇÏ ÐÏ 1-Ê ÓÔÒÏËÅ É ÚÁÔÅÍ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ | ÐÏ 1-ÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

´_n = 2´_{n−1} − | | | | |

1 1 : : : 0 0 0 2 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : 0 0 : : : 2 1 0 0 : : : 1 2

| | | | | = 2´_{n−1} − ´_{n−2};

ÏÔËÕÄÁ ´_n − ´_{n−1} = ´_{n−1} − ´_{n−2}:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (´_1; ´_2; ´_3; : : :) ÅÓÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ. ôÁË ËÁË ´_1 = 2, ´_2 = 3, ÔÏ ÅÅ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ 1 É

´_n = n + 1:

ôÅÏÒÅÍÁ 6. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ A, B

det AB = det A · det B:

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ U ÉÍÅÅÍ

(UA)B = U(AB):

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ U | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A, Œ ÍÁÔÒÉÃÅ AB ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

åÓÌÉ det A = 0, ÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÊ ÓÔÒÏË ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ A ÎÕÌÅŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ AB, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÔÁËÖÅ ÓÔÁÎÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, det AB = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÒÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ det A ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ det AB det A : (34) îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ det B. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A. ôÁË ËÁË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÅ E, ÔÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (34) ÒÁŒ- ÎÏ det B Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A = E; ÎÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

òÉÓ. 11.

ðÒÉÍÅÒ 8. œÙÒÁÚÉÍ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSÅÍ V ÐÁÒÁÌÌÅ- ÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ a_1; a_2; a_3 ∈ E^3, ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ |a_1|; |a_2|; |a_3| ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ É ÐÌÏÓËÉÅ ÕÇÌÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 11)

¸_1 = ^a_2a_3; ¸_2 = ^a_3a_1; ¸_3 = ^a_1a_2:

ðÕÓÔØ A = (a_{ij} ) | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ a_i Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. íÙ ÚÎÁÅÍ (ÓÍ. ÎÁÞÁÌÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ), ÞÔÏ V = ± det A:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

V^2 = (det A)^2 = det A · det A^T = det AA^T :

éÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (i; j)-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ AA^T ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

(a_i; a_j) = |a_i||a_j | cos ^a_ia_j :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

V^2 = | | | |a_1|^2 |a_1||a_2| cos ¸_3 |a_1||a_3| cos ¸_2 |a_2||a_1| cos ¸_3 |a_2|^2 |a_2||a_3| cos ¸_1 |a_3||a_1| cos ¸_2 |a_3||a_2| cos ¸_1 |a_3|^2

| | | =

= |a_1|^2|a_2|^2|a_3|^2 | | | | 1 cos ¸_3 cos ¸_2 cos ¸_3 1 cos ¸_1 cos ¸_2 cos ¸_1 1 | | | | É, ÚÎÁÞÉÔ,

V = |a_1||a_2||a_3| × × √ 1 + 2 cos ¸_1 cos ¸_2 cos ¸_3 − cos^2 ¸_1 − cos^2 ¸_2 − cos^2 ¸_3:

2.5. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 4.2), ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÄÁÀÔ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ (É, ÔÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ, ÏÂ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ) ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÌÕÖÉÌ ÎÁÍ ÐÏŒÏÄÏÍ ÄÌÑ ÉÈ ŒŒÅÄÅÎÉÑ. œÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ ÐÒÉŒÏ- ÄÑÔ Ë ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÔÒÉÃ. ðÅÒŒÙÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÒÉ- ÌÏÖÅÎÉÊ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + : : : + a_{1n}x_n = b_1; a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + : : : + a_{2n}x_n = b_2; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{n1}x_1 + a_{n2}x_2 + : : : + a_{nn}x_n = b_n:

(35)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ É ÞÅÒÅÚ A_i (i = 1; 2; : : :; n) ÍÁÔÒÉÃÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ A ÚÁÍÅÎÏÊ ÅÅ i-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ det A ≠ 0, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (35) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

x_i = det A^idet A (i = 1; 2; : : :; n):

üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ëÒÁÍÅÒÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (35) Œ ÍÁÔÒÉÃÁÈ A É A_i (i = 1; 2; : : :; n) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÔÒÏË É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÆÏÒÍÕÌ ëÒÁÍÅÒÁ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ. ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÕ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A = E.

åÓÌÉ A = E, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

x_1 = b_1;

x_2 = b_2; . . . x_n = b_n:

ïÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x_i = b_i (i = 1; 2; : : :; n). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

det A = det E = 1;

det A_i =

| | | | | | | |

1 0 : : : b_1 : : : 0 0 0 1 : : : b_2 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 : : : b_i : : : 0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 : : : b_{n−1} : : : 1 0 0 0 : : : i b_n : : : 0 1

| | | | | | | | = b_i;

ÔÁË ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÒÁÍÅÒÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÒ- ÎÙ. åÓÌÉ det A = 0, ÔÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ŒÉÄ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÉÓÔÅÍÁ (35) ÌÉÂÏ ÎÅÓÏ- ŒÍÅÓÔÎÁ, ÌÉÂÏ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁ. ïÐÁÓÎÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÙÔÁÔØÓÑ ËÁË-ÔÏ ÔÒÁËÔÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÒÁÍÅÒÁ. ïÎÉ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ÐÒÉÍÅ- ÎÉÍÙ (ŒÅÄØ ÏÎÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉÓØ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ det A ≠ 0), É ÎÁÄÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ËÁË-ÔÏ ÉÎÁÞÅ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ det A = 0, ÎÏ det A_i ≠ 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ i, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (35) ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

det A = det A_1 = : : : = det A_n = 0;

ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (35) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ, ÔÁË É ÎÅÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÁ. (ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÁ ÏÂÁ ÓÌÕÞÁÑ.)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÒÁÍÅÒÁ | ÜÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÌÕÞÛÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓÌÕÞÁÑ n = 2. ïÎÉ ÉÍÅÀÔ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÐÏÚŒÏÌÑ- ÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ A = (a_{ij}) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ

ÍÁÔÒÉÃÁ. ôÏÇÄÁ

A^{−1} = 1det A

A_{11} A_{21} : : : A_{n1} A_{12} A_{22} : : : A_{n2} : : : : : : : : : : : : : : A_{1n} A_{2n} : : : A_{nn} :

(þÅÒÅÚ A_{ij} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÜÌÅÍÅÎ- ÔÕ a_{ij} : ÓÍ. §2.4.)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÁÔÒÉÃÁ A^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

AX = E:

üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÒÁÓÓÙÐÁÅÔÓÑ ÎÁ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÌÂÃÏŒ X_1, X_2, : : : ; X_n ÍÁÔÒÉÃÙ X:

AX_j = E_j ; (36)

ÇÄÅ E_j | j-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ E.

œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (36) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏ- ÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÕ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_{1j}; x_{2j} : : : ; x_{nj} ÓÔÏÌÂÃÁ X_j . íÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÜÔÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÓÌÕÖÉÔ ÍÁÔÒÉÃÁ A, Á ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ | ÓÔÏÌÂÅÃ E_j . ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ëÒÁÍÅÒÁ

x_{ij} = 1det A | | | | | a_{11} : : : 0 : : : a_{1n} : : : : : : : : : : : : : : a_{j1} : : : 1 : : : a_{jn} : : : : : : : : : : : : : : a_{n1} : : : i 0 : : : a_{nn}

| | | | | = A_{ji} det A ;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÒÉÍÅÒ. äÌÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ 2 A = ( a b c d )

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

A^{−1} = 1ad − bc ( d −b −c a ) : üÔÕ ÐÒÏÓÔÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ A | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ (Ô. Å. ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ) ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ det A = ±1.

îÁËÏÎÅÃ, ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓŒÅÄÅÎÏ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (Ï ÒÁÎÇÅ ÍÁÔÒÉÃÙ). òÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÍÕ ÐÏÒÑÄËÕ ÅÅ ÍÉÎÏÒÏŒ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÅÎ r, É ÐÕÓÔØ s > r. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ s ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉ- ÍÙ É, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÓÔÒÏËÉ ÌÀÂÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ s, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÍÉÎÏÒ ÐÏ- ÒÑÄËÁ s ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ, ÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÎÕÀ ËÁËÉÍÉ-ÌÉÂÏ r ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ A. åÅ ÒÁÎÇ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ ÒÁŒÅÎ r É, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÒÅÄÉ ÅÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÎÁÊÄÅÔÓÑ r ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ. íÉÎÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ r, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÜÔÉÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ, ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÎÇÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÅÓÌÉ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ A ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ r, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á ŒÓÅ ÍÉÎÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ r + 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÏËÁÊÍÌÑÀÝÉÅ ÍÉÎÏÒÙ) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ rk A = r.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÒÁÎÇÁ r ÌÀÂÏÊ ÍÉÎÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ r, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ r ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÔÒÏË Ó r ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.