çÌÁŒÁ 4.

îÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ

4.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÐÒÉÍÅÒÙ

œ ÐÅÒŒÏÊ ÇÌÁŒÅ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÓÑ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. áÂÅÌÅŒÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÐÏÌÑ É ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ. œÁÖÎÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÅÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

îÁÚÏŒÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ŒÓÑËÏÅ ÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ Œ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÑËÁÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ G ÅÇÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) ÅÓÌÉ ’; ∈ G, ÔÏ ’ ∈ G; 2) ÅÓÌÉ ’ ∈ G, ÔÏ ’^{−1} ∈ G; 3) id ∈ G.

(úÄÅÓØ ’ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ) ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ’ É , id | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.)

ðÒÉÍÅÒ 1. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ S(X) ŒÓÅÈ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. åÓ- ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÓÌÉÛËÏÍ ŒÅÌÉËÁ, ÞÔÏ- ÂÙ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ. åÓÌÉ X ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = {1; 2; : : :; n}; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕÐÐÁ S(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË, ÉÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÓÔÅÐÅÎÉ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ S_n. ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ff ∈ S_n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉ- 164

ÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ff = ( i_1 i_2 : : : i_n j_1 j_2 · · · j_n ) ; Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÐÉÓÁÎÙ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÐÏÒÑÄËÅ ÞÉÓÌÁ 1; 2; : : : ; n, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ | ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ, Ô. Å. j_k = ff(i_k). æÉËÓÉÒÕÑ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓ- ÐÏÌÁÇÁÑ ÉÈ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒÏË ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË (ÓÍ. §2.4), Ô. Å. n!. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ n! ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ðÒÉ- ŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË: ( 1 2 3 4 3 4 1 2 ) ( 1 2 3 4 4 3 2 1 ) = = ( 4 3 2 1 2 1 4 3 ) ( 1 2 3 4 4 3 2 1 ) = ( 1 2 3 4 2 1 4 3 ) : (úÄÅÓØ ÍÙ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÐÅÒÅÐÉÓÁÌÉ ÐÅÒŒÕÀ ÐÏÄÓÔÁ- ÎÏŒËÕ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ Œ ÅÅ ÚÁÐÉÓÉ ÓÏŒÐÁÌÁ ÓÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ Œ ÚÁÐÉÓÉ ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ.)

ðÒÉÍÅÒ 2. äŒÉÖÅÎÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ E^2 (ÓÏÏÔŒ. ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^3) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ ÞÅÒÅÚ Isom E^2 (ÓÏÏÔŒ. Isom E^3). üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ Œ ÔÏÊ ŒÅÒÓÉÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÅ- ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ. œ ÄÒÕÇÏÊ ŒÅÒÓÉÉ, ÂÅÒÕÝÅÊ ÚÁ ÏÓÎÏŒÕ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ, ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, Á ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÇÌÁŒÁÈ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÞÅÒÅÚ E^2 (ÓÏÏÔŒ. E^3) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÏ- ÏÔŒ. ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ). úÄÅÓØ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌ E^2 (ÓÏÏÔŒ. E^3) ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÎ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÏÏÔŒ. ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ). œÐÒÏÞÅÍ, ÅÓÌÉ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÏÏÔŒ. Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ o (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊ- ÛÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÔÏÞËÉ Ó ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ-ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÔÏÞËÉ o. üÔÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÔØÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. œ ÔÏÊ ŒÅÒÓÉÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÅÒÅÔ ÚÁ ÏÓÎÏŒÕ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÕÔŒÅÒÖÄÅ-

ÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑ- ÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÎÅÓÌÏÖÎÏÊ) ÔÅÏÒÅÍÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 3. œŒÉÄÕ ÓŒÏÊÓÔŒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÄÏËÁÚÁÎ- ÎÙÈ Œ §2.3, ÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ïÎÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ GL(V ).

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÚÏŒÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁ ŒÅËÔÏÒ a ∈ V ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ

t_a : x → x + a:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

t_at_b = t_{a+b}; t^{−1}_a = t_{−a}; id = t_0: (73)

üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ Tran(V ) ŒÓÅÈ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0,1], ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ f(0) = 0, f(1) = 1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1].

áÎÁÌÉÚÉÒÕÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. çÒÕÐÐÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G Ó ÏÐÅÒÁ- ÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) (ab)c = a(bc) ∀a; b; c ∈ G (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ); 2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e ∈ G (ÅÄÉÎÉÃÁ), ÞÔÏ ae = ea = a ∀a ∈ G;

3) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ G ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1} ∈ G (ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ), ÞÔÏ aa^{−1} = a^{−1}a = e.

çÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ, ÉÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ

ab = ba ∀a; b ∈ G:

äÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒ- ÎÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ. áÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ (ÈÏÔÑ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÚÙŒÁÔØÓÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÏ Œ ÎÅÁÂÅÌÅ- ŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÌÅŒÏÅ É ÐÒÁŒÏÅ ÄÅÌÅÎÉÑ. á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ G ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ax = b ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÒÁŒÎÏÅ a^{−1}b, É ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ xa = b ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÒÁŒÎÏÅ ba^{−1}.

œ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÅ

(ab)^{−1} = b^{−1}a^{−1}:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

(ab)(b^{−1}a^{−1}) = a(bb^{−1})a^{−1} = aa^{−1} = e:

œÓÑËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÚŒÅÓÔÎÁ, ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÓÌÕ- ÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ | ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 5. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ GL_n(K). ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ n É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^n, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÍÁÔÒÉÃÁÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÇÒÕÐÐÁ GL_n(K) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ GL(K^n) (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÇÒÕÐÐÅ GL(V ), ÇÄÅ V | ÌÀÂÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K).

ðÒÉÍÅÒ 6. ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ (73), ÇÒÕÐÐÁ Tran(V ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

ðÒÉÍÅÒ 7. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÓŒÏÅÊ ÔÁ- ÂÌÉÃÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ôÁË, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G = {e; a; b; c} Ó ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ e a b c e e a b c a a e c b b b c e a c c b a e

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÌÅÍÅÎÔ e ÓÌÕÖÉÔ ÅÅ ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÅÎ ÓÁÍ ÓÅÂÅ. äÁÌÅÅ, ÌÅÇ- ËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b; c ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G Ó ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ. ðÏÜÔÏ- ÍÕ, ÅÓÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ Ó ÕÞÁÓÔÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÐÒÉÎÑÔØ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÓ- ÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏŒÅÒËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:

a^2b = a(ab) = b; (ab)c = a(bc) = e:

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G = {á; â; œ; ç ; ä; å} Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅÊ

á â œ ç ä å á å ä ç œ â á â œ ç ä å á â œ â á å ä ç œ ç ä å á â œ ç ä ç œ â á å ä å á â œ ç ä å

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ S_3.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H ⊂ G, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) ÅÓÌÉ a; b ∈ H, ÔÏ ab ∈ H; 2) ÅÓÌÉ a ∈ H, ÔÏ a^{−1} ∈ H; 3) e ∈ H.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ôÁË ËÁË aa^{−1} = e, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ 3) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅÍ ÎÅÐÕÓÔÏÔÙ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ H.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÊ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ.

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1 É 3, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ S(X).

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ f | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ. ôÏÇÄÁ

Sym f = { ff ∈ S_n : f(x_{œ(1)}; x_{œ(2)}; : : :; x_{œ(n)}) = f(x_1; x_2; : : :; x_n) }

ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ S_n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ff; fi ∈ Sym f. ðÏÌÏÖÉÍ x_{œ(i)} = y_i; ÔÏÇÄÁ

f(x_{œø (1)}; x_{œø (2)}; : : :; x_{œø (n)}) = f(y_{ø (1)}; y_{ø (2)}; : : :; y_{ø (n)}) = = f(y_1; y_2; : : :; y_n) = f(x_{œ(1)}; x_{œ(2)}; : : :; x_{œ(n)}) = f(x_1; x_2; : : :; x_n):

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÄŒÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÄÁÎÎÏÅ Œ §3.8, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Sym f = S_n. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ Ó ÍÅÎÅÅ ÂÏÇÁÔÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f = x_1x_2 + x_3x_4 (ÏÔ 4 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Sym f ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 8 ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË, ÓÏÈÒÁ- ÎÑÀÝÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; 3; 4} ÎÁ ÄŒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2} É {3; 4}. (äÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÜÔÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ; ÓÍ. ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÍÅÒ 5.11).

ðÒÉÍÅÒ 9. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^n, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÇÒÕÐÐÙ GL_n(K). ìÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ x^2_1 +x^2 +: : :+x^2_n, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑÍÉ; ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÇÒÕÐÐÙ GL_n(R), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ O_n. ôÁË ËÁË Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^2 (ÓÏÏÔŒ.

òÉÓ. 20.

E^3) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 + y^2 (ÓÏÏÔŒ. x^2 + y^2 + z^2) ŒÙÒÁÖÁÅÔ ËŒÁÄÒÁÔ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÁ, ÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ E^2 (ÓÏÏÔŒ. E^3) | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÄÌÉÎÕ ŒÅËÔÏÒÁ. äÁÄÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^2. õÓÌÏŒÉÅ ’ = ( a b c d ) ∈ O_2

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (ax + by)^2 + (cx + dy)^2 = x^2 + y^2;

Ô. Å.

a^2 + c^2 = b^2 + d^2 = 1; ab + cd = 0:

éÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ a^2 + c^2 = 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÕÇÏÌ ¸, ÞÔÏ a = cos ¸; c = sin ¸:

ïÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÄŒÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ b = ± sin ¸; d = ∓ cos ¸:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ’ = ( cos ¸ − sin¸ sin ¸ cos¸ ) ÉÌÉ ( cos ¸ sin¸ sin ¸ − cos¸ ) : œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.3.5) ’ ÅÓÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ’ | ÚÅÒËÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l, ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÕÇÏÌ ff2 Ó ÏÓØÀ x (ÓÍ. ÒÉÓ. 20). üÔÉ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ

Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ’ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ŒÏ ŒÔÏ- ÒÏÍ | ÍÅÎÑÅÔ. œ ËÕÒÓÅ Ì É Î Å Ê Î Ï Ê Á Ì Ç Å Â Ò Ù ÄÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^3, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÅÓÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 10. äŒÉÖÅÎÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ o, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÇÒÕÐÐÙ Isom E^2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ H. ôÁË ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Œ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÎÁ ÍÅ- ÓÔÅ ÔÏÞËÕ o, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É b ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ a − b, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞ- ËÁÍÉ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H = O_2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÏÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó O_3.

ðÒÉÍÅÒ 11. ðÕÓÔØ F | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ

Sym F = { ’ ∈ Isom E^2 : ’(F ) = F }

ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ Isom E^2; ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÉ ÆÉÇÕÒÙ F . ôÁË, ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎ- ÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ o ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ O_2. çÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ o ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ O_2, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ o ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 2ßn , É ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ o É ÏÄÎÕ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÉÌÉ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (n ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ É n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ); ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÜÄÒÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ D_n.

ðÒÉÍÅÒ 12. œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ ÇÒÕÐÐÅ GL_n(K). üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ SL_n(K).

ðÒÉÍÅÒ 13. ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ ÇÒÕÐÐÅ SL_n(R), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ ÞÅÒÅÚ SL_n(Z) (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2.5.3).

ðÒÉÍÅÒ 14. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ GL_n(K).

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ GL_n(K).

4.2. çÒÕÐÐÙ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÆÉÚÉËÅ

ãÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ | ÄÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÒÏÌÉ ÇÒÕÐÐ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÆÉÚÉËÅ.

œ XIX ŒÅËÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÓÏÚÎÁÌÉ, ÞÔÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÍÙÓÌÉÍÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ. äÁÖÅ ÅÓÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ, ÞÔÏ ĂÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÖÉŒÅÍĄ, ÐÏÄ- ÞÉÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÁÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÅÒÎÏ ÌÉÛØ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ), ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÉÚÕÞÁÔØ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÀ É ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ. œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÞÔÏ ÖÅ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÅÊ. ïÂÏÂÝÁÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Œ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÁÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ëÌÅÊÎ Œ ÓŒÏÅÊ ÌÅËÃÉÉ 1872 Ç., ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊ ÉÚŒÅÓÔÎÏÓÔØ ÐÏÄ ÎÁÚŒÁÎÉÅÍ ĂüÒÌÁÎÇÅÎ- ÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁĄ, ÄÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ËÁË ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓŒÏÊÓÔŒ ÆÉÇÕÒ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. æÉÇÕÒÕ F_1 ⊂ X ÂÕ- ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ (ÉÌÉ ÒÁŒÎÏÊ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ Œ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ) ÆÉÇÕÒÅ F_2 ⊂ X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ G É ÐÉÓÁÔØ F_1 ∼_G F_2, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’ ∈ G,

ÞÔÏ F_2 = ’(F_1). ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ:

1)F ∼_G F , ÔÁË ËÁË F = id(F ) É id ∈ G;

2) ÅÓÌÉ F_1 ∼_G F_2, Ô. Å. F_2 = ’(F_1), ÇÄÅ ’ ∈ G, ÔÏ F_2 ∼_G F_1,

ÔÁË ËÁË F_1 = ’^{−1}(F_2) É ’^{−1} ∈ G;

3) ÅÓÌÉ F_1 ∼_G F_2 É F_2 ∼_G F_3, Ô. Å. F_2 = ’(F_1) É F_3 = (F_2),

ÇÄÅ ’; ∈ G, ÔÏ F_1 ∼_G F_3, ÔÁË ËÁË F_3 = ’(F_1) É ’ ∈ G.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÁËÓÉÏÍÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÒÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

ïÄÎÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏ- ÄÉÍÙÈ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒ (ŒÓÐÏ- ÍÎÉÔÅ ÐÒÉÚÎÁËÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÉ). üÔÏÊ ÃÅÌÉ ÓÌÕÖÁÔ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G (ÔÁËÉÅ, ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÌÉ ÍÅÒÁ ÕÇÌÁ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ). óÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÓÕÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ).

ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÉŒÏ- ÄÉÔ Ë ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ É ŒÁÖÎÏÊ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. œÓÅ ÔÁËÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÇÁÔÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÔÁË ÍÎÏÇÏ. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÔÒÅÂÏ- ŒÁÎÉÅÍ ÚÄÅÓØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÕÐÐÁ G ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’ ∈ G, ÞÔÏ y = ’(x).

(üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÓÅ ÔÏÞ- ËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒ.)

ðÒÉÍÅÒ. çÒÕÐÐÁ Tran(V ) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.4) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ V ÉÍÅÅÍ

y = t_{y−x}x:

ïÄÎÁËÏ ÇÒÕÐÐÁ Tran(V ) ŒÓÅ ÅÝÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÁ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÉÎÔÅÒÅÓ- ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ, ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ.

ðÕÓÔØ V | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ’ ∈ GL(V ) É a ∈ V . ôÏÇÄÁ

’t_a’^{−1} = t_{’(a)}: (74)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ V ÉÍÅÅÍ:

(’t_a’^{−1})(x) = ’(’^{−1}(x) + a) = x + ’(a) = t_{’(a)}x:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ G ⊂ GL(V ) ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ Tran(V ) · G = {t_a’ : a ∈ V; ’ ∈ G}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÉ a; b ∈ V , ’; ∈ GL(V ) ÉÍÅÅÍ ŒŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌ (73) É (74):

(t_a’)(t_b ) = t_a(’t_b’^{−1})’ = t_{a+’(b)}’ ∈ Tran(V ) · G:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(t_a’)^{−1} = t_{−’}−1_{(a)}’^{−1} ∈ Tran(V ) · G:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Tran(V ) · G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ïÎÁ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÖÅ ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Tran(V ) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒ- ÎÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ G = GL(V ). ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

GA(V ) = Tran(V ) · GL(V ) (75)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | (ÂÉÅËÔÉŒÎÙÍÉ) ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ. óŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÅÊ. œ ÓÌÕÞÁÅ V = E^2 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. çÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÏÏÔŒ. ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ GA(E^2), ÒÁŒ- ÎÁÑ Tran(E^2) · O_2.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÙ É ŒÓÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ¸ | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ a = ¸(o). ôÏÇÄÁ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ’ = t^{−1}_a ¸ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÕ o É, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÒÕÐÐÅ O_2 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.10). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

¸ = t_a’ ∈ Tran(E^2) · O_2

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÙ F_1; F_2 ⊂ E^2 ÒÁŒÎÙ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ É Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

çÒÕÐÐÁ GA(E^2) ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÄŒÉÖÅÎÉÊ. ðÒÉÍÅ- ÒÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ≠ ±1) ÉÌÉ ÒÁÓÔÑ- ÖÅÎÉÅ ŒÄÏÌØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÓÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÕÐÐÁ GA(E^2) ÂÏÇÁÞÅ ÇÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ, É ÆÉÇÕÒÙ, ÎÅ ÒÁŒÎÙÅ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ôÁË, Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÓÅ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁŒÎÙ.

œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÁ ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

œ ÒÁÍËÁÈ ÇÒÕÐÐÏŒÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË- ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ É ËÏÎÆÏÒÍÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁ- ÞÅŒÓËÏÇÏ É ÄÒÕÇÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÅÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ.

çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÆÉÚÉËÅ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÚÁËÏÎÏŒ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ- ŒÒÅÍÅÎÉ.

ôÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ-ŒÒÅÍÅÎÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÒÅÍÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x; y; z É ŒÒÅÍÅÎÎ«ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ-ŒÒÅÍÑ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÔÓÞÅ- ÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÏ Ó R^4. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÓÞÅÔÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^4. ëÁË Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ, ÔÁË É Œ ÒÅÌÑÔÉŒÉÓÔÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ (ÔÏÞÎÅÅ, Œ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÎÅÒÃÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÔÓÞÅÔÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÚÁËÏÎÙ ÍÅÈÁÎÉ- ËÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ŒÉÄ. ðÅÒÅÈÏÄÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÉÎÅÒÃÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÓÞÅÔÁ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^4. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔ ÚÁËÏÎÙ ÍÅÈÁÎÉËÉ. ïÔÌÉÞÉÅ ÒÅÌÑÔÉŒÉÓÔÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÕÓÌÏŒÌÅÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÂÅÒÅÔ ÚÁ ÏÓÎÏŒÕ ÄÒÕÇÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

çÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ-ŒÒÅÍÅÎÉ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÉÌÅÑ, ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ:

G = Tran(R^4) · H · O_3;

ÇÄÅ O_3 | ÇÒÕÐÐÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á H | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ŒÉÄÁ

(x; y; z; t) → (x + at; y + bt; z + ct; t);

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÈÏÄÕ Ë ÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÓÞÅÔÁ, ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏ É ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ ÄŒÉÖÕÝÅÊÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÒÏÊ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÉÌÅÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ŒÒÅÍÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ŒÒÅ- ÍÅÎÎ«ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄŒÕÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÎÅÒÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÏÔÓÞÅÔÁ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÒÅÌÑÔÉŒÉÓÔÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ-ŒÒÅÍÅÎÉ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ ðÕÁÎËÁÒÅ

G = Tran(R^4) · O_{3;1};

ÇÄÅ O_{3;1} | ÇÒÕÐÐÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 + y^2 + z^2 − t^2

(Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÅÄÉÎÉÃ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓŒÅÔÁ ÒÁŒÎÁ 1). çÒÕÐÐÁ O_{3;1} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÒÕÐÐÕ O_3, ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÀÝÕÀ ŒÒÅÍÅÎÎ«ÏÊ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ. îÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ O_{3;1} ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ìÏÒÅÎÃÁ

(x; y; z; t) → (x ch a + t sh a; y; z; x sha + t ch a);

ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÙÅ É ŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ. œÉÄ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÒÅÌÑÔÉŒÉÓÔ- ÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.

çÒÕÐÐÁ ðÕÁÎËÁÒÅ ÂÙÌÁ ÏÐÉÓÁÎÁ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ ìÏÒÅÎÃÁ É ðÕÁÎ- ËÁÒÅ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÚÁËÏÎÏŒ ÜÌÅËÔÒÏÄÉÎÁÍÉËÉ (ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ íÁËÓŒÅÌÌÁ). úÁÓÌÕÇÁ üÊÎÛÔÅÊÎÁ ÓÏÓÔÏÑÌÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÌ ÓÍÅÌÏÓÔØ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÙŒÏÄ, ÞÔÏ É ÚÁËÏÎÙ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÔÕ ÖÅ ÇÒÕÐÐÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÌÅÖÁÔ ÔÁËÖÅ Œ ÏÓÎÏŒÅ ËÒÉÓÔÁÌÌÏ- ÇÒÁÆÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃ. ôÁË, Œ ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁ- ÆÉÉ ÏÎÉ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ËÒÉÓÔÁÌÌÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, | ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÒÉÓÔÁÌÌÏŒ.

4.3. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ

ôÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÇÒÕÐÐÅ R^∗, Œ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G Ó ÃÅÌÙÍÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ:

g^k = gg : : : g k ; ÅÓÌÉ k > 0,

e; ÅÓÌÉ k = 0, g^{−1}g^{−1} : : : g^{−1} −k ; ÅÓÌÉ k < 0.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

g^kg^l = g^{k+l}: (76)

üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ k; l > 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ k > 0, l < 0, k + l > 0. ôÏÇÄÁ

g^kg^l = gg : : : g k g −1g^{−1} : : : g^{−1} −l = gg : : : g k+l = g^{k+l}:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.

éÚ (76) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(g^k)^{−1} = g^{−k}:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, e = g^0 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ ÇÒÕÐÐÅ G. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g, É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ⟨g⟩.

œÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ: ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÌÉÂÏ ÎÅÔ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÁ ⟨g⟩ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ.

ðÕÓÔØ g^k = g^l, k > l; ÔÏÇÄÁ g^{k−l} = e. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ g^m = e, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ord g.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ ord g = n, ÔÏ 1) g^m = e ⇐⇒ n | m;

2) g^k = g^l ⇐⇒ k ≡ l (mod n).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) òÁÚÄÅÌÉÍ m ÎÁ n Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ:

m = qn + r; 0 ⩽ r < n:

éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ:

g^m = (g^n)^q · g^r = g^r = e ⇐⇒ r = 0:

2) éÍÅÅÍ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ:

g^k = g^l ⇐⇒ g^{k−l} = e ⇐⇒ n | (k − l) ⇐⇒ k ≡ l (mod n):

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ ord g = n, ÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ⟨g⟩ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

⟨g⟩ = {e; g; g^2; : : :; g^{n−1}}; (77)

ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ m, ÞÔÏ g^m = e (Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÓÌÕ- ÞÁÅŒ), ÐÏÌÁÇÁÀÔ ord g = ∞. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ord e = 1; ÐÏÒÑÄËÉ ÖÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ ÂÏÌØÛÅ 1.

œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÇÏŒÏÒÑÔ ÎÅ Ï ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g, Á Ï ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ kg. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G | ÜÔÏ ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ mg ≑ g + g + : : : + g m = 0:

ðÒÉÍÅÒ 1. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ (ÓÍ. §1.6) ÅÓÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÅÇÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀ- ÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÅÎ. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ S_n. ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ fi ∈ S_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ p É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ (i_1i_2 : : : i_p), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ i_1; i_2; : : :; i_p, Ô. Å.

fi(i_1) = i_2; fi(i_2) = i_3; : : : ; fi(i_p) = i_1;

Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏ- ÒÑÄÏË ÃÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ p ÒÁŒÅÎ p. ãÉËÌÙ fi_1 É fi_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÉÍÉ ÞÉ- ÓÅÌ ÎÅÔ ÏÂÝÉÈ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ fi_1fi_2 = fi_2fi_1. œÓÑËÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ff = ( 1 2 3 4 5 6 7 8 5 6 7 4 8 3 2 1 ) = (2637)(158);

ÞÔÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 21, ÇÄÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ff ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ. åÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ff ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎ p_1; p_2; : : :; p_s, ÔÏ

ord ff = îïë{p_1; p_2; : : :; p_s}:

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ff, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 21, ord ff = 12.

òÉÓ. 21.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ S_n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ

e^{n=e} ≈ 1;44^n:

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏÒÑÄÏË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c Œ ÇÒÕÐÐÅ C^∗ ËÏ- ÎÅÞÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÞÔÏ , Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ |c| = 1, Á arg c ÓÏÉÚÍÅÒÉÍ Ó ı, Ô. Å. arg c ß ∈ Q. úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ arctg 34 ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍ Ó ı. ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÄÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÇÒÕÐÐÅ Isom E^2 ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ’ ∈ Isom E^2, ’^n = id. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ E^2 ÔÏÞËÉ

p; ’p; ’^2p; : : :; ’^{n−1}p

ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ ’, ÔÁË ÞÔÏ ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ o ÎÅÐÏÄŒÉÖÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ’. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ’ | ÌÉÂÏ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ŒÉÄÁ 2ßkn ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ o, ÌÉÂÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ o.

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÄÅÍ ÐÏÒÑÄÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A = ( 0 −1 1 1 )

ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ GL_2(R). éÍÅÅÍ:

A^2 = ( −1 −1 1 0 ) ; A^3 = −E;

ÏÔËÕÄÁ

A^4 = −A; A^5 = −A^2; A^6 = −A^3 = E;

ÔÁË ÞÔÏ ord A = 6. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÎ: ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁÕÄÁÞÕ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ GL_2(R) ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÅÎ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ ord g = n, ÔÏ

ord g^k = n(n; k): (78)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ

(n; k) = d; n = n_1d; k = k_1d;

ÔÁË ÞÔÏ (n_1; k_1) = 1. éÍÅÅÍ:

(g^k)^m = e ⇐⇒ n | km ⇐⇒ n_1 | k_1m ⇐⇒ n_1 | m:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ord g^k = n_1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G, ÞÔÏ G = ⟨g⟩. œÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÒÉÍÅÒ 6. áÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ZÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÔÁË ËÁË ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 1.

ðÒÉÍÅÒ 7. áÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Z_n ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÔÁË ËÁË ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ [1].

ðÒÉÍÅÒ 8. íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ C_n ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÓÕÔØ ÞÉÓÌÁ

"_k = cos 2ßkn + i sin 2ßkn (k = 0; 1; : : :; n − 1):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ "_k = "^k_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÒÕÐÐÁ C_n ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏÍ "_1.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G = ⟨g⟩ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ g É g^{−1}. ôÁË Œ ÇÒÕÐÐÅ ZÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 1 É −1.

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÐÏÒÑÄ- ËÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ |G|. ðÏÒÑÄÏË ËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄËÕ ÅÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. üÌÅÍÅÎÔ g^k ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G = ⟨g⟩ ÐÏÒÑÄËÁ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (n; k) = 1.

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ C_n (ÓÍ. ÐÒÉ- ÍÅÒ 8) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1. üÔÏ ËÏÒÎÉ ŒÉÄÁ "_k , ÇÄÅ (n; k) = 1. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ 12-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 | ÜÔÏ "_1; "_5; "_7; "_{11}.

ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÇÒÕÐÐÙ, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ. (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÁÂÅÌÅŒÙ.) óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÉÈ ÐÏÌÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œÓÑËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Z. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ- ÒÑÄËÁ n ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Z_n.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. åÓÌÉ G = ⟨g⟩ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (76) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Z→ G, k → g^k ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ G = ⟨g⟩ | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

f : Z_n → G; [k] → g^k (k ∈ Z):

ôÁË ËÁË

[k] = [l] ⇐⇒ k ≡ l (mod n) ⇐⇒ g^k = g^l;

ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÂÉÅËÔÉŒÎÏ. óŒÏÊ- ÓÔŒÏ f(k + l) = f(k)f(l)

ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (76). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f | ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ.

äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÇÒÕÐÐÙ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÚÎÁÎÉÅ ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐ. œÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ ÏÐÉÓÁÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. 1) œÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.

2) œ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏÒÑÄËÁ n ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÊ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÙ ÄÅÌÉÔ n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ q ÞÉÓÌÁ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ q.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) ðÕÓÔØ G = ⟨g⟩ | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É H | ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ {e}. (åÄÉÎÉÞÎÁÑ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g^{−m} ∈ H ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ m ∈ N, ÔÏ É g^m ∈ H. ðÕÓÔØ m | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ g^m ∈ H. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ H = ⟨g^m⟩. ðÕÓÔØ g^k ∈ H. òÁÚÄÅÌÉÍ k ÎÁ m Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ:

k = qm + r; 0 ⩽ r < m:

éÍÅÅÍ:

g^r = g^k(g^m)^{−q} ∈ H;

ÏÔËÕÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ m ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ r = 0 É, ÚÎÁÞÉÔ, g^k = (g^m)^q.

2) åÓÌÉ |G| = n, ÔÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÅ Ë k = n (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ g^k = e ∈ H), ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ n = qm. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

H = {e; g^m; g^{2m}; : : :; g^{(q−1)m}} (79)

É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ q Œ ÇÒÕÐÐÅ G. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ q | ÌÀÂÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n É n = qm, ÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (79), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ q.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. œ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÌÀÂÁÑ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 10. œ ÇÒÕÐÐÅ ZŒÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ mZ, ÇÄÅ m ⩾ 0.

ðÒÉÍÅÒ 11. œ ÇÒÕÐÐÅ C_n ËÏÒÎÅÊ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 ÌÀÂÁÑ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÁ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ C_q ËÏÒÎÅÊ q-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1, ÇÄÅ q | n.

4.4. óÉÓÔÅÍÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ

ðÕÓÔØ S | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ⟨S⟩ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ŒÉÄÁ

g^{”1}_1 g^{”2}_2 : : : g^{”k}_k (g_1; g_2; : : :g_k ∈ S; "_1; "_2; : : :; "_k = ±1): (80)

4.4. óÉÓÔÅÍÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ 183

üÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ S. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ S, ÔÏ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÁÍÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ⟨S⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

(g^{”1}_1 g^{”2}_2 : : : g^{”k}_k )(g^{”k+1}_{k+1} g^{”k+2}_{k+2} : : : g^{”k+l}_{k+l} ) = g^{”1}_1 g^{”2}_2 : : : g^{”k+l}_{k+l} ;

(g^{”1}_1 g^{”2}_2 : : : g^{”k}_k )^{−1} = g^{−”k}_k : : : g^{−”2}_2 g^{−”1}_1 :

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ⟨S⟩ | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ S. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g, ÔÏ ⟨S⟩ = ⟨g⟩ ÅÓÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏÍ g Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (80) ŒÈÏÄÉÔ ÐÕÓÔÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (k = 0), ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÎÏ e.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓŒÏ- ÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ S, ÉÌÉ ÞÔÏ S | ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ (ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ) ÇÒÕÐÐÙ G, ÅÓÌÉ G = ⟨S⟩.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ S = G, ÏÄÎÁËÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÎÁÊÔÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÍÅÎØ- ÛÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ.

ðÒÉÍÅÒ. çÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ D_n (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.11) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ’ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ß n É (ÌÀÂÙÍ) ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ∈ D_n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ’ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ C_n ŒÓÅÈ ÐÏ- ŒÏÒÏÔÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ ÇÒÕÐÐÅ D_n; ÕÍÎÏÖÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÎÁ , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÓÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÇÒÕÐ- ÐÕ D_n.

äŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ ÓÉÓÔÅÍ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁÈ.

ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÃÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ 2 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.2), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. çÒÕÐÐÁ S_n ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉ- ÃÉÑ ÏÂÒÁÔÎÁ ÓÁÍÁ ÓÅÂÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ- ÐÏÚÉÃÉÊ.

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ff = ( 1 2 : : : n k_1 k_2 : : : k_n ) (81)

ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÀ (ij) ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ i É j Œ ÎÉÖ- ÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ. ôÁËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÕÔÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÌÀÂÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ (k_1; k_2; : : :; k_n) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ: ÓÎÁÞÁÌÁ, ÅÓÌÉ k_1 ≠ 1, ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ k_1 É 1, ÓÔÁŒÑ ÔÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ 1 ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÍÅÓÔÏ, ÚÁÔÅÍ ÓÔÁŒÉÍ 2 ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ ÍÅÓÔÏ É Ô. Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ fi_1; fi_2; : : :; fi_s, ÞÔÏ fi_s : : : fi_2fi_1ff = id

É, ÚÎÁÞÉÔ, ff = fi_1fi_2 : : :fi_s:

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ (12); (23); : : :; ((n − 1)n), ÐÒÉÞÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÍÅÖÎÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ff ∈ S_n, ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÉÎŒÅÒÓÉÊ Œ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÅÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ (81).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. çÒÕÐÐÁ GL_n(K) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.

(ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÍ. Œ §2.1)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ, ÔÁËÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁ (ÓÍ. §2.1). ðÏÜÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ GL_n(K) ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ ÅÅ ÓÔÒÏË. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏË ÌÀÂÕÀ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ U_1; U_2; : : :; U_s, ÞÔÏ

U_s : : : U_2U_1A = E

É, ÚÎÁÞÉÔ, A = U^{−1}_1 U^{−1}_2 : : : U^{−1}_s :

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ SL_2(Z) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.13) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ R = ( 0 −1 1 1 ) ; S = ( 0 −1 1 0 ) : úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏ- ËÁÚÁÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÐÏŒÏÒÏÔ É ËÁÖÄÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.)

4.5. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ

ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ É H | ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g_1; g_2 ∈ G ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ H, É ÐÉÓÁÔØ

g_1 ≡ g_2 (mod H);

ÅÓÌÉ

g^{−1}_1 g_2 ∈ H; (82)

Ô. Å. g_2 = g_1h, ÇÄÅ h ∈ H. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔ- ÓÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ G = Z, H = nZ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ:

1) g ≡ g (mod H), ÔÁË ËÁË g^{−1}g = e ∈ H;

2) ÅÓÌÉ g_1 ≡ g_2 (mod H), Ô. Å. g^{−1}_1 g_2 ∈ H, ÔÏ g_2 ≡ g_1 (mod H), ÔÁË ËÁË

g^{−1}_2 g_1 = (g^{−1}_1 g_2)^{−1} ∈ H;

3) ÅÓÌÉ g_1 ≡ g_2 (mod H) É g_2 ≡ g_3 (mod H), Ô. Å. g^{−1}_1 g_2, g^{−1}_2 g_3 ∈ H, ÔÏ g_1 ≡ g_3 (mod H), ÔÁË ËÁË

g^{−1}_1 g_3 = (g^{−1}_1 g_2)(g^{−1}_2 g_3) ∈ H:

ëÌÁÓÓÙ ÜÔÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ÌÅŒÙÍÉ) ÓÍÅÖ- ÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

gH = {gh : h ∈ H}:

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÒÕÇÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ŒÚÑŒ ŒÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ (82) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÅÍÕ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ g_2g^{−1}_1 ∈ H: (83)

ëÌÁÓÓÙ ÜÔÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙ- ÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H. ïÎÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

Hg = {hg : h ∈ H}:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎŒÅÒÓÉÑ g → g^{−1} ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ. á ÉÍÅÎÎÏ,

(gH)^{−1} = Hg^{−1}:

ðÒÉÍÅÒ 1. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ C ÐÏ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÅ R ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ (ÒÉÓ. 22Á).

ðÒÉÍÅÒ 2. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ C^∗ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ R^∗_+ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÜÔÏ ÌÕÞÉ, ÉÓ- ÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÒÉÓ. 22Â).

ðÒÉÍÅÒ 3. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÕÐÐÙ C^∗ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ

T= {z ∈ C^∗ : |z| = 1}

| ÜÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÒÉÓ. 22Œ).

òÉÓ. 22.

ðÒÉÍÅÒ 4. œ ÓÌÕÞÁÅ G = GL_n(K), H = SL_n(K) (ÓÍ. ÐÒÉ- ÍÅÒ 1.12) ÕÓÌÏŒÉÅ (82), ÒÁŒÎÏ ËÁË É (83), ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ det g_1 = = det g_2. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ (ÈÏÔÑ ÇÒÕÐÐÁ GL_n(K) ÎÅ ÁÂÅÌÅŒÁ); ËÁÖÄÙÊ

ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÒÁŒÎÙÍ ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ.

ðÒÉÍÅÒ 5. œ ÇÒÕÐÐÅ G = S_n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ≃ S_{n−1}, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÞÉ- ÓÌÏ n. ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ff_1; ff_2 ∈ S_n ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ÌÅŒÏÍÕ ÓÍÅÖÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÐÏ H, ÅÓÌÉ ff^{−1}_1 ff_2(n) = n, Ô. Å. ÅÓÌÉ

ff_1(n) = ff_2(n):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ n ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ P_1; P_2; : : :; P_n, ÇÄÅ

P_k = {ff ∈ S_n : ff(n) = k}:

œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ff_1; ff_2 ∈ S_n ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÁŒÏÍÕ ÓÍÅÖÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ, ÅÓÌÉ ff_2ff^{−1}_1 (n) = n, Ô. Å. ÅÓÌÉ

ff^{−1}_1 (n) = ff^{−1}_2 (n):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ n ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ Q_1; Q_2; : : :; Q_n, ÇÄÅ

Q_k = {ff ∈ S_n : ff(k) = n}:

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÌÅŒÙÈ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ Q_n = P_n = H).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÅ H ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ G=H. þÉÓÌÏ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H (ÌÅŒÙÈ ÉÌÉ ÐÒÁŒÙÈ, ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ |G : H|.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ìÁÇÒÁÎÖ). åÓÌÉ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É H | ÌÀÂÁÑ ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ |G| = |G : H| |H| ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÓÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ gH ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÒÁŒÎÏÅ |H|. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G (ËÁË ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ), ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÞÉÓÌÁ ÎÁ |H|.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ.

íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ ÜÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 3.2).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ðÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄËÕ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÅÍÏÊ ÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1 ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÌÀÂÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4. åÓÌÉ |G| = n, ÔÏ g^n = e ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ord g = m. œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2 m | n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, g^n = e.

ðÒÉÍÅÒ 6. åÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Z^∗_p ÐÏÌÑ Z_p ÅÓÔØ (ÁÂÅÌÅŒÁ) ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ p − 1. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, g^{p−1} = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ Z^∗_p. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a^{p−1} ≡ 1 (mod p)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ p. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ.

òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x; y ∈ X ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G; É ÐÉÓÁÔØ x∼_G y, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G, ÞÔÏ y =

gx. üÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ §2, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÏÒÂÉÔÏÊ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ x ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

Gx = {gx : g ∈ G}:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ (ÓÍ. ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ 2.1) | ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÒÂÉÔÕ.

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ G_x = { g ∈ G : gx = x }

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ x.

ðÒÉÍÅÒ 7. çÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÁÎ- ÚÉÔÉŒÎÁ. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ O_2 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.10).

ðÒÉÍÅÒ 8. ïÒÂÉÔÙ ÇÒÕÐÐÙ O_2 ÓÕÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ o É ÓÁÍÁ ÔÏÞËÁ o. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ p ≠ o ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ op, Á ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ o ÅÓÔØ ŒÓÑ ÇÒÕÐÐÁ O_2.

ðÒÉÍÅÒ 9. çÒÕÐÐÁ S_n ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {1; 2; : : :; n}. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÞÉÓÌÁ n ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ≃ S_{n−1}, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ (ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ) ÐÒÉÍÅÒÁ 5.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. éÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÒÂÉÔÏÊ Gx É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G=G_x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÅ y = gx ∈ Gx ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ gG_x.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÉ g_1; g_2 ∈ G ÉÍÅÅÍ:

g_1 ≡ g_2 (mod G)_x ⇐⇒ ⇐⇒ g^{−1}_1 g_2 ∈ G_x ⇐⇒ g^{−1}_1 g_2x = x ⇐⇒ g_1x = g_2x:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÄÎÏÇÏ ÓÍÅÖÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ G ÐÏ G_x ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÔÏÞËÕ x Œ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÍÅÖÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ gG_x, É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÔÏÞËÕ x Œ ÔÏÞËÕ y = gx. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ.

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÒÂÉÔÙ Gx, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÄÌÉÎÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ |Gx|.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ

|G| = |Gx| |G_x|: (84)

éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄËÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏÒÂÉÔÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁÍÉ ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ, ÎÅ ÚÁŒÉ- ÓÑÝÁÑ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ G. íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÅ Œ ŒÉÄÅ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

G_{gx} = gG_xg^{−1}:

ðÒÉÍÅÒ 10. ðÕÓÔØ K ⊂ E^3 | ËÕÂ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ ÅÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ

G = Sym K = { ’ ∈ Isom E^3 : ’(K) = K }:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ËÕÂÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁË ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÇÒÕÐÐÕ G ËÁË ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V ŒÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ K. œŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÕÂ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ, ÌÀÂÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ËÕÂÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÇÒÕÐÐÁ G ÔÒÁÎ- ÚÉÔÉŒÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ V . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

|G| = 8|G_v|;

ÇÄÅ v | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ŒÅÒÛÉÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÑ ÇÒÕÐÐÕ G_v ËÁË ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅ- ÂÅÒ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ v, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

|G_v| = 3|G_{v;e}|;

ÇÄÅ G_{v;e} | ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Œ ÇÒÕÐÐÅ G_v ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÒÅÂÒÁ e, ŒÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ v. çÒÕÐÐÁ G_{v;e} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑ- ÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ËÕÂÁ É ÒÅÂÒÏ e (ÓÍ. ÒÉÓ. 23). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

|Sym K| = 8 · 3 · 2 = 48:

òÉÓ. 23.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÏÌÕÞÉÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÝÅ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏ- ÂÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÇÒÕÐÐÕ Sym K ËÁË ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÇÒÁÎÅÊ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÂÅÒ ËÕÂÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 11. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x_1; x_2; x_3; x_4], ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; x_2; x_3; x_4. çÒÕÐÐÁ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ S_4 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |G| = 4! = 24. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f = x_1x_2 + x_3x_4. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ 3 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

x_1x_2 + x_3x_4; x_1x_3 + x_2x_4; x_1x_4 + x_2x_3:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ |Gf| = 3. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (84) ÎÁÈÏÄÉÍ

|G_f | = |G| |Gf| = 24 3 = 8:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÇÒÕÐÐÕ G Ó ÇÒÕÐÐÏÊ S_4, ÔÏ G_f ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1.8 ÞÅÒÅÚ Sym f.

ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑ- ÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ É Œ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÊ, ÅÓÌÉ

gH = Hg ∀g ∈ G (85)

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ,

gHg^{−1} = H ∀g ∈ G: (86)

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÉÛÕÔ H / G (ÉÌÉ G . H).

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÂÙÌÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ (ÎÏ ÎÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ), ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÂÙÌ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÚ H. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÁÂÅ- ÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÒÁŒ- ÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ H Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

g_1 ≡ g^′_1 (mod H); g_2 ≡ g^′_2 (mod H) =⇒ =⇒ g_1g_2 ≡ g^′_1g^′_2 (mod H)

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g_1; g_2 ∈ G É h_1; h_2 ∈ H

(g_1h_1)(g_2h_2) ≡ g_1g_2 (mod H):

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉ- ÄÅ g^{−1}_2 h_1g_2 ∈ H:

ôÁË ËÁË g_2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G, Á h_1 | ÌÀÂÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H, ÔÏ ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ (86).

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÅ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÁŒ- ÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ H / G, ÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕ- ÐÐÅ G ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ G=H ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (g_1H)(g_2H) = g_1g_2H:

üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ G. äÌÑ ÎÅÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ | ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ eH. ëÁÖÄÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ gH ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, g^{−1}H. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, G=H | ÇÒÕÐÐÁ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐ- ÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ H.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ÁÂÅÌÅŒÁ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÅÅ ÆÁËÔÏÒ- ÇÒÕÐÐÁ ÔÁËÖÅ ÁÂÅÌÅŒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 12. æÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ Z=nZÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ ŒÙÞÅÔÏŒ Z_n. ðÒÉÍÅÒ 13. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ C ÐÏ R (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1) ÓÕÔØ ÐÒÑÍÙÅ L_a = {z : Im z = a} (a ∈ R). ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Œ C =R ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ L_a + L_b = L_{a+b}, ÔÁË ÞÔÏ C =R ≃ R: ðÒÉÍÅÒ 14. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ C^∗ ÐÏ T (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3) ÓÕÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C_r = {z ∈ C^∗ : |z| = r} (r > 0). ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ Œ C^∗ =TÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ C_rC_s = C_{rs}, ÔÁË ÞÔÏ

C^∗ =T≃ R^∗_+:

ðÒÉÍÅÒ 15. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ŒÙÛÅ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 4), ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ GL_n(K) ÐÏ SL_n(K) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ É ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

M_a = { A ∈ GL_n(K) : det A = a } (a ∈ K^∗):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, SL_n(K) | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ M_aM_b = M_{ab}, ÔÁË ÞÔÏ GL_n(K)=SL_n(K) ≃ K^∗:

ðÒÉÍÅÒ 16. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ≃ S_{n−1} ÇÒÕÐÐÙ S_n, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ- ÎÁÑ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÒÉ n ⩾ 3.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ GL_n(K) ÐÒÉ n ⩾ 2 É |K| ⩾ 3. 4.6. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

óŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÏÄ- ÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ðÏ- ÎÑÔÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ. œ ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÜÔÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

äÁÄÉÍ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÇÒÕÐÐÕ H ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : G → H, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ

f(ab) = f(a)f(b) ∀a; b ∈ G:

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐ.

1) f(e) = e. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ f(e) = h ∈ H; ÔÏÇÄÁ

h^2 = f(e)^2 = f(e^2) = f(e) = h;

ÏÔËÕÄÁ h = e.

2) f(a^{−1}) = f(a)^{−1}, ÉÂÏ

f(a)f(a^{−1}) = f(aa^{−1}) = f(e) = e:

3) Im f = {f(a) : a ∈ G} ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ H (ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍÁÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ.

4) Ker f = {a ∈ G : f(a) = e} ÅÓÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G (ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, a; b ∈ Ker f =⇒ f(ab) = f(a)f(b) = e^2 = e =⇒ ab ∈ Ker f;

a ∈ Ker f =⇒ f(a^{−1}) = f(a)^{−1} = e^{−1} = e =⇒ a^{−1} ∈ Ker f; e ∈ Ker f;

a ∈ Ker f; g ∈ G =⇒ f(gag^{−1}) = f(g)f(a)f(g)^{−1} = = f(g)ef(g)^{−1} = f(g)f(g)^{−1} = e =⇒ gag^{−1} ∈ Ker f:

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÜÎÄÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. óŒÏÊÓÔŒÏ ÄÉÓ- ÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ a(b + c) = ab + ac ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → ax (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁ a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄ- ÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÌØÃÁ K. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÏ É ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÐÒÁŒÁ.)

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ (ÓÏÏÔŒ. ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ) ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ Z ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → nx (ÓÏÏÔŒ. x → x^n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G. (äÌÑ ÎÅÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÜÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏ.) œ ÓÌÕÞÁÅ G = C^∗ ÑÄÒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ C_n ËÏÒÎÅÊ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1.

ðÒÉÍÅÒ 3. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÓÎÏŒÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ x → e^x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ R Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ R^∗. åÇÏ ÏÂÒÁÚ ÅÓÔØ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÁ R^∗_+ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÑÄÒÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. üÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÏ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C → C^∗ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

z = x + yi → e^z = e^x(cos y + i sin y) (x; y ∈ R):

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ z_1 = x_1 + y_1i, z_2 = x_2 + y_2i; ÔÏÇÄÁ

e^{z1+z2} = e^{x1+x2} (cos(y_1 + y_2) + i sin(y_1 + y_2)) = = [e^{x1} (cos y_1 + i sin y_1)][e^{x2} (cos y_2 + i sin y_2)] = e^{z1} e^{z2} :

ïÂÒÁÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÅÓÔØ ŒÓÑ ÇÒÕÐÐÁ C^∗ , Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ 2ıiZÇÒÕÐÐÙ C . ðÒÉÍÅÒ 4. æÏÒÍÕÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

det : GL_n(K) → K^∗; A → det A;

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. åÇÏ ÑÄÒÏ | ÜÔÏ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ SL_n(K).

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÚÏŒÅÍ ÚÎÁËÏÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ff ∈ S_n É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ sgn ff ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁËÏŒ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÉ Œ ÅÅ ÚÁÐÉÓÉ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.1): sgn ( i_1 i_2 : : : i_n j_1 j_2 : : : j_n ) = sgn(i_1; i_2; : : :; i_n) · sgn(j_1; j_2; : : :; j_n):

üÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒ- ËÉ ff, ÔÁË ËÁË ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÚÁÐÉÓÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÌÀÂÏ- ÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÓÔÏÌÂÉËÏŒ, Á ÐÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÚÎÁ- ËÉ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÔÁË ÞÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. ïÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÚÎÁËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ sgn: S_n → C_2 = {±1}; ff → sgn ff;

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÐÏÄÓÔÁ- ÎÏŒËÉ ff É fi, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ Œ ÚÁÐÉÓÉ ff ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÖÎÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ ÚÁÐÉÓÉ fi: ff = ( j_1 j_2 : : : j_n k_1 k_2 : : : k_n ) ; fi = ( i_1 i_2 : : : i_n j_1 j_2 : : : j_n ) : ôÏÇÄÁ

fffi = ( i_1 i_2 : : : i_n k_1 k_2 : : : k_n ) ; ÔÁË ÞÔÏ

sgn fffi = sgn(i_1; i_2; : : :; i_n) · sgn(k_1; k_2; : : :; k_n) = = [sgn(i_1; i_2; : : :; i_n) sgn(j_1; j_2; : : :; j_n)] × × [sgn(j_1; j_2; : : :; j_n) sgn(k_1; k_2; : : :; k_n)] = = sgn fi · sgn ff = sgn ff · sgn fi:

ñÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ sgn ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A_n. õÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ: ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ff, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ sgn ff = 1 (ÓÏÏÔŒ. sgn ff = −1), ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÅÔÎÙÍÉ (ÓÏÏÔŒ. ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A_n | ÜÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÞÅÔÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË.

úÁÄÁÞÁ 1. œÙŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÚÎÁËÁ ÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ:

sgn(i_1i_2 : : : i_p) = (−1)^{p−1}:

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁË ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÒÁŒÅÎ (−1)^{m−s}, ÇÄÅ m | ÞÉÓÌÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÅÀ (Ô. Å. ÎÅ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á s | ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ, Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÅ ÇÒÕÐÐ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ôÏÇÄÁ

Im f ≃ G= Ker f:

âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

’: Im f → G= Ker f;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ h = f(g) ∈ Im f ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ g Ker f.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.2. á ÉÍÅÎÎÏ,

g_1 ≡ g_2 (mod Ker f) ⇐⇒ g^{−1}_1 g_2 ∈ Ker f ⇐⇒ ⇐⇒ f(g^{−1}_1 g_2) = e ⇐⇒ f(g_1) = f(g_2);

ÔÁË ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÄÎÏÇÏ ÓÍÅÖÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ G ÐÏ Ker f ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÕÖÉÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ H (ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ Im f). âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÍÅÖÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ g Ker f, É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÅ f Œ ÜÌÅÍÅÎÔ h = f(g) ∈ Im f. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÂÉÅËÔÉŒÎÏ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ’ | ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ g_1; g_2 ∈ G, f(g_1) = h_1, f(g_2) = h_2. ôÏÇÄÁ f(g_1g_2) = = h_1h_2, É

’(h_1h_2) = g_1g_2 Ker f = (g_1 Ker f)(g_2 Ker f) = ’(h_1)’(h_2);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Im f = H É Ker f = {e}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ |G| = |Im f| |Ker f|:

(éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÆÏpÍÕÌÏÊ (84)) ðÒÉÍÅÒ 6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : C → R; z → Im z:

éÍÅÅÍ Im f = R, Ker f = R, ÔÁË ÞÔÏ C =R ≃ R | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5.13.

ðÒÉÍÅÒ 7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : C^∗ → R^∗_+; z → |z|:

éÍÅÅÍ Im f = R^∗_+, Ker f = T= {z ∈ C^∗ : |z| = 1}, ÔÁË ÞÔÏ C^∗ =T≃ R^∗_+ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5.14.

ðÒÉÍÅÒ 8. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : C^∗ → T; z → z|z|;

ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ Im f = T, Ker f = R^∗_+. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C^∗ =R^∗_+ ≃ T:

(óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÂÙÌÏ ÏÐÉÓÁ- ÎÁ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5.2.)

ðÒÉÍÅÒ 9. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ det ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 4 ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ GL_n(K)=SL_n(K) ≃ K^∗ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5.15.

ðÒÉÍÅÒ 10. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ sgn ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 5 ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ S_n=A_n ≃ C_2:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|A_n| = 1 2 n! ðÒÉÍÅÒ 11. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÓÍ. §2) ŒÓÑËÏÅ ÁÆÆÉÎ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ¸ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅ- ÎÏÓÁ É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ’. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ¸, É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ d¸. æÏÒÍÕÌÁ

(t_a’)(t_b ) = t_{a+’(b)} ’ ;

ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

d: GA(V ) → GL(V ); ¸ → d¸;

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

Im d = GL(V ); Ker d = Tran(V );

ÔÁË ÞÔÏ GA(V )= Tran(V ) ≃ GL(V ):

ðÒÉÍÅÒ 12. ðÕÓÔØ △ = A_1A_2A_3 | ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉË. óÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ËÁÖÄÏÍÕ ÄŒÉÖÅÎÉÀ ’ ∈ Sym △ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ ff ∈ S_3 ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ’(A_i) = A_{œ(i)};

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

f : Sym △ → S_3:

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ 3 ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ, Ker f = {id}. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Im f = S_3. ôÁË ËÁË Im f | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐ- ÐÙ S_3 É ÇÒÕÐÐÁ S_3 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Im f, Ô. Å. ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ ’ ∈ Sym △. îÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ (12) ÏÓÕ- ÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 24. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

Sym △ ≃ S_3:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ- ÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ S_4 (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!).

òÉÓ. 24.

ðÒÉÍÅÒ 13. ðÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; x_2; x_3; x_4 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

x_1x_2 + x_3x_4; x_1x_3 + x_2x_4; x_1x_4 + x_2x_3 (87)

ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. úÁÎÕÍÅÒÏŒÁŒ ÉÈ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÏÂ- ÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

f : S_4 → S_3:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Im f = S_3. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (87) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕ- ÝÅÓÔŒÌÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ x_1; x_2; x_3; x_4. îÏ ÜÔÏ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ (87) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ x_2 É x_3.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ĂÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÙÊĄ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ:

C^∗ =C_n ≃ C^∗ :

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÊÔÉ ÐÏÒÑÄËÉ ÇÒÕÐÐ GL_2(Z_p) É SL_2(Z_p).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ F → G É G → H ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F → H.

ðÒÉÍÅÒ 14. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

det: GL_n(R) → R^∗ É sgn: R^∗ → C_2 = {±1};

ÇÄÅ sgn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÎÁË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

": GL_n(R) → C_2:

ðÒÉ n = 2 ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÅÓ- ÌÉ "(A) = 1 (ÓÏÏÔŒ. "(A) = −1), ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^2, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ (ÓÏ- ÏÔŒ. ÍÅÎÑÅÔ) ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ÓÏÏÔŒ. ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ŒÏÚÍÏÖÎÁ É ÐÒÉ n = 3.

ðÒÉÍÅÒ 15. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

d: GA(R^n) → GL(R^n) = GL_n(R) É ": GL_n(R) → C_2

ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

GA(R^n) → C_2: (88)

ðÒÉ n = 2 É 3 ÜÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÌÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ. á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ (ÓÏÏÔŒ. ÍÅÎÑÅÔ) ÏÒÉ- ÅÎÔÁÃÉÀ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ (ÓÏÏÔŒ. ÍÅÎÑÅÔ) ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÄŒÉÖÅÎÉÑÈ, ÓÏ- ÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÉÌÉ ÍÅÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ (ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÄÅÌÁÌÉ ÒÁÎØÛÅ, ÎÅ ÄÁŒÁÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).

ðÒÉÍÅÒ 16. ðÕÓÔØ G ⊂ Isom E^n (n = 2 ÉÌÉ 3) | ËÁËÁÑ- ÌÉÂÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ- ÃÉÀ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ G ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (88), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÉÚ G, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÎÄÅËÓÁ 2. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÞÅÒÅÚ G_+.

ðÒÉÍÅÒ 17. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Sym_+ K ⊂ Sym K ÂÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ K. ôÁË ËÁË |Sym K| = 48 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 5.10), Á Sym_+ K ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÎÄÅËÓÁ 2, ÔÏ

|Sym_+ K| = 24:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Sym_+ K ≃ S_4:

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÚÏÍ 4 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ K É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÄŒÉÖÅÎÉÀ ’ ∈ Sym_+ K ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : Sym_+ K → S_4:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Im f = S_4, ÏÔËÕÄÁ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ |Sym_+ K| = |S_4|. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Im f.

îÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ (12) ÏÓÕ- ÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ı ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÏÊ l, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 25.

òÉÓ. 25.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ D_4 (ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Sym(x_1x_2 + x_3x_4) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅ- ÒÙ 1.8 É 5.11).

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ SL_2(Z_2) ≃ S_3.