2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ

2.1. òÅÛÉÔØ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ:

Á) 23x − 17y = 5,

Â) 35x + 21y = 14.

2.2. ïÃÅÎÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (a; b) ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ åŒËÌÉÄÁ.

2.3. éÍÅÀÔ ÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ:

Á) 3x^2 + 2 = y^2,

Â) 7x^2 + 2 = y^3,

Œ) 15x^2 − 7y^2 = 9 ?

2.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5.

2.5. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. 2.6. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

2x^2 − 3y^2 + 5z^2 + 4xy − 6xz − 2yz = 0:

2.7. îÁÊÔÉ ÔÒÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÃÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ 1997^{1000000}. ïÃÅÎÉÔØ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÏ ÃÉÆÒ Œ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÅ.

2.8. òÅÛÉÔØ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ 2^n ≡ n (mod p), ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. 2.9. ðÕÓÔØ

u_n = 2^{2··} ·2 (n ÄŒÏÅË):

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u_n ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÍÏ- ÄÕÌÀ m ∈ N.

2.10. Á) ðÕÓÔØ m_1; : : : ; m_k | ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÏÄÕÌÉ; a_1; : : :; a_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N ∈ Z, ÞÔÏ N ≡ a_i (mod m_i) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i, ÐÒÉÞÅÍ N ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m_1 : : : m_k (ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ).

Â) îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ N ∈ Z, ÞÔÏ

N ≡ 2 (mod 7); N ≡ 3 (mod 18); N ≡ 3 (mod 13):

Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m = p^{ff1}_1 : : : p^{ffk}_k (p_i | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ), ÔÏ ËÏÌØÃÁ Z_m É Z_p^ff1_1 ⊕ · · · ⊕ Z_p^ffk_k ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

Ç) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Z_4 ∼= Z_2 ⊕ Z_2?

Ä) ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, A^× | ÇÒÕÐÐÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A = A_1 ⊕ · · · ⊕ A_k, ÔÏ A^× = A^×_1 × · · · × A^×_k .

Å) ðÕÓÔØ ’(m) = |Z^×_m| | ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’(mn) = = ’(m)’(n) ÐÒÉ (m; n) = 1 .

Ö) äÌÑ m = p^{ff1}_1 : : : p^{ffk}_k

’(m) = m ( 1 − 1 p_1 ) : : : ( 1 − 1 p_k ) : 2.11. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ m ∈ N, ÞÔÏ Á) ’(m) = 10.

Â) ’(m) = 2^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N.

2.12. óËÏÌØËÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Œ ËÏÌØÃÁÈ Z_{24}, Z_{683} ? 2.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∑ d|m ’(d) = m:

2.14. ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ax = b Œ ËÏÌØÃÅ Z_m. 2.15. òÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + 4x + 7 = 0 Œ ËÏÌØÃÁÈ Z_{19}, Z_{15}, Z_{25}. 2.16. òÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Á) x^3 = 10 Œ Z_{37}.

Â) 6x^3 + 27x^2 + 17x + 20 = 0 Œ Z_{30}.

2.17. óËÏÌØËÏ ËÏÒÎÅÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^7 = 35 Œ Z_{601} ? 2.18. òÅÛÉÔØ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − 1 ≡ 0 (mod m) ËÏÇÄÁ Á) m = p^k, p ≠ 2 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Â) m = 2^k, Œ) m | ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. 2.19. ðÕÓÔØ f(x) ∈ Z[x].

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) ≡ 0 (mod m) ÐÒÉ m = p^{ff1}_1 : : : p^{ffk}_k ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÊ f(x) ≡ 0 (mod p^{ffi}_i ) ÐÒÉ i = 1; : : : ; k.

Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ x_0 ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) ≡ 0 (mod p) É f^′(x_0) ≢ 0 (mod p), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) ≡ 0 (mod p^ff), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x ≡ x_0 (mod p) (ÌÅÍÍÁ çÅÎÚÅÌÑ).

2.20. ðÕÓÔØ p=q ÅÓÔØ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ, f(x) ∈ Z[x] É f(p=q) = 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) q ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ f(x), Â) p ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ f(x), Œ) p − mq ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ f(m), m ∈ Z.

2.21. îÁÊÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

x^3 − 6x^2 + 15x − 14; 24x^4 − 42x^3 − 77x^2 + 56x + 60:

2.22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ Z[x] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÅÓÌÉ f(0) É f(1) | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

2.23. Á) ðÕÓÔØ f(x) ∈ F_p[x]; ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(x); f(x + 1); : : : ; f(x + p − 1) ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ, ÌÉÂÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

Â) íÎÏÇÏÞÌÅÎ x^p − x − a ÐÒÉ a ≢ 0 (mod p) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ F_p. 2.24. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

Á) x^5 + 2x^3 + 3x^2 − 6x − 5,

Â) x^5 − 6x^3 + 2x^2 − 4x + 5,

Œ) x^{105} − 9,

Ç) (x − a_1) : : : (x − a_n) − 1, ÇÄÅ a_1; : : : ; a_n | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.

2.25. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Z(Ô. Å. ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ), ÔÏ ÏÎ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ É ÎÁÄ Q (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ).

2.26. ðÕÓÔØ f(x) = a_nx^n + · · · + a_0 ∈ Z, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÞÔÏ p | a_i, 0 ⩽ i ¡ n, É p^2 ∤ a_0. ôÏÇÄÁ f(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q (ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ).

2.27. ðÕÓÔØ ±1; ±2; : : :; ±^{p−1}_2 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ a ∈ Z^×_p ÚÁÄÁÅÔ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ k | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ, ÐÅÒÅÛÅÄÛÉÈ Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ, ÔÏÇÄÁ ÓÉÍŒÏÌ ìÅÖÁÎ- ÄÒÁ (_a p ) = (−1)^k.