3. ôÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ É ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ

3.1. îÁÊÔÉ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R[x]=(x^2+ax+b) Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ a; b ∈ R. 3.2. œÙÐÏÌÎÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ Œ ËÏÌØÃÅ Q[x]=(f(x)):

Á) (¸^2 + ¸ + 1)^3, f(x) = x^3 − 1.

Â)^1_{(1+¸)m} , f(x) = x^n.

(úÄÅÓØ ¸ = x + (f(x)).)

3.3. îÁÊÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ É ÉÈ ÇÒÕÐÐÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÁÄ Q: Q( √ 2), Q( √ 2+ √ 3), Q( √ 2+^3 √ 2), Q(^4 √ 2), Q( √√ 2 + √ −2), Q( √ 6 + 3 √ 3). ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ çÁÌÕÁ?

3.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ cos(ß=11) | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q(cos(ß=11))=Q? îÁÊÔÉ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ É ÇÒÕÐÐÕ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

3.5. îÁÊÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ F_p ( √ 2), F_p( √ 3). 3.6. îÁÊÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ F_p(ı_m), ÇÄÅ ı_m | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏ- ÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m.

3.7. îÁÊÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÇÒÕÐÐÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ C ( √ 1 − √ z)=C (z); C ( √ z + √ z)=C (z):

ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ çÁÌÕÁ?

3.8. îÁÊÔÉ Q( √ 2) ⊗_QQ( √ 2). 3.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ cos 15^∘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ.

õËÁÚÁÔØ 10 ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ.

3.10. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ F_p , Q, ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÅ ÎÉËÁËÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÏÌÅÊ, ËÒÏÍÅ ÐÒÏÓÔÙÈ?

3.11. îÁÊÔÉ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ Q:

Á) x^2 − 2, Â) x^4 + 2, Œ) (x^2 − 2)(x^2 − 3)(x^2 − 5),

Ç) x^3 − 2, Ä) x^3 + px + q Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ p É q.

3.12. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÑÄ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐ S_3 É S_4, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ 3 É 4 ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.

3.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n = 2^mp_1 : : : p_s, ÇÄÅ p_i | ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ 2^{2k} + 1.

3.14. ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ Q Ó ÇÒÕÐÐÁÍÉ çÁÌÕÁ Z_2, Z_2 ⊕ Z_2.

3.15. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ Q Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÕÐÐ ÐÏ- ÒÑÄËÁ 8 (Z_8, Z_4 ⊕ Z_2, Z_2 ⊕ Z_2 ⊕ Z_2, D_4, Q_8).

3.16. ïÐÉÓÁÔØ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÑ Q( √ 3 + √ 7). 3.17. üÌÅÍÅÎÔ p ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ d | p ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ d ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A, ÌÉÂÏ d ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó p. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÜÌÅÍÅÎÔ p ÐÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÉÍ ÉÄÅÁÌ (p).

3.18. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÌÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÁÈ Z[ √ −3], Z[ √ −5], Z[ √ 7] ? ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ?

3.19. ïÐÉÓÁÔØ Spec Z, Spec Z[i], Spec Z[ √ −5], Spec Z[x].

3.20. (çÁÕÓÓÏŒÙ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.) ðÕÓÔØ ` = Z[ √ −1].

Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ` | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ. Â) ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ `.

Œ) ðÕÓÔØ ˝ = Spec ` − {0}. œÙÒÁÚÉÔØ ı-ÆÕÎËÃÉÀ ËÏÌØÃÁ `:

ı_`(s) = ∏ p∈˝ ( 1 − 1 N (p)^s )_{−1}

ÞÅÒÅÚ ı-ÆÕÎËÃÉÀ òÉÍÁÎÁ

ı_Z (s) = ∏ p ÐÒÏÓÔÏÅ ( 1 − 1 p^s )_{−1}

É L-ÒÑÄ

L(s; Ø) = ∏ p ÐÒÏÓÔÏÅ ( 1 − Ø(p) p^s )_{−1} ; ÇÄÅ Ø : Z → C^× | ÈÁÒÁËÔÅÒ äÉÒÉÈÌÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4, Ô. Å.

Ø(m) =

0 ÐÒÉ m ≡ 0 (mod 4), 1 ÐÒÉ m ≡ 1 (mod 4), −1 ÐÒÉ m ≡ 3 (mod 4).

îÏÒÍÁ ÉÄÅÁÌÁ N (p) | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ `=p. ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ N (pq) = N (p)N (q).

Ç) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÒÑÄÅ äÉÒÉÈÌÅ

ı_`(s) = ∑ n⩾1 a_n n^s

ÞÉÓÌÏ a_n ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Ô. Å. ÐÁÒ (x; y) ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó x^2 + y^2 = n.

Ä) óÒÁŒÎÉŒ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Œ) É Ç), ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ

a_n = ( ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n ŒÉÄÁ 4k + 1 ) − ( ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n ŒÉÄÁ 4k + 3 ) :

3.21. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ { ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ } ⊂ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ⊂ { ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ } : Â) ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ. 3.22. Á) ðÕÓÔØ K = k(ff_1; : : : ; ff_n) | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏ- ÌÑ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ` ∈ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ K = k(`) (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ).

Â) œÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ A = Z[ff_1; : : : ; ff_n], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÃÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ff_1; : : : ; ff_n?

3.23. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^5 − 4x + 2 ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ S_5.

3.24. (ëÒÕÇÏŒÙÅ ÐÏÌÑ.) ðÕÓÔØ ı_m = e^{2ßi=m} É K_m = Q(ı_m). Á) äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{p−1} + x^{p−2} + · · · + 1 ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p.

Â) ðÕÓÔØ ˘_m(x) = ∏ ı (x − ı);

ÇÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ËÏÒÎÑÍ ÉÚ 1 ÓÔÅÐÅÎÉ m. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˘_m(x) ∈ Z[x].

Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ˘_m(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ m. îÁÊÔÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K_m=Q.

Ç) îÁÊÔÉ Gal(K_m=Q).

3.25. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÑ Q, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÇÏÓÑ Œ K_m.

3.26. (ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ.)

Á) œ ËÒÕÇÏŒÏÍ ÐÏÌÅ K_p Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ p ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÎÁÄ Q.

Â) éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ p = p−1∏ i=1 (1 − ı^i_p)

ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ (−1)^{p−12} = g^2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ K_p.

Œ) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ çÁÕÓÓÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ( a p ) ≡ a^{p−12} (mod p), ÐÏÌÕÞÉÔØ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ( p q )( q p ) = (−1)^{p−12 q−12}

ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ p É q.

Ç) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (2 p ) = (−1)^{p2 −18}

ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p.

3.27. (óÕÍÍÙ çÁÕÓÓÁ É ÓÎÏŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ.) ðÕÓÔØ g_a = ∑ x∈Z^×_p ( x p ) ı^{ax}_p , a ∈ Z^×_p .

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g_a = ( a p ) g_1.

Â) œÙÞÉÓÌÉŒ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÓÕÍÍÕ S = ∑ a g_ag_{−a}, ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ

p(p − 1) = S = ( −1 p ) (p − 1)g^2_1:

Œ) éÚ Ð. Â) É ÌÅÍÍÙ çÁÕÓÓÁ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏ- ÓÔÉ.

3.28. îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 + y^2 ≡ z^2 (mod p). 3.29. ðÌÏÔÎÏ ÌÉ Œ C ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ? 3.30. ðÕÓÔØ —Q | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÌÑ Q É k | ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÐÏÌÅ —Q, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ √ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ Gal(K=k) ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ÐÏÌÑ k.

3.31. ðÕÓÔØ —k | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÌÑ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, œ | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ —k É L = { x ∈ —k | œx = x }. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k ⊂ L, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Gal(P=L) ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ P ÐÏÌÑ L.

3.32. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ŒÓÅÇÄÁ ÓÅ- ÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. ôÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÉ 0.

3.33. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, L=K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, G = Gal(L=K), L_0 = L^G | ÐÏÄÐÏÌÅ G-ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L=L_0 ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á L_0=K | ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ff ∈ L_0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ m, ÞÔÏ ff^{pm} ∈ K).

3.34. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ. 3.35. ðÕÓÔØ F = K(ff) É ¯(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ff ÎÁÄ K.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ L ⊗_K F ∼= L[x]=(¯(x)).

3.36. ðÕÓÔØ K=Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ËÏÌØÃÏ ÃÅ- ÌÙÈ O_K ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Z[`], É ¯(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ `. äÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ P_1; : : : ; P_k Œ O_K , ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (p) = P_1 : : : P_k ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ∈ Z, ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ P_i = (p; ¯_i(`)), ÇÄÅ

¯(x) ≡ ¯_1(x) : : : ¯_k(x) (mod p) | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.

3.37. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏÌÅÊ Q( √ 2), Q( √ −5).

3.38. ðÕÓÔØ x ∈ Z^×_p . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ

x + (x^p − x) + (x^{p2} − x^p) + · · ·

ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ —x = lim_{n→∞} x^{pn} . œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^{p−1} − 1 ÉÍÅÅÔ p − 1 ËÏÒÅÎØ Œ Z_p.

3.39. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÒÕÐÐÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ p-ÁÄÉ- ÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Q_p.

3.40. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ a^{pk−1 (p−1)} ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ k ÎÕÌÑÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ Z_p.

3.41. ëÁËÉÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 5, −7, 3 · 11^{−2} + 6 · 11^{−1} + 3 + 7 · 11^2 ÉÍÅÀÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ Œ Q_{11}? œÙÞÉÓÌÉÔØ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 11^{−3}.

3.42. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

3.43. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |a|_∞ ∏ p |a|_p = 1

ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ Q^×. (úÄÅÓØ |a|_∞ = |a| É |a|_p = p^{−vp(a)}.)

3.44. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

v_p(n!) = [ n − œ_p(n) p − 1 ] ; ÇÄÅ œ_p(n) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Œ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n.

3.45. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Z_{ab} ∼= Z_a ⊕ Z_b, ÅÓÌÉ (a; b) = 1. 3.46. îÁÊÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Q_p( √ −1)=Q_p, Q_p( √ 3)=Q_p.

3.47. îÁÊÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Q_p(ı_m), ÇÄÅ ı_m | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m.

3.48. îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ exp(x) Œ Q_p.

3.49. œÙÞÉÓÌÉÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10^{−3} ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2−2x+2 = 0 Œ Z_5.

3.50. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÙ | · |_p É | · |_q ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ p É q ÚÁÄÁÀÔ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ Q. îÉ ÏÄÎÁ ÎÏÒÍÁ | · |_p ÎÅ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ Q ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ.