4. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. âÁÚÉÓÙ. óÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

4.1. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R_+ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ v + u = vu, ff · v = v^ff. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ?

4.2. íÏÖÎÏ ÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ N ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ R, Q, F_2?

4.3. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n ÎÁÄ R ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅŒÒÁÝÅÎÏ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ C ?

4.4. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÓŒÏÉÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ.

Â) þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ? 4.5. îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ

(1; 0; 2; 1); (1; 1; 2; 2); (2; 1; 1; 0); (0; 2; 0; 2)

ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_3.

4.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎ- ÎÙÅ ÒÑÄÙ) 1; sin x; : : :; sin nx ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^∞[0; 1] (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, R[[x]]) ÎÁÄ R.

4.7. ðÕÓÔØ V = R[x_1; : : : ; x_n]. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_d Œ V . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S_d Œ H_d. îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ H_d, S_2, S_3 ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ n É ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ S_{10} ÐÒÉ n = 4.

4.8. Á) îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ (k-ÒÅÐÅÒÏŒ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F^n_q .

Â) îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ

[_n k ] q k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ F^n_q .

4.9. îÁÊÔÉ dim_k k[x], dim_k k[[x]].

4.10. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ (V + U ) ∩ W = V ∩ W + U ∩ W ÄÌÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V; U; W ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ?

4.11. ðÕÓÔØ dim V ¡ ∞, U ⊂ V , U^0 ⊂ V^∗ | ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

dim U + dim U^0 = dim V;

(U^0)^0 = U;

(U_1 + U_2)^0 = U^0_1 ∩ U^0_2 ; (U_1 ∩ U_2)^0 = U^0_1 + U^0_2 :

4.12. ðÕÓÔØ f; g : V → k | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÐÒÉÞÅÍ Ker f = Ker g. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f É g ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

4.13. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ’ : V → V^{∗∗}, v → ’_v ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ’_v(f) = f(v) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ (Ô. Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ V ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏÇÏ ÓŒÏÅÍÕ ÄŒÁÖÄÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ.

4.14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ t ∈ F_pn , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^p + x + t = 0, ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ F_p. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

4.15. ðÕÓÔØ F_{n;d} | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÌÁÇÏŒ ÄÌÉÎÙ n Œ d-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V :

F_{n;d} = {F = (0 = F_0 ⊂ F_1 ⊂ · · · ⊂ F_n = V )}:

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÆÌÁÇÏŒ F; F^′ ÍÁÔÒÉÃÕ a(F; F^′) = a_{ij}, Œ ËÏÔÏÒÏÊ

a_{ij} = dim F_i ∩ F^′_j=F_{i−1} ∩ F^′_j + F_i ∩ F^′_{j−1}:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ∑ i;j a_{ij} = d. þÅÍÕ ÒÁŒÎÙ ÓÕÍÍÙ ∑ i a_{ij}, ∑ j a_{ij} ?

Â) a(F; F^′) = a(F^′; F ).

Œ) åÓÌÉ g ∈ GL(V ), ÔÏ a(gF; gF^′) = a(F; F^′).

Ç) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij}) Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ Ó ∑ i;j a_{ij} = d ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÌÁÇÉ F; F^′ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ A = a(F; F^′).

Ä) íÁÔÒÉÃÁ a(F; F^′) ÅÓÔØ ÐÏÌÎÙÊ GL(V )-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÐÁÒÙ ÆÌÁÇÏŒ F; F^′, Ô. Å. ÐÁÒÙ (F; F^′) É ( ~F ; ~F^′) ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ GL(V )-ÏÒÂÉÔÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a(F; F^′) = a( ~F ; ~F^′).

âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

4.16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ id_k : C^k(S^1) × C^k(S^1) → R, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

id_k(f; g) = ∫ S^1

f(x)g^{(k)}(x) dx;

ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÒÉ ËÁËÉÈ k ÏÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÁ)? òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ id_1 ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ 5 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ËÁËÏÍ- ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÁÊÔÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ id_1 Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÁÊÔÉ ÌÅŒÏÅ É ÐÒÁŒÏÅ ÑÄÒÁ ÆÏÒÍÙ.

4.17. ðÕÓÔØ f(x; y) | ÔÁËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÞÔÏ

f(x; y) = 0 ⇐⇒ f(y; x) = 0:

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ f(x; y) ÌÉÂÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÌÉÂÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ.

4.18. îÁÊÔÉ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ Á) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ tr X^2 ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ Mat(n; R), Â) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÅÓÌÉ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÌÁŒÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

´_1 ¿ 0; ´_2 = ´_3 = 0; ´_4 ¿ 0:

4.19. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

Á) f = 4x^2 + 8xy + 3x^2 É g = 3x^2 + 2xy + 3y^2 ÎÁÄ Z?

Â) f = 3x^2 + 6xy É g = 2x^2 + 3xy + 4y^2 ÎÁÄ F_7 ?

4.20. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f(x_1; : : : ; x_n) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, char k ≠ 0, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ff ∈ K, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÎÁÂÏÒ (ff_1; : : : ; ff_n) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ K, ÞÔÏ f(ff_1; : : :; ff_n) = ff. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ f ∼ g, ÔÏ ÏÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ k; Â) ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ff ≠ 0, ÔÏ f ∼ ffy^2_1 + g(y_2; : : : ; y_n); Œ) ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ 0, ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ k.

4.21. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÎÁÒ- ÎÏÊ. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ f = f(x; y) = ax^2 + 2bxy + cy^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ d_f = ac − b^2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ char k ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÅÓÌÉ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÙ f É g ÎÅÏÓÏÂÙ (Ô. Å. ÉÈ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ) É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ 0, ÔÏ f ∼ g, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, f ∼ g ∼ x^2 − y^2;

Â) ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ −d_f ÅÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔ Œ ÐÏÌÅ k;

Œ) ÎÅÏÓÏÂÙÅ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÙ f É g ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ d_f =d_g ÅÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔ Œ ÐÏÌÅ k É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ff ∈ k, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÏÂÅÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ.

Ç) ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÉ ÎÕÌØ ÆÏÒÍÁ −3x^2 + 8xy − 3y^2 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_{11} ? 4.22. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ F_q ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÅ ŒÉÄÁ x^2_1 + · · · + x^2_{n−1} + dx^2_n.

Â) åÓÌÉ n ⩾ 3, ÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f(x_1; : : : ; x_n) ÎÁÄ F_p (p ≠ 2) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÕÌØ.

4.23. Á) ìÀÂÁÑ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÕÌØ.

Â) åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ x^2 − ffy^2 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ fl_1 É fl_2, ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ É fl_1fl_2.

4.24. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÉ ÎÕÌØ ÆÏÒÍÁ f(x; y) = (1 + sin t)x^2 + 2(tg t)xy + (cos t)y^2 ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R[[t]]?

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÍÁÔÒÉÃÙ

4.25. äÏËÁÚÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

Á) I : C([0; 1]) → R, I(f) =

∫_1 0 f(x) dx;

Â) j_m : C^m([0; 1]) → R^{m+1}, j_m(f) = (f(1=2); f^{(1)}(1=2); : : : ; f^{(m)}(1=2)); Œ) T_a : C(R) → C(R), (T_af)(x) = f(x + a);

Ç) D^2 : C^m(R) → C^{m−2}(R), (D^2f) = f^{(2)}(x).

îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÑÄÅÒ É ÏÂÒÁÚÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n.

4.26. ðÕÓÔØ S_1; : : : ; S_{64} | ŒÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. îÁÊÔÉ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍÉ

a_{ij} = { 1; ÅÓÌÉ S_i ∩ S_j ≠ ∅, 0; ÅÓÌÉ S_i ∩ S_j = ∅.

4.27. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃ X; Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ [X; Y ] = XY − Y X. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÎÕÌØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅ- ÄÏÍ ÎÕÌØ.

4.28. ðÕÓÔØ V; U; W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, A; B | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ: V^A←− W^B−→ U

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C : V → W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ CA = B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ker A ⊂ Ker B.

4.29. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g : V → V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ GL(V ), ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÍÁ- ÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ GL(dim V; k).

4.30. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ GL(V ), ÞÔÏ Á) gx = y ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y ∈ V ; Â) gX = Y ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ d-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X; Y ⊂ V . Œ) gF_1 = F_2 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ (d_1; : : : ; d_l)-ÆÌÁÇÏŒ F_1; F_2 Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ((d_1; : : : ; d_l)-ÆÌÁÇÏÍ Œ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_1 ⊂ U_2 ⊂ · · · ⊂ U_l c dim U_i = d_i).

4.31. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÏÖÎÏ, ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ g ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÐÁÒÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V Œ ÄÒÕÇÕÀ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÐÁÒÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ? ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÐÁÒÙ (ÔÒÏÊËÉ) ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ V .

4.32. äÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ:

Á) ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E + A ÏÂÒÁÔÉÍ. Â) ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x), ÞÔÏ f(A) = 0, Á f(0) ≠ 0, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÂÒÁÔÉÍ.

4.33. ðÏÌÕÞÉÔØ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ n-ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÐÏÌØ- ÚÕÑÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.

Á) ðÕÓÔØ f_0 = 0, f_1 = 1, f_2 = 1 É f_{n+1} = f_n + f_{n−1}. ðÏÌÏÖÉÍ F = ( 1 1 1 0 ) : ôÏÇÄÁ

F^n = ( f_{n+1} f_n f_n f_{n−1} ) : Â) œÙÞÉÓÌÉŒ ÓÌÅÄ É ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ F , ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ff É fi, ÞÔÏ

F = C ( ff 0 0 fi ) C^{−1}

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C. äÁÌÅÅ ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÕ ÍÁÔÒÉÃÕ C (ÏÎÁ, ÒÁÚÕÍÅ- ÅÔÓÑ, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ).

Œ) úÁÍÅÔÉŒ, ÞÔÏ ( f_{n+1} f_n f_n f_{n−1} ) = F^n = C ( ff^n 0 0 fi^n ) C^{−1};

ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ

f_n = 1 √ 5 (( 1 + √ 5 2 )_n − ( 1 − √ 5 2 )_n) : 4.34. äÏËÁÚÁÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ker A É Im A ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ B, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ Ó A.

4.35. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

Á) Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ

−1 3 −1 −3 5 −1 −3 3 1

Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3;

Â)^d_{dx} Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P_n; Œ)^{d2}_{dx2} Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P_n.

4.36. îÁÊÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ

Á) A^T A, ÇÄÅ A = (a_1; a_2; : : :; a_n);

Â) a_1 a_2 : : : a_{n−1} a_n a_n a_1 : : : a_{n−3} a_{n−2} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_3 a_4 : : : a_1 a_2 a_2 a_3 : : : a_n a_1 .

4.37. ðÕÓÔØ X ∈ Sp_n. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ X ŒÏÚŒÒÁÔÅÎ.

4.38. îÁÊÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅ- ÍÏÓÔÉ ÎÁÄ C ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ c ÍÁÔÒÉÃÅÊ

0 : : : 0 a_1 0 : : : a_2 0 : : : : : : : : : : : : : : a_n : : : 0 0 :

4.39. ðÕÓÔØ A; B ∈ SL(2; C ). ôÏÇÄÁ det[A; B] = 0 Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A É B ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

4.40. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É [A; B] = 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁ- ÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É B ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ.

4.41. ðÕÓÔØ { A_ff | ff ∈ I } | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ A_ff; Â) ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_ff ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ A_ff ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÍÅÀÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ.

4.42. îÁÊÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ^d_{dx} Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ C [[x]], C [x].

4.43. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ⩾ 2, ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

4.44. îÁÊÔÉ ËÏÒÎÅŒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

4 −5 2 5 −7 3 6 −9 4 : 4.45. îÁÊÔÉ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉÃ

Á) 1 2 3 4 0 1 2 3 0 0 1 2 0 0 0 1

; Â)

3 0 8 3 −1 6 −2 0 5 ;

Œ) ÍÁÔÒÉÃÙ A^{−1}, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A;

Ç) ÍÁÔÒÉÃÙ ffE + J^2, ÇÄÅ

J = 0 1 0 0 : : : 0 0 0 1 0 : : : 0 0 0 0 1 : : : 0 0 0 0 0 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 0 : : : 0 :

4.46. îÁÊÔÉ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ É ÖÏÒÄÁÎÏŒ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ

Á) 0 1 −1 1 −1 2 −1 1 −1 1 1 0 −1 1 0 1

; Â)

6 −9 5 4 7 −13 2 7 8 −17 11 8 1 −2 1 3 . 4.47. Á) ðÕÓÔØ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ËÌÅÔËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó C [A].

Â) ðÕÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁŒÎÁ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó C [A].

Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ n.

Ç) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ [n^2=2] + 1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

4.48. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A; B Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [A; B] = B, ÔÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ B ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.

4.49. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓŒÏ- ÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

4.50. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A, Az =^{az+b}_{cz+d} , ÞÔÏ lim_{n→∞} A^n ÅÓÔØ ÓÄŒÉÇ z → z + 1 ?

4.51. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A, ÞÔÏ

exp A = ( −1 −1 0 −1 ) ? 4.52. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÏ n ÔÏÞÅË; ÐÕÓÔØ V | ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. ïÐÅÒÁÔÏÒ A : V → V ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÆÕÎËÃÉÀ Af, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÎÏ ÐÏÌÕÓÕÍÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ.

Á) îÁÊÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ n Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ? õËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

Œ) îÁÊÔÉ lim_{m→∞} A^m.

4.53. íÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙ ŒÓÅ ÅÅ ÍÉÎÏÒÙ ÌÀÂÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ. ðÕÓÔØ A ÅÓÔØ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ, ÐÏÄ- É ÎÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. äÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ exp A ŒÐÏÌÎÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ.

4.54. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2, ÓÏÈÒÁÎÑ- ÀÝÉÊ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ) ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ.

4.55. ðÕÓÔØ A | ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ n × n-ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ±1, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁŒÅÎ p^k, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p^{k−1}(p − 1) ⩽ n.

ôÅÎÚÏÒÙ

4.56. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ V^{⊗2} ∼= S^2V ⊕

⋀_2

V . œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ V^{⊗3} ∼= S^3V ⊕ ⊕ ⋀_3 V ? 4.57. îÁÊÔÉ (S^2V )^0, (

⋀_2

V )^0.

4.58. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Á) ⋀_k V É ⋀_n V ⊗ ⋀_{n−k} V^∗ (ÅÓÌÉ dim V = n); Â) ⋀_k (V ⊗ F ) É F^{⊗k} ⊗

⋀_k

V (ÅÓÌÉ dim F = 1).

4.59. îÁÊÔÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q(!) ÎÁ

⋀_2 R^4, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ! ∧ ! = q(!)e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 ∧ e_4, ÇÄÅ {e_i} | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^4.

4.60. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ⊗ B ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É B?

4.61. ðÕÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ C Ó c_{ij} = a_{ij}b_{ij} ÔÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

4.62. Á) îÁÊÔÉ tr A^{⊗k}, det A^{⊗k}. Â) œÙÞÉÓÌÉÔØ det(

⋀_2 (S^2A)), ÅÓÌÉ A = 0 1 2 3 −1 5 0 2 1 :

4.63. Á) ðÕÓÔØ {e_1; : : :; e_n} | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ; { e_I = e_{i1} ∧ : : : ∧ e_{ik} | I } | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

⋀_k

V . îÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

⋀_k A Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

Â) îÁÊÔÉ tr

⋀_k A. Œ) äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ âÉÎÅ { ëÏÛÉ:

|(AB)^J_I | = ∑ K |A^K_I ||B^J_K |;

ÇÄÅ A^J_I ÅÓÔØ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÔÒÏË i_1; : : : ; i_k É ÎÏ- ÍÅÒÁÍÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ j_1; : : : ; j_k, I = {i_1; : : :; i_k}, J = {j_1; : : :; j_k} Ç) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c_k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ø_A(t) = det(tE − A) = t^n − c_1t^{n−1} + · · · + (−1)^nc_n ÍÁÔÒÉÃÙ A ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÒÁÚÍÅÒÁ k × k ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

4.64. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ tr ⋀_k

A = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ŒÌÅÞÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. 4.65. œÙÞÉÓÌÉÔØ^d_{dt} (

⋀_k

A(t)v_1 ∧ · · · ∧ v_k).

4.66. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

⋀_k U ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

⋀_k A. 4.67. îÁÊÔÉ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

⋀_2 A, ÅÓÌÉ

A = 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 :

4.68. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X → AXA^t Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ 3, ÅÓÌÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÕÔØ 1; 2; 3.

4.69. îÁÊÔÉ ÃÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ⋀_· V . 4.70. (ëŒÁÄÒÉËÁ ðÌÀËËÅÒÁ.) ðÕÓÔØ V | ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, {e_1; e_2; e_3; e_4} | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ, Gr(2; V ) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ V . ðÕÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ∈ Gr(2; V ) ÚÁÄÁÎÏ ÓŒÏÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {u_1; u_2}. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ p_{ij} Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ

u_1 ∧ u_2 = ∑ i¡j p_{ij}e_i ∧ e_j

ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U .

Á) ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ Œ U ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ p_{ij} ÕÍÎÏÖÁÀÔ- ÓÑ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁÍÅÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : Gr(2; V ) → P(

⋀_2 V ).

Â) õÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p ÅÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÂÉŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ

⋀_2 V . Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÂÉŒÅËÔÏÒÁ ! ∈

⋀_2

V ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ ! ∧ ! = 0.

Ç) õÓÌÏŒÉÅ Ð. Œ) Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË

p_{12}p_{34} − p_{13}p_{24} + p_{14}p_{23} = 0:

üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Œ P^5, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ ðÌÀËËÅÒÁ.

Ä) íÏÇÕÔ ÌÉ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; 4; 5; 6 ÂÙÔØ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ 2 ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 4?

4.71. ðÕÓÔØ 0 ≠ v ∈ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ 0 → ⋀_0 V^{’0}−→

⋀_1 V^{’1}−→

⋀_2 V^{’2}−→

⋀_3 V : : : ;

ÇÄÅ ’_0(ff) = ffv, ’_i(!) = v ∧ ! ÐÒÉ i ¿ 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) ’_{i+1} ∘ ’_i = 0,

Â) Ker ’_{i+1} = Im ’_i.

5. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ

5.1. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÔÒÅÈ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ-