4.68. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X → AXA^t Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ 3, ÅÓÌÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÕÔØ 1; 2; 3.

4.69. îÁÊÔÉ ÃÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ⋀_· V . 4.70. (ëŒÁÄÒÉËÁ ðÌÀËËÅÒÁ.) ðÕÓÔØ V | ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, {e_1; e_2; e_3; e_4} | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ, Gr(2; V ) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ V . ðÕÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ∈ Gr(2; V ) ÚÁÄÁÎÏ ÓŒÏÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {u_1; u_2}. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ p_{ij} Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ

u_1 ∧ u_2 = ∑ i¡j p_{ij}e_i ∧ e_j

ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U .

Á) ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ Œ U ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ p_{ij} ÕÍÎÏÖÁÀÔ- ÓÑ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁÍÅÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : Gr(2; V ) → P(

⋀_2 V ).

Â) õÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p ÅÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÂÉŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ

⋀_2 V . Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÂÉŒÅËÔÏÒÁ ! ∈

⋀_2

V ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ ! ∧ ! = 0.

Ç) õÓÌÏŒÉÅ Ð. Œ) Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË

p_{12}p_{34} − p_{13}p_{24} + p_{14}p_{23} = 0:

üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Œ P^5, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ ðÌÀËËÅÒÁ.

Ä) íÏÇÕÔ ÌÉ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; 4; 5; 6 ÂÙÔØ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ 2 ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 4?

4.71. ðÕÓÔØ 0 ≠ v ∈ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ 0 → ⋀_0 V^{’0}−→

⋀_1 V^{’1}−→

⋀_2 V^{’2}−→

⋀_3 V : : : ;

ÇÄÅ ’_0(ff) = ffv, ’_i(!) = v ∧ ! ÐÒÉ i ¿ 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) ’_{i+1} ∘ ’_i = 0,

Â) Ker ’_{i+1} = Im ’_i.

5. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ

5.1. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÔÒÅÈ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ-

ŒÅÄÅÎÉÅÍ

(f(x); g(x)) = 1∫ 0 f(x)g(x) dx:

5.2. (üÐÉÍÏÒÆÉÚÍ SU_2 → SO_3.)

Á) ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ SO_3 ÅÓÔØ ŒÒÁÝÅÎÉÅ l_’ ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÉ l ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÇÏÌ ’.

Â) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ R^3 ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÒÅÐÅÒ Oxyz. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅ l_’ ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Z_fl X_fiZ_ff ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ ff; fi; fl ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ Oz; Ox; Oz ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ).

Œ) üÒÍÉÔÏŒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÎÕÌØ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ R. æÏÒÍÁ (X; Y ) = tr XY ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. íÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ

e_1 = ( 1 0 0 −1 ) ; e_2 = ( 0 1 1 0 ) ; e_3 = ( 0 i −i 0 )

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V .

Ç) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ u ∈ U_2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R_u : V → V , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ R_u(X) = uXu^{−1}. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R_u | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ u → R_u ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R : U_2 → O_3.

Ä) ðÕÓÔØ

u_’ = ( e^{i’} 0 0 e^{−i’} ) ; v = ( 0 e^i e^{−i} 0 ) : ôÏÇÄÁ R_{u’=2} = X_’, R_{v=2} = Z. úÁËÌÀÞÉÔØ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÅ R ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ SO_3 ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÉÚ SU_2.

Å) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ R ÇÒÕÐÐÁ SU_2 ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ SO_3.

5.3. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ- ÚÎÁÞÎÙÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 2ß ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÏ ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ

(f(x); g(x)) = ß∫ −ß f(x)g(x) dx

ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÉÄÁ

L : f(x) → u_0(x)f(x) + u_1(x)f^′(x) + u_2(x)f^{′′}(x);

ÇÄÅ u_0(x); u_1(x); u_2(x) | ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÁÊÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L.

5.4. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÔÒÉ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

1 1 2 0 2 c 2 c 5 ;

ÇÄÅ Á) c = 0, Â) c = 2, Œ) c = 1 ?

çÅÏÍÅÔÒÉÑ

5.5. îÁÊÔÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ⟨(−1; 2; −2; 5)⟩ Ó ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË (x; x^2; x^3; x^4);

x = 0; ±1; ±2 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^4.

5.6. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞ ÄÌÉÎÙ ÒÅÂÒÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

5.7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÑÔÉÇÒÁÎÎÙÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ Œ ÔÒÅÈÍÅÒ- ÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÒÉ- ŒÅÓÔÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ŒÉÄÕ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÂÙÌÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ.

5.8. œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ŒÉÎÔÏŒÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ?

5.9. óÞÉÔÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÂÌÏË-ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÉÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Œ ŒÉÄÅ x → Ax + b, ÇÄÅ A | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ, Á b | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ. õËÁÚÁÔØ, ËÁË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÄŒÉÖÅÎÉÑ (ÏÓØ, ÕÇÏÌ É ÛÁÇ ŒÉÎÔÁ | ÄÌÑ ŒÉÎÔÏŒÏÇÏ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÑ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ŒÅËÔÏÒ ÐÅÒÅÎÏÓÁ | ÄÌÑ ÓËÏÌØÚÑÝÅÊ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÉ É ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ | ÄÌÑ ÚÅÒËÁÌØÎÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ).

5.10. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÉÐ ÄŒÉÖÅÎÉÑ Á) x → 1 3 −1 2 2 −2 1 −2 2 2 −1 x + 0 1 1 ,

Â) x → 1 7 −2 3 6 6 −2 3 3 6 −2 x + −2 4 1 ,

Œ) x → 1 7 7 4 4 4 −8 1 4 1 −8 x + −6 3 15 ,

Ç) x → 1 3 2 2 −1 2 −1 2 −1 2 2 x + 0 1 1 . 5.11. ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

A^3B^3 = (AB)^2 = id :

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A É B ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

5.12. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p .

5.13. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ