8. áÌÇÅÂÒÙ

8.1. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÑÄÙ ðÕÁÎËÁÒÅ P_A(t) = ∑ k (dim A_k)t^k

ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ k⟨x; y⟩=(x^2 − xy − yx);

k⟨x; y⟩=(x^2);

ÇÄÅ k⟨x; y⟩ | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ x; y.

8.2. ðÕÓÔØ T | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k É P | ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ. ôÏÇÄÁ [T : k] = [P : k]^2:

8.3. ðÕÓÔØ Z(A) | ÃÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ A. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Z(A ⊗ B) = Z(A) ⊗ Z(B):

8.4. ðÕÓÔØ L | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ, Œ : L → L | ÅÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, L | ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ŒÌÅŒÏ ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ ∑_∞ i=−M ait

i, a_i ∈ L Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ta = Œ(a)t; a ∑ a_it^i = ∑ (aa_i)t^i:

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ L | ÔÅÌÏ.

8.5. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ K[x]=(f(x)) ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÎÅ ÉÍÅ- ÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

8.6. åÓÌÉ A | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k É dim_k A = = 4, ÔÏ ÌÉÂÏ A ∼= M_2(k), ÌÉÂÏ A ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ.

8.7. ðÕÓÔØ L | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ k. äÏËÁÚÁÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

1) ÁÌÇÅÂÒÁ L ⊗ L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ, 2) ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ L ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ k;

3) ÁÌÇÅÂÒÁ A ⊗ L ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A.

8.8. ðÕÓÔØ A | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k (char k ≠ 2) É [A : k] = 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ A ∼= k × k, ÌÉÂÏ A | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ k.

8.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K ÅÓÔØ Q-ÁÌÇÅÂÒÁ É K ⊗ R | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÄÌÑ K ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÒÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:

K ∼= Q; K ∼= Q( √ m); m ∈ Q; m ¡ 0;

K ∼= D_Q(a; b); a; b ∈ Q; a ¡ 0; b ¡ 0:

(D_Q(a; b) | ÁÌÇÅÂÒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ i; j É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ i^2 = a, j^2 = b, ij = −ji.)

8.10. åÓÌÉ A É B | ÄŒÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅ- ÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ A ⊗ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

8.11. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e_1; e_2; u} É ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ e_1 e_2 u

e_1 e_1 0 u e_2 0 e_2 0 u 0 u u

äÏËÁÚÁÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. îÁÊÔÉ rad A, A= rad A.

8.12. ðÕÓÔØ A | ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. äÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÎÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ.

8.13. áÌÇÅÂÒÁ œÅÊÌÑ A_n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ x_1; : : : ; x_n; @_1; : : : ; @_n É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

x_ix_j = x_jx_i; @_i@_j = @_j @_i;

@_ix_i − x_i@_i = 1; @_j x_i = x_i@_j ÐÒÉ i ≠ j.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) áÌÇÅÂÒÁ A_n ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ A^n , ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ.

Â) áÌÇÅÂÒÁ A_n ÐÒÏÓÔÁ, ÅÓÌÉ char k = 0. þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ?

Œ) áÌÇÅÂÒÁ A_n ÎÅÔÅÒÏŒÁ ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ. Ç) áÌÇÅÂÒÁ A_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ïÒÅ.

Ä) ëÁÖÄÙÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A_n ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÄŒÕ- ÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÁÆÆÏÒÄÁ).

8.14. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, H = kG | ÅÅ ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ´ : g → g ⊗ g ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ ´ : H → H ⊗ H (ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ). äÏËÁÚÁÔØ

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍ

H^´ � ´ � H ⊗ H ´⊗1 � H ⊗ H^{1⊗´} � H ⊗ H ⊗ H

(ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ËÏÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ) É

H ⊗ H^{1⊗S} �_{S⊗1} � H ⊗ H m � H ´ � ” � k^ȷ � H

ÇÄÅ m | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ H, ”(g) = 1 | ËÏÅÄÉÎÉÃÁ (ÎÁ ŒÓÀ ÁÌÇÅÂÒÕ H ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ), ȷ(ff) = ffe | ÅÄÉÎÉÃÁ, S(g) = g^{−1} (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÔÉÐÏÄÏÍ, Á ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ | ÁËÓÉÏÍÏÊ ÁÎÔÉÐÏÄÁ). úÁÐÉÓÁÔØ ÁËÓÉÏÍÕ ÅÄÉÎÉÃÙ Œ ÇÒÕÐÐÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.

8.15. ðÕÓÔØ G ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É H = k[G] | ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ´ : H → H ⊗ H ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ (´f)(x; y) = f(xy), ÂÕÄÅÔ ËÏÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉ- ÅÍ. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÄÁÌÅÅ ”(f) = f(e), ȷ(ff) = ff:1, S(f)(g) = f(g^{−1}), ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÁÎÔÉÐÏÄÁ.

8.16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÁÌÇÅÂÒÙ kG É k[G] ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÙ èÏÐÆÁ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ kG É k[G], ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ËÏ- ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ Œ ÄÒÕÇÏÊ.

8.17. œÙÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÁÎÔÉÐÏÄÁ Œ ÓÌÕ- ÞÁÅ G = GL_n, G = SL_n.

8.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÏÂÅÒÔÙŒÁÀÝÁÑ U g ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÅÂÒÏÊ èÏÐÆÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ x ∈ g ÐÏÌÏÖÉÔØ ´x = 1 ⊗ x + x ⊗ 1, ”x = 0 É Sx = −x.