, 2000 ., 1 , 1 . ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 1

üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ.

á1⋄1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏŒ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ Á) ÒÏË ; Â) ÕÒÏË ; Œ) ÛÎÕÒÏË ; Ç) ËÕÒÏË ; Ä) ËÏÌÏÂÏË ;

Å) ÁÁ : : : Á a ÂÂ : : : Â b ; Ö) Â^1Â^1 : : : Â^1

k_1

Â_2Â_2 : : : Â_2

k_2

: : : : : : : : : Â_mÂ_m : : : Â_m

k_m ;. á1⋄2. òÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ É ÐÒŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ

Á) (a_1 + a_2 + · · · + a_m)^2 ; Â) (a + b + c)^3 ; Œ) (a + b)^n ; Ç) (a_1 + a_2 + · · · + a_m)^n . á1⋄3. æÉËÓÉÒÕÅÍ m; n ∈ N. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x_1 + x_2 + · · · + x_m = n Á) Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ Â) Œ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ?

á1⋄4. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ?

á1⋄5. æÉÇÕÒËÁ ÔÉÐÁ (ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÙÒÁŒÎÅÎÎÙÈ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÇÏÒÉÚÏÎ-

ÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÓÏË, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Å-Å ŒÅÓÏÍ. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ Á) ŒÅÓÁ 6; Â) ŒÅÓÁ 7, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3 ÓÔÒÏË;

Œ) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅÓÁ, ÎÏ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ p ÓÔÒÏË É ÎÅ ÂÏÌÅÅ q ÓÔÏÌÂÃÏŒ. á1⋄6. éÍÅÀÔÓÑ: 4 ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÞÁÛËÉ, 4 ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÇÒÁÎ-ÅÎÙÈ ÓÔÁËÁÎÁ, 10 ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÕÓËÏŒ ÓÁÈÁÒÁ É 7 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ÓÏÌÏ- ÍÉÎÏË. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ: Á) ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ Â) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ Œ) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ Ç) ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ á1⋄7. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÏÔŒÅÔÙ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ- ŒÁÎÉÑ ÐÕÓÔÙÈ -ÅÍËÏÓÔÅÊ ÎÅ ÏÓÔÁŒÁÌÏÓØ?

íÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. åÓÌÉ N = n_1 + n_2 + · · · + n_˚ (ŒÓÅ n_i { ÃÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ) ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ( N n_1; n_2; : : :; n_˚

)_{def} = N! n_1! · n_2! · · · · · n_˚ !

. ôÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÒÉ ˚ = 2 ÞÉÓÌÏ ( n k; (n − k) ) = n! k!(n − k)!

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ( n k ) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÉÌÉ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ( n k ) = ( n n − k ) . ðÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ( n k ) = 0 ÐÒÉ k; n ¡ 0 É k ¿ n, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ( n 0 ) = ( n n ) = 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ⩾ 0.

á1⋄8. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ (ÓËÁÖÅÍ, 1000!⧸100!^{10}) ÃÅÌÙÅ?

á1⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) ( n − 1 k − 1 ) + ( n − 1 k ) ; Â) ( n 0 ) + ( n 1 ) + · · · + ( n n ) ; Œ) ( k k ) + ( k + 1 k ) + · · · + ( k + n k ) ; Ç^*) ( n 0 )_2 + ( n 1 )_2 + · · · + ( n n )_2 . á1⋄10. ðÕÓÔØ p { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) ( p k ) ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ 1 ÌÉÂÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p?

Â^*) ( b_0 + b_1p + · · · + b_kp^k a_0 + a_1p + · · · + a_kp^k ) ≡ ( b_0 a_0 )( b_1 a_1 ) · · · ( b_k a_k ) mod p ?

á1⋄11. ðÒÉ ËÁËÉÈ k ( 2p k ) ≢ 0 mod p ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p?

, 2000 ., 1 , 1 . ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 2

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

á2⋄1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ (Ô. Å. ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÔÉ, ÍÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ): Á) (5 + i)(7 − 6i)

3 + i

; Â)

(1 + i)^5 (1 − i)^3

; Œ) (√ 3 + i 1 − i

)_{30}

; Ç) (1 + cos ff + i sin ff)^k .

á2⋄2. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: Á) z^2 + (2i − 7)z + (13 − i) = 0 ; Â) z^3 = i ;

Œ) (z + 1)^n − (z − 1)^n = 0 ; Ç) (z + i)^n + (z − i)^n = 0 ; Ä) z = z^3 . á2⋄3. ðÕÓÔØ x = cos ’, y = sin ’. œÙÒÁÚÉÔÅ Re z, Im z, |z| É Arg z ÞÉÓÌÁ z = (x + iy)^n ÞÅÒÅÚ ’;

ÄÁÌÅÅ ŒÙÒÁÚÉÔÅ: Á) sin 5’ ÞÅÒÅÚ sin ’ ; Â) cos ( 2ß⧸5 ) É sin ( 4ß⧸5 ) Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.

á2⋄4^*. ðÕÓÔØ m ∈ N | ÎÅÞ-ÅÔÎÏ. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ sin mx⧸sin x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ sin^2 x.

îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ, ËÏÒÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: Á) sin(mx) sin x

= (−4)^{m−12} m−1 2∏ j=1 ( sin^2 x − sin^2 ( 2ßj⧸m )) ; Â) (−1)^{m−12} sin(mx) = 2^{m−1} m−1∏ j=0 sin ( x + 2ßj⧸m ) . á2⋄5. œÙÞÍÓÌÉÔÅ z^m + 1=z^m, ÅÓÌÉ z + 1=z = 2 cos `. á2⋄6. ëÕÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ z −→ z^2 É z −→ 1=z ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ:

Á) ÐÒÑÍÕÀ y = kx ; Â) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z + i| = 1 ; Œ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÕ ; Ç) ËÏÛÅÞËÕ Ó ÒÉÓ. 2.1 ?

á2⋄7. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÎÑ ËŒÁ-

ÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ŒÙ- ÒÁÖÁÀÔÓÑ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÞÅÒÅÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁ- ÓÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ?

òÉÓ. 2.1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÏÛÅÞËÁ

á2⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Á) ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ Â) s-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1.

á2⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) (n 0 ) + (n 4 ) + (n 8 ) + · · · ; Â) (n 1 ) + (n 5 ) + (n 9 ) + · · · ; Œ) (n 1 ) − 1 3 (n 5 ) + 1 9 (n 9 ) + · · · ; Ç) sin x + sin 2x + · · · + sin nx ;

Ä) sin^2 x + sin^2 3x + · · · + sin^2(2n − 1) ; Å) cos x + 2 cos 2x + · · · + n cos nx . á2⋄10. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÅ z_1; z_2; z_3 ∈ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÇÄÁ z_1 − z_3 z_2 − z_3

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ?

á2⋄11. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ z_1; z_2; z_3; z_4 ∈ C , ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (z_1 − z_3) : (z_2 − z_3) (z_1 − z_4) : (z_2 − z_4)

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ?

á2⋄12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z −→ (az + b)=(cz + d) (ÇÄÅ a; b; c; d ∈ C ) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ ÉÌÉ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ Œ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÇÌÙ.

á2⋄13. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ≠ −1 Ó |z| = 1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ z = 1 + ti 1 − ti

Ó t ∈ R?

, 2000 ., 1 , 1 . ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 3

üÌÅÍÅÎÔÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ

(ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ĂÓÏ ÚŒ-ÅÚÄÏÞËÏÊĄ ÓËÏÒÅÅ ÐÏÞ-ÅÔÎÏ, ÞÅÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ)

á3⋄1 (ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ A ¿ B (ÓÏÏÔŒ. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A, B Ó deg A ¿ deg B) ÐÏÌÏÖÉÍ E_1 = A, E_2 = B É E_˚ = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ E_{˚−2} ÎÁ E_{˚−1} ÐÒÉ ˚ = 3; 4; : : : . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ E_˚ (ÓÏÏÔŒ. deg E_˚ ) ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ E_{˚+1} ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ É ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ E_˚ ÒÁŒÅÎ îïä(A; B), Ô. Å. ÄÅÌÉÔ É A É B É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ A É B.

á3⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÏÏÔŒ. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ) A, B ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÓÏÏÔŒ. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ) a, b, ÞÔÏ aA + bB = îïä(A; B). ðÏÄÂÅÒÉÔÅ ÔÁËÉÅ a, b É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ îïä(A; B) ÄÌÑ Á) A = 1537, B = 1387 ; Â) A = x^5 − 1, B = x^4 + x^2 + 1 .

á3⋄3. ðÕÓÔØ m { ÌÀÂÏÊ, Á a, b { ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ; ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

Á) m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ab, ÅÓÌÉ m ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ a É ÎÁ b; Â) a ÄÅÌÉÔ m, ÅÓÌÉ a ÄÅÌÉÔ mb.

á3⋄4. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ k mod n ÏÂÒÁÔÉÍ Œ Z=nZ⇐⇒ îïä(n; k) = 1 Œ Z? á3⋄5. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ Z=4Z, Z=5Z, Z=6Z, Z=7ZÉ Z=8Z. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÌÅÃ ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ŒÓÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ, ŒÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ŒÓÅ ÎÉÌØÐÏ- ÔÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ.

òÅÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z^{resn} Z⧸nZ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ m ∈ Z Œ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ m mod n . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Œ ËÏÌØÃÅ Z, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ËÏÌØÃÅ Z=nZ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÌÅÞ-ÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ Z=nZËÏÎÅÞÎÏ, ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÉÎÏÇÄÁ ÒÅÚËÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÁÎÁÌÉÚ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ.

á3⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 15x^2 − 7y^2 = 9 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. á3⋄7. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ x^2 + y^2 + z^2 = 2xyz É 5x^3 + 11y^3 + 13z^3 = 0 . á3⋄8. ðÕÓÔØ p { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÔ ÌÉ Z=pZÐÏÌÅÍ? îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ x ∈ Z=pZ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x^2 = 1, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ Z=pZ.

á3⋄9 (ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÌØÓÏÎÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ p ⩾ 2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p − 1)! + 1 ≡ 0 ( mod p).

á3⋄10 (ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ m^{p−1} ≡ 1 mod p.

á3⋄11. ðÕÓÔØ p { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Œ Z=pZÉ ŒÓÅÇÄÁ ÌÉ Œ Z=pZÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 = −1.

á3⋄12. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÉÖÅ ÄŒÁ ËÏÌØÃÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÓÏÔÙ ˘(z) = |z|^2 É ÎÁÊÄÉÔÅ Œ ÎÉÈ ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

Á) ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Z[i]^{def}= { a + bi ∈ C | a; b ∈ Z} Â) Z[!]^{def}= {a + b! ∈ C | a; b ∈ Z; !^2 + ! + 1 = 0 } á3⋄13^*. òÁÚÌÏÖÉÔÅ 5 ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z[i]. ëÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ p ∈ Z ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ É Œ Z[i] ?

, 2000 ., 1 , 1 . ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 3^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ)

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔØ

á3^1_2 ⋄1. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = x^{(p−1)=2} ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ Z=pZ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p? œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ x ∈ Z=pZÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ËÏÇÄÁ x^{(p−1)=2} = 1 ?

á3^1_2 ⋄2 (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ). ðÕÓÔØ p ∈ N | ÐÒÏÓÔÏÅ. œÙÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ Z=pZÐÏÄÒÑÄ Œ ŒÉÄÅ: −(p − 1)⧸2 ; : : : ; −1 ; 0 ; 1 ; : : : ; (p − 1)⧸2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z=pZ, ËÏÇÄÁ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÐÉÓÉ Þ-ÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a;

Â) −1 ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z=pZÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p ≡ 1 (mod 4) ÉÌÉ p = 2; Œ) 2 ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z=pZÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p^2 − 1)=8 Þ-ÅÔÎÏ.

óÉÍŒÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ - ñËÏÂÉ. ðÕÓÔØ p { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ n∈ZÞÉÓÌÏ ( n p )_{def} = 0 , ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p , 1 , ÅÓÌÉ n mod p ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z⧸pZ, −1 , ÅÓÌÉ n mod p ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z⧸pZ.

á3^1_2 ⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ p ÓÉÍŒÏÌ ( n p ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ-

ÔÉŒÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ^1 ÞÉÓÌÁ n É ÞÔÏ p−1∑ n=1 ( n p ) = 0.

á3^1_2 ⋄4^*. óÏŒÐÁÄÁÀÔ ÌÉ ÚÎÁËÉ Õ ( m p ) É (p−1)=2∏

j=1 sin ( m · 2ßj⧸p ) sin ( 2ßj⧸p ) ? á3^1_2 ⋄5^* (ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p; q ( p q ) · ( q p ) = (−1)^{p−12 q−12} :

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÚÁÄ. á3^1_2 ⋄4, ÒÁÚÌÏÖÉŒ ŒÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÏŒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ ÚÁÄ. á2⋄4.

á3^1_2 ⋄6^*. îÁÊÄÉÔÅ ( 43 109 ) . á3^1_2 ⋄7^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ ZÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

Á) p ÐÅÒÅÓÔÁ-ÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ Œ Z[i];

Â) p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; Œ) −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ Z=pZ; Ç) p ≢ 3 mod 4.

á3^1_2 ⋄8^* (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÎÉ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ËÏÇÄÁ Œ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ŒÈÏÄÉÔ ÎÅÞ-ÅÔÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ 4k + 3.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØÀ ËÏÌÅÃ ZÉ Z[i] É ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ m = a^2+b^2 Œ ËÏÌØÃÅ ZÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ m = (a + ib)(a − ib) = zz Œ ËÏÌØÃÅ Z[i].

1ÆÕÎËÃÉÑ Z^f−−→ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, ÅÓÌÉ f(mn) = f(m)f(n) ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ îïä(m; n) = 1; ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÓÉÍŒÏÌÕ ìÅÖÁÎÄÒÁ - ñËÏÂÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ( mn p ) = ( m p ) · ( n p ) ÄÌÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m, n

, 2000 ., 1 , 1 . ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 4

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ É ÉÄÅÁÌÙ

á4⋄1. ðÕÓÔØ A^’−−→ B { ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ’(1) = 1? á ÅÓÌÉ Œ B ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ?

á4⋄2. îÁÊÄÉÔÅ: Á) ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÑ C , ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R , Â) ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÑ Q(^3 √ 2)^{def}= Q[x]=(x^3 − 2).

á4⋄3^∘. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ (0) É ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ?

á4⋄4 (ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ). éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ {n_1; n_2; : : : ; n_s} ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, Á ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ n. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌØÃÁ Z⧸nZ Ó ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÌÅÃ Z⧸n_1Z⊕ Z⧸n_2Z⊕ · · · ⊕ Z⧸n_sZ. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÏÓÔÁÔËÁÍÉ 1, 2, 3 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ 5, 6 É 7.

á4⋄5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f ∈ Q[x], ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÓÔÁÔËÉ 1 + x, 1 + x^3 É 1 + x^5 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 1 + x^2, 1 + x^4 É 1 + x^8 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

á4⋄6. òÅÛÉÔÅ Œ Z⧸360ZÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Á) x^2 = 1 Â) x^3 = 1 Œ) x^2 = 49 . á4⋄7. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ Q[x; y] É Z[x] ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ?

ðÒÏÓÔÏÔÁ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ. éÄÅÁÌ a ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ (ÓÏÏÔŒ. ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÙÍ), ÅÓÌÉ A=a ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ (ÓÏÏÔŒ. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÏÓÔÙ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌ (a) ÐÒÏÓÔ. üÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

á4⋄8. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ É ŒÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ k[[x]] ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

á4⋄9. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ∀ a; b p|ab ⇒ p|a ÉÌÉ p|b ? á4⋄10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÐÒÏÓÔÙ, Á ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. á4⋄11. îÁÊÄÉÔÅ Œ ËÏÌØÃÅ Z[ √ 5] ÎÅÐÒÏÓÔÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

á4⋄12. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ:

Á) ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ; Â) ∀ ÃÅÐÏÞËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I_1 ⊂ I_2 ⊂ · · · ∃ n : I_˚ = I_{˚+1} ÐÒÉ ˚ ⩾ n ; Œ) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ; Ç) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ?

á4⋄13. ðÕÓÔØ f; g ∈ Z[x] ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ±1. ëÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÆÁËÔÏÒ- ËÏÌØÃÏ Z[x]=(f; g) ?

á4⋄14^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÍ ÉÄÅÁÌÅ, ÏÔÌÉÞÎÏÍ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ.

á4⋄15. âÕÄÅÔ ÌÉ ÐÏÌÅÍ R[x]=(f(x)), ÅÓÌÉ Á) f = x^4 + 1 , Â) f = x^3 + 1 , Œ) f = x^2 + 3? á4⋄16. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÅ Z⧸pZ, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÞÅÒÅÚ F_p , É ÐÕÓÔØ f ∈ F_p [x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÆÁËÔÏÒÅ Fp [x]⧸(f) ? ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÐÏÌÅÍ?

á4⋄17. ðÕÓÔØ k | ÌÀÂÏÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏÅ) ÐÏÌÅ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Œ k[x] ? åÓÔØ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ?

á4⋄18^*. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅÃ ËÏÌØÃÁ Z[i] ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Á) 2 Â) 3 , É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÓËÏÌØËÏ Œ Î-ÅÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ?

á4⋄19^*. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ p ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÒÆÉÚÍ Z[i] Z=pZ?

, 2000 ., 1 , 1 . ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 4^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ)

ðÒÉÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÌÉÍÏÓÔØ

á4^1_2 ⋄1. œ ËÏÌØÃÅ Z[x] ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ: Á) t^4 + t + 1 , Â) t^5 + t^4 + t^2 + t + 2 , Œ) t^6 + t^3 + 1 , Ç) x^{p−1} + ::: + x + 1 ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ¿ 1.

æÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ Z ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’(n) ÆÕÎËÃÉÀ üÊÌÅÒÁ | ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ Z=nZ(Ô. Å. ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n ÞÉÓÅÌ k ∈ N, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n − 1).

á4^1_2 ⋄2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, É ÞÔÏ ÅÓÌÉ m = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ

Á) ’(m) = ’(p^{k1}_1 )’(p^{k2}_2 ) · · · ’(p^{kn}_n ) ; Â) ’(m) = m · ( 1 − 1 p_1 ) · · · · · ( 1 − 1 p_n ) . á4^1_2 ⋄3. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ’(m) = 10.

á4^1_2 ⋄4 (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ). œÙÑÓÎÉÔÅ, ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ Z=nZÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ a^{’(m)} ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ a ∈ Z=nZ.

æÕÎËÃÉÑ í-ÅÂÉÕÓÁ. ðÕÓÔØ m∈ZÒÁÚÌÏÖÅÎÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: m = p^{k1}_1 · · · ·· p^{kn}_n ; ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ í-ÅÂÉÕÓÁ ¯(m) ÎÁ ÞÉÓÌÅ m ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÎÏ 0, ÅÓÌÉ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ k_i ⩾ 2 (Ô. Å. ÅÓÌÉ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ), É ÒÁŒÎÏ (−1)^n, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ k_1; k_2; : : :; k_n ÒÁŒÎÙ 1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ m = 0 ÉÍÅÅÍ ¯(1)^{def}= 1.

á4^1_2 ⋄5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ¯(m) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ∑ d|n ¯(d) = { 1 ; ÐÒÉ n = 1 0 ; ÐÒÉ n ¿ 1 .

á4^1_2 ⋄6 (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ í-ÅÂÉÕÓÁ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ N^g C ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ∈ N ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ œ(n) = ∑ d|n g(d). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÀ g ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏ

ÆÕÎËÃÉÉ œ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÏÒÍÕÌÙ g(n) = ∑ d|n ¯(n=d)œ(d).

á4^1_2 ⋄7. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ m ∈ N ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ∑ d|m ’(d).

ëÒÕÇÏŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ı ∈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÉÑ z^n = 1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ı. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f_n(x)^{def}= ∏ ı (x−ı) ∈ C [x],

ÇÄÅ ı ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÙÍ ËÒÕÇÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏÍ.

á4^1_2 ⋄8. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ? á4^1_2 ⋄9. ðÒÁŒÄÁ ÌÉ, ÞÔÏ x^n − 1 = ∏ d|n f_d(x) ? éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ

í-ÅÂÉÕÓÁ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_n(x) = ∏ d|n (x^{n=d} − 1)^{¯(d)}.

á4^1_2 ⋄10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ∈ N n-ÔÙÊ ËÒÕÇÏŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_n ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ’(n), ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Z.

á4^1_2 ⋄11. ðÕÓÔØ p ∈ N { ÐÒÏÓÔÏÅ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) f_{2n}(x) = f_n(−x) ÐÒÉ ÎÅÞ-ÅÔÎÏÍ n ;

Â) f_p(x) = x^{p−1} + · · · + x + 1 ; Œ) f_pk (x) = f_p ( x^{pk−1} ) Ç) f_{pm}(x) = f_m (x^p) f_m(x)

ÐÒÉ p ̸| m .

á4^1_2 ⋄12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n (p_i | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ), ÔÏ

f_m(x) = f_{p1p2···pn} ( x^{pk1−11 ···pkn −1n} ) :

ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ. ðÕÓÔØ a { ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ Z=nZ. îÁÚÏŒ-ÅÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ŒÙÞÅÔÁ a ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a^k = 1. üÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏ- ÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n , ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ŒÙÞÅÔÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ.

á4^1_2 ⋄13. ðÕÓÔØ ÐÏÒÑÄËÉ k_1; k_2; : : : ; k_n ŒÙÞÅÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄÏË ŒÙÞÅÔÁ a = a_1 · · · · · a_n ?

á4^1_2 ⋄14. ðÕÓÔØ ŒÙÞÅÔÙ ÐÏÒÑÄËÏŒ k É l ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ŒÙÞÅÔ ÐÏÒÑÄËÁ îïë (k; l) ? á4^1_2 ⋄15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ŒÙÞÅÔÁ ÐÏÒÑÄËÁ ’(n). ðÏ ÌÀÂÏÍÕ ÌÉ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?

á4^1_2 ⋄16^*. ðÕÓÔØ % | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p ¿ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ # ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (% + p#)^{p−1} ≡ 1 mod p , ÎÏ (% + p#)^{p−1} ≢ 1 mod p^2 . œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ % + p# ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p^k ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ∈ N?

á4^1_2 ⋄17^*. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ mod 2 p^k ∀ k ∈ N É ÐÒÏÓÔÏÇÏ p. á4^1_2 ⋄18. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 21?

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ í-ÅÂÉÕÓÁ

ÞÕÍÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ P , ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ- ÍÉ: (1) (x ⩽ y & y ⩽ x) ⇔ (x = y); (2) (x ⩽ y & y ⩽ z) ⇒ (x ⩽ z) :

ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ (ÓÏËÒÁÝ-ÅÎÎÏ ÞÕÍÏÍ). ÞÕÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ P × P ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [x; y]^{def}= { z | x ⩽ z ⩽ y } { ËÏÎÅÞÎÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ %(x; y) : P × P C , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ %(x; y) = 0 ÐÒÉ x ¿ y, Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ

[%_1 + %_2] (x; y)^{def}= %_1(x; y) + %_2(x; y) É [%_1 ? %_2] (x; y)^{def}= ∑ x⩽z⩽y r_1(x; z)r_2(z; y)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÇÅÂÒÏÊ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÕÍÁ P É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A(P ).

á4^1_2 ⋄19. âÕÄÅÔ ÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÕÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: Á) ZÓ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ n|m.

Â) ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ X ⊆ Y ; Œ) ŒÅÒÛÉÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (x ⩽ y ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ ÉÚ x Œ y);

á4^1_2 ⋄20. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ A(P ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ) ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ %(x; y) ∈ A(P ) ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ %(x; x) ≠ 0 ∀ x ∈ P .

ïÂÒÁÝÅÎÉÅ í-ÅÂÉÕÓÁ. æÕÎËÃÉÑ ı(x; y)^{def}= { 1 ; ÐÒÉ x ⩽ y 0 ; ÐÒÉ x ¿ y

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ

(ÉÌÉ ı-ÆÕÎËÃÉÅÊ), Á ÆÕÎËÃÉÑ ¯(x; y), ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ı(x; y) Œ A(P ), | ÆÕÎËÃÉÅÊ íÅÂÉÕÓÁ ÞÕÍÁ P .

á4^1_2 ⋄21. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: Á) ¯(x; y) = − ∑ x⩽z¡y

¯(x; z) ; Â) ¯(x; y) = − ∑ x¡z⩽y

¯(z; y) .

á4^1_2 ⋄22. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ íÅÂÉÕÓÁ ÄÌÑ Z Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x|y, ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÄÁÎÎÏÇÏ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ.

á4^1_2 ⋄23 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ P^g C ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÓÕÍÍ œ(x) = ∑ y¡x g(y). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ g ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ œ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(x) = ∑ y¡x œ(y)¯(y; x) ?

2