áìçåâòá 2000/2001 I óåíåóôò

æ.úÁË, á.éÎÛÁËÏŒ, á.ïÂÌÏÍËÏŒ, ó.äÏÒÉÞÅÎËÏ, ï.ëÁÒÐÅÎËÏŒ

ìÉÓÔÏË 1

úÁÄÁÞÁ 1.1. ëÏÇÄÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1 × : : : × V_k → W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚ ⨁ i V_i Œ W É ÎÁÏÂÏÒÏÔ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ V_1 × : : : × V_k → W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÁÂÏÒÅ (v_1; : : : ; v_k) ∈ V_1 × : : : × V_k ŒÓÅ v_i ÏÔ- ÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ V_1; V_2; : : : ; V_k | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ F. ôÏÇÄÁ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_1; : : : ; V_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÇÏ ÞÅÒÅÚ V_1 ⊗ V_2 ⊗ : : : ⊗ V_k É ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : V_1 × V_2 × : : : × V_k → V_1 ⊗ V_2 ⊗ : : : ⊗ V_k ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W É ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ : V_1 × V_2 × : : : × V_k → W ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ fl : V_1 ⊗ V_2 ⊗ : : : ⊗ V_k → W , = fl ∘ ’.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. äÏËÁÖÉÔÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÏÅ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U, ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÏÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ v_1 · : : :· v_k (v_i ∈ V_i). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E ⊂ U, ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ŒÉÄÁ

v_1 · : : : · (˘v^′_i + ¯v^{′′}_i ) · : : : · v_k − ˘v_1 · : : : · v^′_i · : : : · v_k − ¯v_1 · : : : · v^{′′}_i · : : : · v_k:

ðÏÌÏÖÉÍ P = U=E. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ V_1 × : : : × V_k ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (v_1; : : : ; v_k) → v_1 · : : : · v_k (mod E).

úÁÄÁÞÁ 1.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ïÐÉÛÉÔÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓÈÏÄ- ÎÕÀ Ó ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; : : : ; e_d ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ⟨e_i⟩⊗W ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W , É ÓÕÍÍÁ ⟨e_1⟩⊗W +: : :+⟨e_d⟩⊗W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ⟨e_1; : : : ; e_d⟩ ⊗ W . 1

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. îÁÊÄÉÔÅ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1 ⊗V_2 ⊗: : :⊗V_k, ÚÎÁÑ ÂÁÚÉÓÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_1; V_2; : : : ; V_k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. îÁÊÄÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ V^∗ ⊗ W É Hom(V; W ).

úÁÄÁÞÁ 1.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

(1) (V_1 ⊕ V_2) ⊗ W = (V_1 ⊗ W ) ⊕ (V_2 ⊗ W ); (2) (V_1 ⊗ V_2) ⊗ V_3 = V_1 ⊗ (V_2 ⊗ V_3) = V_1 ⊗ V_2 ⊗ V_3.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. œÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ’(V_1 × V_2 × : : : × V_k) ⊂ V_1 ⊗ V_2 ⊗ : : :⊗V_k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ’((v_1; : : : ; v_k)) = v_1 ⊗: : :⊗v_k, v_i ∈ V_i.

úÁÄÁÞÁ 1.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ v ⊗ w = v^′ ⊗ w^′ ≠ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v = ˘v^′ É w^′ = ˘w.

úÁÄÁÞÁ 1.12. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1 ⊗V_2 ⊗: : :⊗V_k ÒÁÚÌÏÖÉÍÙ?

úÁÄÁÞÁ 1.13. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø ÉÚ V^∗_1 × : : : × V^∗_k Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V_1 × : : : × V_k, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÁÂÏÒ (¸_1; : : : ; ¸_k) Œ ÆÏÒÍÕ (v_1; : : : ; v_k) → ¸_1(v_1) : : : ¸_k(v_k ). üÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!) ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ V^∗_1 ⊗ : : : ⊗ V^∗_k Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V_1 × : : :× V_k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ V_1; V_2; : : : ; V_k; W_1; W_2; : : : ; W_k | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, A_i : V_i → W_i | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ A_1 ×: : :×A_k : V_1 ×: : :×V_k → W_1 ×: : :×W_k. ïÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÏÄÏÌÖÁ- ÅÔÓÑ ÄÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V_1 × : : : × V_k → W_1 ⊗ : : : ⊗ W_k. äÌÑ ÐÏÓÌÅÄ- ÎÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V_1⊗V_2⊗: : :⊗V_k → W_1⊗: : :⊗W_k. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A_1 ⊗A_2 ⊗: : :⊗A_k É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A_1; : : : ; A_k.

úÁÄÁÞÁ 1.14. ðÕÓÔØ V_1; V_2 | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, dim V_i = n_i, A_i : V_i → V_i | ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, i = 1; 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A_1 ⊗ A_2 = (det A_1)^{n2} (det A_2)^{n1} .

úÁÄÁÞÁ 1.15. ðÕÓÔØ A_i: V_i → W_i (i = 1; 2){ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

(1) Im(A_1 ⊗ A_2) = (Im A_1) ⊗ (Im A_2); (2) Im(A_1 ⊗ A_2) = (Im A_1 ⊗ W_2) ∩ (W_1 ⊗ Im A_2); (3) Ker(A_1 ⊗ A_2) = Ker A_1 ⊗ V_2 + V_1 ⊗ Ker A_2.

úÁÄÁÞÁ 1.16. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

Hom(U_1; U_2) ⊗ Hom(V_1; V_2) ≃ U^∗_1 ⊗ U_2 ⊗ V^∗_1 ⊗ V_2 ≃ (U_1 ⊗ V_1)^∗ ⊗ (U_2 ⊗ V_2) ≃

≃ Hom(U_1 ⊗ V_1; U_2 ⊗ V_2);

ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f : U_1 → V_1 É g : U_2 → V_2 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÍ ÔÅÎÚÏÒÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (V^∗)^{⊗l} ⊗ V^{⊗k} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÅÎ- ÚÏÒÁÍÉ ÔÉÐÁ (l; k).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.17. ðÕÓÔØ A = (a^j_i ) | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ëÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÔÉÐÁ (k; l) ÐÒÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ A^{⊗k}⊗(A^∗)^{⊗l}?

úÁÄÁÞÁ 1.18. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÔÉÐÁ (n; k), ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÎÚÏÒ ffi^j_i ÔÁËÏŒ).

úÁÄÁÞÁ 1.19. ðÕÓÔØ V { ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐpÏÓÔpÁÎÓÔŒÏ, É V^∗ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂpÁ- ÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÏ Ó V (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A = E − 2a ⊗ a, ÇÄÅ a | ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ {x|(x; a) = 0}.

úÁÄÁÞÁ 1.20. ðÕÓÔØ œ | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ f_œ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{⊗k} ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ: f_œ(v_1 ⊗ : : : ⊗ v_k) = v_{œ(1)} ⊗ : : : ⊗ v_{œ(k)}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÔÓÑ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{⊗k}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ôÅÎÚÏÒ w ∈ V^{⊗k} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ (ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ œ f_œ(w) = w (f_œ (w) = −w). ðÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ) ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅ- ÒÅÚ S^kV (~^kV ). üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^kV ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ k-ŒÅËÔÏÒÁÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.21. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅËÉÈ) ÔÅÎÚÏÒÏŒ, ÓÈÏÄÎÕÀ Ó ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ char F = 0. ïÐÅÒÁÔÏÒ S =^1_{k!} ∑ œ f_œ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A =^1_{k!} ∑ œ(−1)^{sgn(œ)}f_œ | ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ ÉÌÉ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.22. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

(1) S : V^{⊗k} → S^kV ; (2) A : V^{⊗k} → ~^kV ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.23. îÁÊÄÉÔÅ dim S^kV , dim ~^kV .

úÁÄÁÞÁ 1.24. ðÒÉ ËÁËÉÈ k V^{⊗k} = S^kV ⊕ ~^kV ?

úÁÄÁÞÁ 1.25. ðÕÓÔØ t ∈ V^∗ ⊗ V^∗{ ÔÅÎÚÏp ÔÉÐÁ (0; 2), ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: t(v; u) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ t(u; v) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ t | ÌÉÂÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ, ÌÉÂÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÐÏ ÐÅÒŒÙÍ ÄŒÕÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ É ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÐÏ ÄŒÕÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎ- ÔÁÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 1.27. ðÕÓÔØ A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÎÏ ÉÎÄÕÃÉ- ÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~^iA : ~^iV → ~^iV . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(˘A + E) = 1 + ∑ i=1 ˘^i tr(~^iA), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ tr B ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ B.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ !_1 ∈ ~^kV , !_2 ∈ ~^lV . ðÏÌÏÖÉÍ !_1 ∧!_2 = A(!_1 ⊗!_2). ïÐÅÒÁÃÉÑ ∧ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.28. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. œÙÒÁÚÉÔÅ !_2 ∧ !_1 ÞÅÒÅÚ !_1 ∧ !_2.

úÁÄÁÞÁ 1.29. ðÕÓÔØ B | ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_n. ëÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ √ det(B)e^∗_1 ∧ : : : ∧ e^∗_n ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ (ÓÒÁŒÎÉÔÅ Ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ ÔÉÐÁ (0; n))?

úÁÄÁÞÁ 1.30. ðÕÓÔØ B | ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÓÏÓÉÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_n. TÏÇÄÁ ! ∧ : : : ∧ ! = Pf(B)e^∗_1 ∧ : : : ∧ e^∗_n, ÇÄÅ 2! = ∑ i;j b_{ij} e^∗_i ∧ e^∗_j , Pf(B) = √ det B | ÐÆÁÆÆÉÁÎ ÍÁÔÒÉÃÙ B (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.43 ÚÁ ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ).

úÁÄÁÞÁ 1.31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S(x_1 ⊗ : : : ⊗ x_k) = S(y_1 ⊗ : : : ⊗ y_k), ÔÏ ⟨x_1; : : : ; x_k⟩ = ⟨y_1 : : : ; y_k⟩.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.32. ðÕÓÔØ V - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, x_1; : : : ; x_k ∈ V . äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x_1 ∧ : : : ∧ x_k = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ dim(⟨x_1; : : : ; x_k⟩) ¡ k.

úÁÄÁÞÁ 1.33. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x_1 ∧ : : : ∧ x_k = ˘y_1 ∧ : : : ∧ y_k ≠ 0 (˘ ∈ F | ÓËÁÌÑÒ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ⟨x_1; : : : ; x_k⟩ = ⟨y_1; : : : ; y_k⟩.

éÔÁË, ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ k-ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ Œ V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. íÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ (ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ) ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ N-ÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ (ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÉÁÎÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Gras(N; k) (G(N; k)).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ Gras(N; k) (G(N − 1; k − 1)) Ó ÐÒÏÅËÔÉ- ŒÉÚÁÃÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ k-ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^kC^N , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, Á ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^kC^N , ÐÅÒÅÎÅÓ-ÅÎÎÙÅ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ.

äÁÌÅÅ ŒÅÚÄÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÉÁÎÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.34. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ: Gras(N; k), G(N − 1; k − 1), Gras(N; N − k), G(N − 1; N − k − 1).

úÁÄÁÞÁ 1.35. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ G(N; k).

äÁÌÅÅ ÍÙ ŒÙŒÅÄÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ !_{i1 ;::: ;ik} , Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ ˙ = ∑ i !_ie_i, ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ i = i_1 ¡ · · · ¡ i_k | ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÙÊ ÐÏÌÉÉÎÄÅËÓ.

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ k-ŒÅËÔÏÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓŒÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k. óÉÍŒÏÌÏÍ [˙] ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÍÕ k-ŒÅËÔÏÒÕ ˙.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.36. ðÕÓÔØ u ∈ V É u ∧ ˙ = 0, ˙ ∈ ~^kV . ôÏÇÄÁ ˙ = u ∧ ˙^′, ˙^′ ∈ ~^{k−1}V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.37. ðÕÓÔØ k-ŒÅËÔÏÒ ˙ ÒÁÚÌÏÖÉÍ. ôÏÇÄÁ v ∈ [˙] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v ∧ ˙ = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.38. ðÕÓÔØ ˙ ∈ ~^{n−1}V , dim V = n. ôÏÇÄÁ ˙ ÒÁÚÌÏÖÉÍ.

œŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.10. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏŒÅËÔÏÒÁ v^∗ ∈ V^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏŒÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ i(v^∗) : ~^kV → ~^{k−1}V , ÔÁËÉÍ ÞÔÏ ⟨i(v^∗)˙; ^⟩ = ⟨˙; v^∗ ∧ ^⟩ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ^ ∈ ~^{k−1}V^∗.

œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ É ÄÁÌÅÅ ⟨u; w⟩ | ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÐÁÒÉ- ŒÁÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ É ËÏŒÅËÔÏÒÁ.

ëÁÖÄÏÍÕ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÕ ˙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ˙^⊥ = Ann({v^∗ ∈ V^∗|i(v^∗)˙ = 0}), ˙^′ = {v ∈ V |v ∧ ˙ = 0}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.39. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim ˙^′ ≤ k, ÇÄÅ ˙ ∈ ~^kV .

ôÅÏÒÅÍÁ ˙^⊥ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ V ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ˙ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~^k˙^⊥ → ~^kV .

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ Œ V ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓ: w_1; : : : ; w_l; u_{l+1}; : : : ; u_n, ⟨w_1; : : : ; w_2⟩ = ˙^⊥; w^∗_1; : : : ; w^∗_l ; u^∗_{l+1}; : : : ; u^∗_n | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ⟨u^∗_{l+1}; : : : ; u^∗_n⟩ ÜÔÏ Ann(˙^⊥). ðÕÓÔØ U = ⟨u_{l+1}; : : : ; u_n⟩, ÔÏÇÄÁ V = U ⊕ ˙^⊥ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:

~^kV = ⊕_{i=0}~^iU ∧ ~^{k−i}˙^⊥:

íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˙ ÌÅÖÉÔ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ. ðÕÓÔØ ^˙ = ∑ ˙_ff ∧ u_ff | ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ˙ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ~^kV . ôÁË ËÁË

i(u^∗_ff) : ~^iU ∧ ~^{k−i}˙^⊥ → ~^{i−1}U ∧ ~^{k−i}˙^⊥;

ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ i(u^∗_ff)˙ = 0 ŒÌÅÞÅÔ ÕÓÌÏŒÉÅ i(u^∗_ff) ^˙ = ˙_ff = 0; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ^˙ = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Œ ~^iU ∧ ~^{k−i}˙^⊥ (i ¿ 1) ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁ ˙ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØ. åÓÌÉ W^′ ⊂ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ˙ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~^kW^′ → ~^kV , ÔÏ Ann(W^′) ⊂ Ann(˙^⊥), Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˙^⊥ ⊂ W^′.

úÁÄÁÞÁ 1.41. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ ˙ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ˙^⊥ = ˙^′.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉ- ÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ÐÌÀËÅÒÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ŒÙÛÅ ÞÅÍ 2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÍ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ˙^⊥.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.11. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁ ¨ ∈ ~^{k−1}V^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i(¨) : ~^kV → V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ⟨i(¨)(˙); v^∗ ⟩ = ⟨˙; v^∗ ∧ ¨⟩ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v^∗ ∈ V^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ_� : ~^{k−1}V^∗ → V : Œ_�(¨) = i(¨)(˙).

úÁÄÁÞÁ 1.42. ˙^⊥ = Im Œ_� (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Œ_� É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÏÂÒÁÚÁ Œ_� ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ).

úÁÄÁÞÁ 1.43. ˙ ÒÁÚÌÏÖÉÍ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ i(¨)(˙) ∧ ˙ = 0, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¨ ∈ ~^{k−1}V^∗.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.44. ðÕÓÔØ ˙ ∈ ~^2V . ôÏÇÄÁ ˙ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˙ ∧ ˙ = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.45. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G(3; 1) ⊂ P^5 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉ- ËÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.46. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Œ ÂÏ- ÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒ-ÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.47. ðÕÓÔØ z ∈ P^3 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ, L ⊂ P^3 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÕÓÔØ ˙(z) ⊂ G(3; 1) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ z, ˙(L) ⊂ G(1; 3) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ L.

(1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙(z) É ˙(L) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ. (2) ïÐÉÛÉÔÅ, ËÁË ÜÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

(3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P^2 ⊂ G(3; 1) | ÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ, ÔÏ ÌÉÂÏ P^2 = ˙(z) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ z ∈ P^3, ÌÉÂÏ P^2 = ˙(L) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ L ⊂ P^3.

úÁÄÁÞÁ 1.48. þÅÍÕ ÎÁ G(3; 1) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ-ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Œ P^3?

úÁÄÁÞÁ 1.49. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ ˙ ⊂ ~^pV | ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ p- ŒÅËÔÏÒÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ [˙] ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÅ (p − 1)- ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ (p + 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

úÁÄÁÞÁ 1.50. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, x_1; : : : ; x_p; y_1; : : : ; y_p ∈ V , ÔÅÎÚÏÒÙ z_1 = x_1∧: : :∧x_p É z_2 = y_1 ∧: : :∧y_p ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, X = ⟨x_1; : : : ; x_p⟩ É Y = ⟨y_1; : : : ; y_p⟩. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ p-ŒÅËÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ⟨z_1; z_2⟩ ⊂ ~^pV ÒÁÚÌÏÖÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ dim(X ∩ Y ) = p − 1.

úÁÄÁÞÁ 1.51. ðÕÓÔØ ff_1; ff_2 ∈ G(N; p), p ≥^N_2 , L_1; L_2 ⊂ P^N | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÐÉÛÉÔÅ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÔÏÞËÉ ff_1; ff_2 ÔÏÇÏ, ÞÔÏ dim L_1 ∩ dim L_2 = k.

úÁÄÁÞÁ 1.52. ðÕÓÔØ ˙ ∈ ~^2V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ˙ = ˙_1 + : : : + ˙_k, ÇÄÅ ÂÉŒÅËÔÏÒÁ ˙_i ÓÕÔØ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÉ ÒÁÚÌÏ- ÖÉÍÙÈ, ÔÏ ˙^{∧(k+1)} = 0, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

úÁÄÁÞÁ 1.53. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ (ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ Œ G(N; k).

úÁÄÁÞÁ 1.54. ðÕÓÔØ H ⊂ P^{n(n+1)2 −1} | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, z ∈ P^n. ðÕÓÔØ ˙_H (z) ⊂ G(1; n) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ ÉÚ G(1; n) ∩ H, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ z. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙_H (z) = ˙(z; P^k_z), ÇÄÅ k = n; n−1 É ˙(z; P^k_z) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ z É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ P^k_z.

(2) ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C_H ÔÏÞÅË z ∈ P^N ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ˙_H(z) = ˙(z; P^n).

äÏËÁÖÉÔÅ Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ Þ-ÅÔÎÏÍ n C_H ≠ ∅, Á ÐÒÉ ÎÅÞ-ÅÔÎÏÍ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H, ÞÔÏ C_H = ∅.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.12. íÎÏÖÅÓÔŒÏ G(n; 1)∩H ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÐÒÑÍÙÈ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C_H | ÃÅÎÔÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ.