áìçåâòá 2000/2001 I óåíåóôò

. , . , . , . , .

ìÉÓÔÏË 3

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ; Â) ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ k[X] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ k[X] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ k(X) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X.

úÁÄÁÞÁ 3.2. ðÕÓÔØ X ⊂ A^2 | ÐÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y^2 − x^3 = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ’(x) + (x) · y, ÇÄÅ ’(x); (x) ∈ k(x). ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ ÎÁ X?

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙ- ÓÌÅ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏ- ÌÑÅÔ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (Ô.Å. ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÕÓÔØ x ∈ X, É ÐÕÓÔØ ’ ∈ k(X) | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. æÕÎËÃÉÑ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x, ÅÓÌÉ ’ =^f_g , ÇÄÅ f; g ∈ k[X] É g(x) ≠ 0.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ X, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ X Œ ÔÏÞËÅ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O_{X;x} ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ O_x.

æÕÎËÃÉÑ ’ ∈ k(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ X, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ’ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ’.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ’ ÎÅÐÕÓÔÁ É ÏÔËÒÙÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^y_x ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0) ÎÁ ÐÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y^2 − x^3 = 0, É ÄÅËÁÒÔÏŒÏÍ ÌÉÓÔÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y^2 − x^2 − x^3 = 0 Œ A^2 .

úÁÄÁÞÁ 3.5. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ A^2 . 1

úÁÄÁÞÁ 3.6. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ^z_x ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ ËÏ- ÎÕÓÅ X, ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ z^2 − xy = 0 Œ A^3 . éÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÊÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÄÁÞÉ 2.36 Â).

úÁÄÁÞÁ 3.7. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ ’ ∈ k(X) | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ X (Ô.Å. ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ’ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ X). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’ ∈ k[X].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÔ- ËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ U = U_f = {x ∈ X | f(x) ≠ 0}, ÇÄÅ f ∈ k[X] | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 3.8. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ, É ÐÕÓÔØ V ⊂ Y | ÇÌÁŒÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U = f^{−1}(V ) | ÇÌÁŒÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {U_ff}, U_ff ⊂ X ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÁŒÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X (ÐÒÉ ÜÔÏÍ, Œ ÓÉÌÕ Î-ÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ, ËÁÖÄÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÌÁŒÎÙÈ).

úÁÄÁÞÁ 3.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÁŒÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_f ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÓÁÍÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 3.11. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ k[X]. îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÍ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U_f . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. òÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : X A^n ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ’ = (’_1; : : : ; ’_n), ’_i ∈ k(X), i = 1; : : : ; n.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ X, ÅÓÌÉ ’_i ∈ O_x, i = 1; : : : ; n; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ ’(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ x.

åÓÌÉ Y ⊂ A^n | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É ’(x) ∈ Y ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ’ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ X Œ Y .

úÁÄÁÞÁ 3.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : X Y ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÁÒ (U; ’_U ), ÇÄÅ U ⊂ X | ÐÌÏÔ- ÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏ úÁÒÉÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ’_U : U → Y | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÉÞ-ÅÍ (U; ’_U ) ∼ (V; ’_V ), ÅÓÌÉ ’_U | |_{U∩V} = ’_V | |_{U∩V} .

úÁÄÁÞÁ 3.13. ðÕÓÔØ X É Y | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, É ÐÕÓÔØ V ⊂ X É W ⊂ Y | ÐÌÏÔÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(X; Y ) (ÓÏÏÔŒ. R(V; Y ), ÓÏÏÔŒ. R(X; W )) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ ÉÈ X Œ Y (ÓÏÏÔŒ. ÉÚ V Œ Y , ÓÏÏÔŒ. ÉÚ X Œ W ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ R(X; Y ) → R(V; Y ) É R(X; W ) → R(X; Y ) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ.

ðÕÓÔØ ’ : X Y | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ’(X) = Y , Ô.Å. ’(X) ÐÌÏÔÎÏ Œ Y (ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’^∗ : k(Y ) ,→ k(X).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ ’ : X Y | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏ- ÍÉÎÁÎÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏ- ÍÉÎÁÎÔÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : Y X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ∘ ’ = Id_X, ’ ∘ = Id_Y (ËÁË ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É Y ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.

áÆÆÉÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ A^n , ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 3.14. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ char k ≠ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Œ A^n , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2_1 + · · · + x^2_r − 1 = 0, ÇÄÅ 1 ≤ r ≤ n, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ A^i ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ i.

úÁÄÁÞÁ 3.15. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ char k ≠ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÕ- ÂÉËÁ Œ A^3 , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2_1 + x^2 + x^2_3 = 1, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ (ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ A^2 ), ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ A^2 . éÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ X A^2 .

úÁÄÁÞÁ 3.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : X A^1 , ’(x; y) =^y_x , ÇÄÅ X | ÐÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÉÌÉ ÄÅËÁÒÔÏŒ ÌÉÓÔ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2.42), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉ- ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. éÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÊÔÅ ÜÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ. úÁÄÁÊÔÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’^{−1} É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÌÏÓËÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

úÁÄÁÞÁ 3.18. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ a ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÚÁÄÁÎ- ÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^a + y^a − 1 = 0?

úÁÄÁÞÁ 3.19. ðÕÓÔØ X É Y | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) X É Y ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ; Â) k(X) ≃ k(Y );

Œ) óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X É V ⊂ Y , ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

ðÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÇÉÐÅÒÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.20. ðÕÓÔØ X ⊂ A^n | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ß : X A^m ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Y = ß(X) ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔØ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.20) É ß : X Y ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ (ÚÁÄÁÞÁ 4.7 ÚÁ ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1999 ÇÏÄÁ). ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

ðÕÓÔØ ’ : X Y | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É ÐÕÓÔØ U ⊂ X | ÐÌÏÔÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ’ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ `_’ = `^U_’ , ÇÄÅ `^U_’ = {(x; y) | x ∈ U; y = ’(x)}, Á ÞÅÒÔÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ p : X × Y → X É q : X × Y → Y | ÐÒÏÅËÃÉÉ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ `^U_’ (ÓÏÏÔŒ. `_’) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’_U = ’ | |_U (ÓÏÏÔŒ. ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’).

úÁÄÁÞÁ 3.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ `^U_’ | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ U ×Y , ÐÒÉÞ-ÅÍ p^U_� = p | �^U_’ (ÓÏÏÔŒ. p� = p | �_’ ) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÏÏÔŒ. ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ), ’ | U = q ∘ (p^U_� )^{−1}, ’ = q ∘ (p_�)^{−1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÏÏÔŒ. ËÁÖÄÏÅ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (ÓÏÏÔŒ. ÂÉ- ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ).

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

úÁÄÁÞÁ 3.22. ðÕÓÔØ ’ : X Y | ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ k(X) : k(Y ) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ d ([k(X) : k(Y )] = d);

Â) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÌÏÔÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏ úÁÒÉÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ Y ÔÁ- ËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ y ∈ V ÓÌÏÊ ’^{−1}(y) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË r.

ðÒÉ ÜÔÏÍ r ≤ d, Á ÅÓÌÉ char k = 0, ÔÏ r = d.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. þÉÓÌÏ d Œ ÚÁÄÁÞÅ 3.22 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg ’.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÉÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.23. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄŒÕÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.23. ðÕÓÔØ X ⊂ A^n | ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ d, É ÐÕÓÔØ ß : A^n → A^{n−1} | ÏÂÝÅÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ (Ô.Å. ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ĂÏÂÝÉÊĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÌÏÔÎÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏ úÁÒÉÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg ß | |_X = d.

úÁÄÁÞÁ 3.24. ðÕÓÔØ X ⊂ A^2 | ÐÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÉÌÉ ÄÅËÁÒÔÏŒ ÌÉÓÔ, Á ß_z : X A^1 | ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ z ∈ A^2 . œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ß_z Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒ-ÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:

Á) z =∈ X;

Â) z ∈ (X \ o), ÇÄÅ o | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; Œ) z = o.

úÁÄÁÞÁ 3.25. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ X, ÐÒÉÞ-ÅÍ char k |̸ |G|. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ X → X=G.

úÁÄÁÞÁ 3.26. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (7) Œ ÌÉÓÔ- ËÅ 2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.27. ðÕÓÔØ X; Y | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÌÏÓËÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ, É ÐÕÓÔØ ’ : X Y | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ’(X) | ÔÏÞËÁ, ÌÉÂÏ ’ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏ É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ d ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏÉ ’ ÓÏÓÔÏÑÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÉÚ d ÔÏÞÅË É ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ | ÒÏŒÎÏ ÉÚ d ÔÏÞÅË. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÏ d?

ôÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÐÏÎÉÍÁÌÏÓØ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ A^n , ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÍ (Ô.Å. ŒÓÅÍ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏ úÁÒÉÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÏŒ t_1; : : : ; t_n ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ ÔÏÞËÁ ’(t_1; : : : ; t_n) ∈ X. íÙ ŒÉÄÅÌÉ (ÓÍ. ÎÁÐÒ. ÚÁÄÁÞÕ 3.18), ÞÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ. åÓÌÉ ÏÎÁ ŒÓ-Å ÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ŒÄÏÂÁŒÏË ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÙÍÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.28. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ ÏÔ ÔÒ-ÅÈ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ x; y; z:

Á) x^2 + y^2 = z^2; Â) x^3 = y^2z;

Œ) x^3 + x^2z = y^2z.

ðÏ ÓÕÔÉ, ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÂÙÌÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÌÏ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : A^n X.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. áÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : A^n X.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ŒÓÑËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÕÎÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ. äÏÌÇÏÅ ŒÒÅÍÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Ô.Å. ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : A^n X ÓÔÅÐÅÎÉ d ¿ 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÂÉ- ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : A^n X (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ- ÚÁÃÉÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ). üÔÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÂÙÌÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÁŒÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ËÒÉŒÙÈ É ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁŒÎÏ ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅŒÅÒÎÁ ÕÖÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Œ A^4 .

úÁÄÁÞÁ 3.29 (ôÅÏÒÅÍÁ ìÀÒÏÔÁ). ðÕÓÔØ ’ : A^1 C | ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ C ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ A^1 . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ k ⊂ k(C) ⊂ k(T ), ÔÏ k(C) = k(u), ÇÄÅ u ∈ k(C) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. óÔÅÐÅÎØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ tr (k(X)=k) (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 4 ÚÁ ÐÒÏÛÌÙÊ ÇÏÄ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dim X.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, dim X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÅÊ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ dim X = 1, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÒÉŒÙÍÉ, Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ Ó dim X = 2 | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 3.30. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) dim A^n = n;

Â) íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ dim X = 0;

Œ) dim X × Y = dim X + dim Y .

úÁÄÁÞÁ 3.31.

Á) ðÕÓÔØ Y | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

ôÏÇÄÁ dim Y ≤ dim X;

Â) åÓÌÉ, Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ Á), Y ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ É dim Y = dim X, ÔÏ Y | ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ X.

úÁÄÁÞÁ 3.32. ðÕÓÔØ X ⊂ A^n | ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim X = n − 1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ X ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n − 1.

úÁÄÁÞÁ 3.33. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ X ⊂ A^n | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ŒÓÅ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÄÉÎ (ÅÓÌÉ Y ⊂ Z | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ Y Œ Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ codim_Z Y = dim Z − dim Y ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ (Ô.Å. ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ).

úÁÄÁÞÁ 3.32 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 3.34. ðÕÓÔØ X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÕÓÔØ f ∈ k[X], É ÐÕÓÔØ Y ⊂ X | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f = 0. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ Y = ∅, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Y ÉÍÅÀÔ Œ X ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÄÉÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.35. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3.33 ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ? ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ Z ⊂ A^n | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á X ⊂ Z | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ, ÔÏ ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ X ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ Œ Z ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (Ô.Å. ÞÔÏ X = Z ∩ H, ÇÄÅ H ⊂ A^n ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ).

úÁÄÁÞÁ 3.36. ðÕÓÔØ X; Y ⊂ A^n | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, É ÐÕÓÔØ Z ≠ ∅ | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ X ∩ Y . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim Z ≥ dim X + dim Y − n.

úÁÄÁÞÁ 3.37. ïÓÔÁ-ÅÔÓÑ ÌÉ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3.36, ÅÓÌÉ ÚÁ- ÍÅÎÉÔØ A^n ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ?

úÁÄÁÞÁ 3.38. ðÕÓÔØ X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) dim X = n;

Â) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ X ⊋ X_1 ⊋ · · · ⊋ X_n É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ Ó ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÕÓÌÏŒÉÅ Â) Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÃÅÐÏÞÅË ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ËÏÌØ- ÃÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.39. ðÕÓÔØ ’ : X → Y | ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim Y ≤ dim X. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, dim Y = dim X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÝÉÊ ÓÌÏÊ ’ ËÏÎÅÞÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 3.40 (ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÌÏ-ÅŒ). ðÕÓÔØ f : X → Y | ÓÀÒSS- ÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, dim X = n, dim Y = m. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ Y ÉÍÅÅÍ dim f^{−1}(y) ≥ n − m É ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ y ∈ Y (Ô.Å. ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ÉÚ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏ úÁÒÉÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ) dim f^{−1}(y) = n − m.

úÁÄÁÞÁ 3.41. ðÕÓÔØ X ⊂ A^n | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ z =∈ X | ÔÏÞËÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C_zX ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑ- ÀÝÉÈ z Ó ÔÏÞËÁÍÉ X. ëÏÇÄÁ C_zX (ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ËÏÎÕÓÏÍ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ z É ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ? ëÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ?

úÁÄÁÞÁ 3.42. ðÕÓÔØ X ⊂ A^n | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ X Œ A^n .

úÁÄÁÞÁ 3.43. ðÕÓÔØ X ⊂ A^3 | ËÒÉŒÁÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ X Œ A^3 (ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÏ).

ðÅÒÅÊÄ-ÅÍ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ðÕÓÔØ X ⊂ A^N | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÕÓÔØ x ∈ X | ÔÏÞËÁ, É ÐÕÓÔØ l = A^1 ⊂ A^N | ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ x. ðÕÓÔØ T_1; : : : ; T_N | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ A^N , É ÐÕÓÔØ I = I_X ⊂ k[T_1; : : : ; T_N ] | ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ X. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÎÁ l, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ x ∈ l ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ I_X ÎÁ l ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÄÅÁÌ J = J_X ⊂ k[T ]. äÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (T ) = ∑ i a_iT^i ∈ k[T ] ÐÏÌÏÖÉÍ ˚_x(l; F ) = min {i | a_i ≠ 0} (ÄÌÑ F = 0 ÐÏÌÏÖÉÍ ˚_x(l; F ) = ∞), ˚_x(l) = min {˚_x(l; F ) | F ∈ J_X}. éÚ ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ˚_x(l) ≥ 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9. þÉÓÌÏ ˚_x(l) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ X Œ ÔÏÞËÅ x. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ l ËÁÓÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Œ ÔÏÞËÅ x (ÓÏÏÔŒ. ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó X Œ x ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ), ÅÓÌÉ ˚_x(l) ≥ 2 (ÓÏÏÔŒ. ˚_x(l) = 1). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ l ⊂ X, ÔÏ l ËÁÓÁÅÔÓÑ X ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ l.

úÁÄÁÞÁ 3.44. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Œ ÔÏÞËÅ x ∈ X, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄ-ÅÔ ÒÅÞØ Œ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÁÆÆÉÎÎÙÍ) ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X Œ ÔÏÞËÅ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_{X;x}.

úÁÄÁÞÁ 3.45. ðÕÓÔØ X^n ⊂ A^N | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÌÏÔÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏ úÁÒÉÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Sm X ⊂ X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ x ∈ Sm X dim T_{X;x} = n, Á ÐÒÉ x ∈ Sing X = X \ Sm X dim T_{X;x} ¿ n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 3.45, ÔÏÞËÉ ÉÚ Sm X ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏ- ÓÔÙÍÉ ÉÌÉ ÎÅÏÓÏÂÙÍÉ, Á ÔÏÞËÉ ÉÚ Sing X | ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Sm X = X, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÙÍ ÉÌÉ ÇÌÁÄ- ËÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.46. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ É ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÄÌÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 3.47. ðÕÓÔØ X^n ⊂ A^N | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ F_i(T_1; : : : ; T_N ) = 0. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Sing X.

úÁÄÁÞÁ 3.48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x → dim T_{X;x} ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X.

úÁÄÁÞÁ 3.49. îÁÊÄÉÔÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÔÏÞËÁÈ ËÏÎÕÓÁ C_zX Ó ŒÅÒ- ÛÉÎÏÊ z É ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ X ⊂ A^N . ïÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÓÔÙÅ É ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.50. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ (x; y) ∈ X ×Y ÎÅÏÓÏÂÁ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÔÏÞËÁÈ x ∈ X É y ∈ Y ?

úÁÄÁÞÁ 3.51. ðÕÓÔØ X = ∪X_i | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ë ËÏÔÏÒÙÍ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ. îÁÊÄÉÔÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë X Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.52. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ËŒÁ- ÄÒÉËÉ), ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ. ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.53. ðÕÓÔØ X ⊂ A^N | ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ X Œ d + 1 ÔÏÞËÅ ((d + 1)-ÓÅËÕÝÁÑ), ÌÅÖÉÔ ÎÁ X.

úÁÄÁÞÁ 3.54. óËÏÌØËÏ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÌÏÓËÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÚÁÄÁÀÝÁÑÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ? ðÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ËÒÉŒÙÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ. œÓÅ ÌÉ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ?

úÁÄÁÞÁ 3.55. ðÕÓÔØ X ⊂ A^N | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, x ∈ X, ÐÕÓÔØ f ∈ k[X] | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ F ∈ k[T_1; : : : ; T_N ] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ X ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f. ðÏÌÏÖÉÍ d_xf = d_xF | |_{TX;x} . äÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ T_{X;x} ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ F . ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f.

úÁÄÁÞÁ 3.56. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ M_x ⊂ k[X] | ÉÄÅÁÌ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ x. ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M_x | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ É ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d_x : M_x → T^∗_{X;x} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ M_x=M^2_x É T^∗_{X;x}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, T_{X;x} ≃ (M_x=M^2_x )^∗.

úÁÄÁÞÁ 3.57. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T_{X;x} ≃ (m_x=m^2_x)^∗, ÇÄÅ m_x ⊂ O_x | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÔÏÞËÉ x, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÉÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ x. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (m_x=m^2_x)^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ úÁÒÉÓËÏÇÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.58. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, x ∈ X, y = f(x). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f^∗ : k[Y ] → k[X] ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ m_yfrakm^2_y → m_x=m^2_x É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d_xf : T_{X;x} → T_{X;y} ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ úÁÒÉÓËÏÇÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d_xf ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ x. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g : Y → Z | ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, z = g(y), Á h = g ∘ f, ÔÏ d_xh = d_yg ∘ d_xf : T_{X;x} → T_{Z;z}.

úÁÄÁÞÁ 3.59. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ (ÏÓÏÂÏÊ) ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ C ⊂ A^N , ÎÅ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏÊ ÎÉËÁËÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÌÅÖÁÝÅÊ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÅÎØ- ÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ËÁË ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÅ- ËÕÝÉÈ. ôÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÐÒÉÍÅÎÉÍ É Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ.

ðÕÓÔØ X^n ⊂ A^N | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ x ∈ X. ðÏÌÏÖÉÍ W ⊂ X × A^N , W = {(y; z) | y ≠ x; z ∈ ⟨x; y⟩}, ÇÄÅ ⟨x; y⟩ ⊂ A^N | ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ x É y, É ÐÕÓÔØ W | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ W Œ X × A^N . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p É ß ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ W ÎÁ X É A^N ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 3.60. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ W É ß(W ) | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ n + 1, Á C_{X;x} = ß(p^{−1}(W )) | n-ÍÅÒÎÙÊ ËÏÎÕÓ Œ A^N Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.12. ëÏÎÕÓ C_{X;x} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ Ë ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÀ X Œ ÔÏÞËÅ x ∈ X.

çÏŒÏÒÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÓÅËÕÝÉÈ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ X, ÏÄÉÎ ËÏÎÅÃ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁËÒÅÐÌ-ÅÎ ŒÙ ÔÏÞËÅ x, Á ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë x. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.61. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C_{X;x} ⊂ T_{X;x}, Ô.Å. ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

úÁÄÁÞÁ 3.62. ðÕÓÔØ X ⊂ A^N | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, x ∈ X, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ A^N ŒÙÂÒÁÎÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ F_1; : : : ; F_r. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ C_{X;x} ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ F_i (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F =

∑_m j=k F_j , ÇÄÅ F_j | ÆÏÒÍÁ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ) ÓÔÅÐÅÎÉ j, Á F_k ≠ 0, ÔÏ F_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.63. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ X | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ C_{X;x} = T_{X;x}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.64. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÐÒÑÍÙÈ (Ó ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ). îÁÊÄÉÔÅ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÐÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÅ É ÄÅËÁÒÔÏŒÕ ÌÉÓÔÕ.

úÁÄÁÞÁ 3.65. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ËÁË É ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÈÏÒÏÛÏ ŒÅÄ-ÅÔ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÕÓÔØ R_x = ⨁_∞ i=0 m^i_x=m^{i+1}_x . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R_x | k-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÁÑ m_x=m^2_x, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ˘ : k[m_x=m^2_x] → R_x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (m_x=m^2_x)^∗ ÉÄÅÁÌÏÍ Ker ˘.

åÓÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ËÁË ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÅËÕÝÉÈ, ÏÂÁ ËÏÎÃÁ ËÌÏÔÏÒÙÈ ÓŒÏÂÏÄÎÙ, ÔÏ ÍÙ ÐÒÉÄ-ÅÍ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÚŒÅÚÄÙ.

ðÕÓÔØ X^n ⊂ A^N | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ x ∈ X. ðÏÌÏÖÉÍ W ⊂ X × X × A^N , W = {(y_1; y_2; z) | y_1 ≠ y_2; z ∈ ⟨y_1; y_2⟩}, É ÐÕÓÔØ W | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ W Œ X × X × A^N . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p_{12} É ß ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ W ÎÁ X × X É A^N ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 3.66. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T^′_{X;x} = p^{−1}_{12} (x×x) | ËÏÎÕÓ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ x, ÐÒÉÞ-ÅÍ C_{X;x} ⊂ T^′_{X;x} ⊂ T_{X;x}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.13. ëÏÎÕÓ T^′_{X;x} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÚŒÅÚÄÏÊ Ë X Œ ÔÏÞËÅ x ∈ X.

úÁÄÁÞÁ 3.67. ðÕÓÔØ Y = C_zX | ËÏÎÕÓ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ z É ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ X. îÁÊ- ÄÉÔÅ T_{Y;z} , T^′_{Y;z} É C_{Y;z}.

úÁÄÁÞÁ 3.68. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ X | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ C_{X;x} = T^′_{X;x} = T_{X;x}.

úÁÄÁÞÁ 3.69. ðÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÄÁÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÚŒÅÚ- ÄÙ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÈÏÒÏÛÏ ŒÅÄ-ÅÔ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 3.70. ðÕÓÔØ X | ÎÅÏÓÏÂÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ É ÄÁÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉ- ÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÌÅÍÍÁ ÉÍÅÅÔ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.71 (ìÅÍÍÁ îÁËÁÑÍÁ). ðÕÓÔØ M ≠ 0 | ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R, É ÐÕÓÔØ I ⊂ R | ÉÄÅÁÌ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ rM ≠ 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ r ŒÉÄÁ r = 1 + u, u ∈ I. ôÏÇÄÁ IM ≠ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.14. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ R ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ R.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ R | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅÇÏ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.72. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ, I ⊂ R | ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ ÒÁÄÉËÁÌÅ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ, É ÐÕÓÔØ M ≠ 0 | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ Á) IM ≠ M;

Â) ðÕÓÔØ m_1; : : : ; m_k ∈ M, É ÐÕÓÔØ m_1; : : : ; m_k ∈ M = M=IM | ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ Œ M=IM. üÌÅÍÅÎÔÙ m_1; : : : ; m_k ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ M (ËÁË R-ÍÏÄÕÌØ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m_1; : : : ; m_k ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ M (ËÁË R-ÍÏÄÕÌØ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.15. ðÕÓÔØ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, x ∈ X, É ÐÕÓÔØ m_x ⊂ O_x | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. æÕÎËÃÉÉ t_1; : : : ; t_r ∈ m_x ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ Œ ÔÏÞËÅ x, ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ t_1; : : : ; t_r ∈ m_x=m^2_x ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ m_x=m^2_x.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.73. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m_x (ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ O_x).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.74. ðÕÓÔØ R ⊂ R^′ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ (Ô/Å. R^′ | ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ R), É ÐÕÓÔØ I ⊊ R | ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ IR^′ ≠ R^′.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.75. ðÕÓÔØ R | Î-ÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, I ⊂ R | ÉÄÅÁÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ⋂_∞ j=1 I^j = 0 Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:

Á) R | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ; Â) R | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

úÁÄÁÞÁ 3.76. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, x ∈ X | ÔÏÞËÁ, É ÐÕÓÔØ t_1; : : : ; t_r | ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ Œ ÔÏÞËÅ x. œÙÂÅÒÅÍ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ t_1; : : : ; t_r ∈ k[U] É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X_i ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ U, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ t_i = 0, i = 1; : : : ; r. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ÚÁÍÅÎÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, U ÍÅÎØÛÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ

⋂_r i=1 X_i =

⋂_r i=1 T_{Xi;x} = x. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ÎÅÏÓÏÂÁ ÎÁ X, ÔÏ dim X_i = dim X − 1 É x ÎÅÏÓÏÂÁ ÎÁ ŒÓÅÈ X_i, i = 1; : : : ; r.

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3.70 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÏÓÏÂÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÔÁË ÞÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ÓÈÏÄÑ- ÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ (ÒÑÄÏÍ ôÜÊÌÏÒÁ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ËÁË ÏÂÓÔÏÑÔ ÄÅÌÁ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.16. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, x ∈ X, f ∈ O_x, ÐÕÓÔØ r = dim T_{X;x}, É ÐÕÓÔØ t_1; : : : ; t_r | ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ Œ x, ÔÁË ÞÔÏ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 3.73) t_1O_x + · · · t_rO_x = m_x. æÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ F = F_0 + · · · + F_i + · · · ∈ k[[T_1; : : : ; T_r]] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÜÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ t_1; : : : ; t_r, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ j ≥ 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ f −

∑_j i=0 F_i ∈ m^{j+1}_x .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.77. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÕÓÔØ x ∈ X, É ÐÕÓÔØ t_1; : : : ; t_r | ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ Œ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ O_x ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.78. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ôÜÊ- ÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ x ÎÅÏÓÏÂÁ ÎÁ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.79. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÕÓÔØ x ∈ X | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ, É ÐÕÓÔØ t_1; : : : ; t_r | ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ Œ x. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ O_x ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÒÑÄÏÍ ôÜÊ- ÌÏÒÁ, Ô.Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ O_x → k[[t_1; : : : ; t_r]], f → F , ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÙÊ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.80. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÀÒSSÅË- ÔÉŒÅÎ (Ô.Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ).

úÁÄÁÞÁ 3.81. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ x ∈ X | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ X. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ÎÅÏÓÏÂÏ, ÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ X ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.82. ðÕÓÔØ X = ⋃ i X_i | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Sing X = ⋃ i Sing X_i ⋃ l≠m

(X_l ⋂ X_m):

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.17. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Y ⊂ X | ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ x ∈ Y ⊂ X | ÔÏÞËÁ. æÕÎËÃÉÉ f_1; : : : ; f_m ∈ O_x ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ Y Œ ÔÏÞËÅ x, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓ- ÔÎÏÓÔØ U ⊂ X, U ∋ x ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f_1; : : : ; f_r ∈ k[U] É ÉÄÅÁÌ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y ∩ U Œ k[U] ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ f_1; : : : ; f_r .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.83. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; : : : ; f_r ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y Œ ÔÏÞËÅ x ∈ Y ⊂ X, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ Y Œ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ O_x.

úÁÄÁÞÁ 3.84. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 3.79 É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ k[[t_1; : : : ; t_r ]], ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ Œ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏŒÅÒÉÔØ).

úÁÄÁÞÁ 3.85. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÒÁÓÓÕ- ÖÄÁÑ ËÁË ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ 3.33, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ⊂ X, Y ∋ x, codim_X Y = 1 ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÙÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÌØÃÁ O_x).

úÁÄÁÞÁ 3.86. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÒÑÍÁÑ-ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ËÏÎÕÓÁ X ⊂ A^3 , X = {(x; y; z) | x^2 + y^2 + z^2 = 0} ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ X ÏÄÎÉÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?

úÁÄÁÞÁ 3.87. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ Œ A^3 ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄŒÕÍÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ?

úÁÄÁÞÁ 3.88. ðÕÓÔØ X | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, dim X = n, dim Y = m, x ∈ Y ⊂ X, x =∈ Sing Y , x =∈ Sing X.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ t_1; : : : ; t_n ∈ O_{X;x} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ t_1; : : : ; t_m ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ Œ O_{Y;x}, Á t_{m+1}; : : : ; t_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Y Œ X Œ ÔÏÞËÅ x;

Â) ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ t_1; : : : ; t_n ∈ O_{X;x} | ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, É ÐÕÓÔØ Y ⊂ U | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ X, U ∋ x, ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ t_{m+1} = · · · = t_n = 0. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ Y , Á t_1; : : : ; t_m ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ Œ ÔÏÞËÅ x ÎÁ Y .