œÙÓÛÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ íÁÔÅÍÁÔÉËÉ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1-Ê ËÕÒÓ, 6 ÓÅÎÔÑÂÒÑ

1. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÅÒÎÕÌÌÉ:

(1 + x)^n ≥ 1 + nx n ∈ N; x ≥ −1:

2. õËÁÖÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n ¿ 1, ÞÔÏ 2^n ¿ n^{1000}. 3. õËÁÖÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ 1; 0001^n ¿ 1000000. 4. õËÁÖÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ 1000^n ¡ n! 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^{100} √ 2 ¡ 1; 01.

6. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k ŒÅÌÉÞÉÎÁ^{k2}_{1;001k} ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ? ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÁÒ M × M. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ R ⊂ M × M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, Ô. Å. (x; y) ∈ R ⇒ (y; x) ∈ R; ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, Ô. Å. (x; y) ∈ R; (y; z) ∈ R ⇒ (x; z) ∈ R; ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ, Ô.Å. (x; x) ∈ R ∀x ∈ M.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ R ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

7. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁË ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÐÒÑ- ÍÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀ- ÝÁÑ Ó ÏÓØÀ ÏÒÄÉÎÁÔ.

8. äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÁÛÅÍÕ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ.

9. åÓÔØ ÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Á) x^4 + 2x^3 + 8x + 16; Â) x^4 +5x^3 +3x^2 −16x−20; Œ) 2x^4 +10x^2 +5x+10; Ç) 3x^3 −7x^2 −4x+2?

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Á) a + b; ab ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ; Â) a^b ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.

11. þÔÏ ÔÁËÏÅ √ 2? 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ √ 2 + √ 3 ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.

13. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÃÅÌÙÈ a; b; c ÓÕÍÍÁ a √ 2 + b √ 3 + c √ 5 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ?

14^∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ a_1 √ b_1 +· · ·+a_k √ b_k ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ, ÅÓÌÉ a_i ÃÅÌÙÅ, Á b_i ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

15. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ sin 20^o?

16. ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÅÎÙ ËÒÕÖËÁÍÉ ÒÁÄÉÕ- ÓÏÍ 10^{−10}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Á) ÅÝÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÒÕÖÏË; Â) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÒÕÖËÏŒ.

òÉÓ. 1.

17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ m É n, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ |m − n √ 2| ¡ 10^{−10};

Â) ÔÁËÉÈ ÐÁÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.

ãÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ. úÁÄÁÞÁ 17 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: ÐÏÌÏÖÉÍ

m_k = 1 2 (1 + √ 2)^k + 1 2 (1 − √ 2)^k; n_k = √ 2 4 (1 + √ 2)^k − √ 2 4 (1 − √ 2)^k:

ôÏÇÄÁ m_0 = 1, n_0 = 0, m_{k+1} = m_k +2n_k , n_{k+1} = m_k +n_k . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ m_k É n_k ÃÅÌÙÅ, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |m_k − n_k √ 2| = ( √ 2 − 1)^k, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ 10^{−10} ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k, ÐÏÓËÏÌØËÕ √ 2−1 = 0; 414 · · · ¡ 1. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ, ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ, ÉÓËÕÓÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÒÅÛÅÎÉÅ, ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÓÌÕÖÁÝÅÊ ÄÌÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅ- ÎÉÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ.

íÅÔÏÄ ŒÂÉŒÁÎÉÑ ËÏÌÙÛËÏŒ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÞÉÓÌÏ ff (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ) ÌÕÞÏÍ y = ffx Œ ÐÅÒŒÏÍ ËŒÁÄÒÁÎÔÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÔ- ÍÅÔÉÍ ÃÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ (k; n), k; n ∈ Z^+. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `^+ É `^− ÌÏÍÁÎ- ÎÙÅ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÞÁÓÔÑÍÉ ÇÒÁÎÉÃ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÃÅÌÙÈ òÉÓ. 2. ðÅÒŒÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Ou_{−1}u_0u_1; ŒÔÏÒÏÊ ĂĂ Ou_0u_1u_2; ÔÒÅÔÉÊ ĂĂ Ou_1u_2N; ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÅÒÛÉÎÕ ÞÅÔŒÅÒÔÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÕÖÎÏ ÓÄŒÉÎÕÔØ ÏÔÒÅÚÏË u_1N, ÄÏ ÏÔÒÅÚËÁ u_3N^′

ÔÏÞÅË, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ É ÎÉÖÅ ÌÕÞÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÒÉÓ. 1). úÁ- ÎÕÍÅÒÕÅÍ ÅÄÉÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ u_k = (q_k; p_k) ÏÂÏÉÈ ÌÏÍÁÎÎÙÈ, u_{2k−1} ∈ `^−, u_{2k} ∈ `^+.

18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ p_k=q_k ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔ ff Ó ÏÛÉÂËÏÊ, ÎÅ ÐÒÅŒÙ- ÛÁÀÝÅÊ 1=(q_k)^2.

íÅÔÏÄ ŒÙÔÑÇÉŒÁÎÉÑ ÎÏÓÏŒ. íÙ ÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏŒ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ Ou_{k−1}; Ou_k. œÅÒÛÉÎÁ N Ó ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ u_{k−1} + u_k, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁÑ ŒÅÒÛÉÎÅ O, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÎÏ- ÓÏÍĄ. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ, u_{−1} = (1; 0), u_0 = (0; 1). äÁÌÅÅ ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ ÔÁË: ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÍ ÏÔÒÅÚÏË u_{k−1}N ŒÄÏÌØ ÐÒÑ- ÍÏÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÌÅÖÉÔ, ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÔÏÞËÁ N ÎÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ ÉÓ- ÈÏÄÎÙÊ ÌÕÞ, É ÅÝÅ ÎÅÍÎÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ËÏÎÃÙ ÓÄŒÉÎÕÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÃÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ. îÁÞÁÌÏ ÓÄŒÉÎÕÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u_{k+1}. üÔÏ É ÚÁÄÁÅÔ ÎÏŒÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. (óÍ. ÒÉÓ. 2.)

19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ u_k | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÍÅÔÏÄÅ ŒÂÉŒÁÎÉÑ ËÏÌÙÛËÏŒ.

20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ 1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |p_1=q_k − p_{k+1}=q_{k+1}| = 1=(q_kq_{k+1}), ÐÒÉŒÏ-

ÄÑÝÅÅ Ë ÔÏÊ ÖÅ ÏÃÅÎËÅ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ff, ÞÔÏ É ŒÙÛÅ.

ãÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ŒÉÄÁ a_1 +^1_{a2+ 1a3+:::} ,

a_i ∈ N (a_1 ≥ 0).

21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (ÃÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ ËÏÎÅÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ).

åÓÌÉ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó (n + 1)-ÇÏ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÉÒÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ Ó ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÍÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ŒÂÉŒÁÎÉÑ ËÏÌÙÛËÏŒ É ŒÙÔÑÇÉŒÁÎÉÑ ÎÏÓÏŒ. ëÁË ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÉÈ ÍÅÔÏÄÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÁ a_k?

23. ðÕÓÔØ ff = √ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÓÅÂÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (x; y) → (x + y; 2x + y) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÃÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ, ÐÒÑÍÕÀ y = √ 2 x, É ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÏÍÁÎÙÅ `^±. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ Au_k = u_{k+1}, É ÞÔÏ ÃÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÄÌÑ √ 2 ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ √ 2 Œ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÅËÔÏ- ÒÙ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (±1; √ 2) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ 1 ± √ 2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ u_0 = (0; 1) =^1_2^√_2 (1; √ 2) +^1_2^√_2 (−1; √ 2) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

u_k =^{(1+} √ 2)^k 2 √ 2 (1; √ 2) +^{(1−} √ 2)^k 2 √ 2 (−1; √ 2), ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 17.