œÙÓÛÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 8 ÎÏÑÂÒÑ 2000 ÇÏÄÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ∑ a_k(x − a)^k, ÇÄÅ a | ÞÉÓÌÏ, a_k | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, Á x | ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. óÕÍÍÁ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÒÑÄÁ ∑ a_k (x_0 − a)^k ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x_0 (ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÐÒÉ x = x_0.

1. ðÒÉ ËÁËÉÈ x ∈ R ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÑÄÙ

∑ xk k ; ∑ xk k! ; ∑ k! x^k ; ∑ (2^k + 3^k)x^k ?

2. á ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Q_p p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ? á ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?

ôÅÏÒÅÍÁ. óÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ∑ a_k(x − a)^k ÌÉÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x = a, ÌÉÂÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, ÌÉÂÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ R ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |x−a| ¡ R É ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |x−a| ¿ R. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ôÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. œÓÀÄÕ ÎÉÖÅ a = 0. ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÒÑÄ ∑ a_kz^k ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÒÑÄ ∑ a_kx^k ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ |x| ¡ |z|. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ∑ a_kz^k ÓÈÏÄÉÔÓÑ ⇒ |a_kz^k| ¡ C ⇒ |a_kx^k| = |a_kz^k| q^k ⩽ Cq^k, ÇÄÅ q = |_x z | ¡ 1, Ô.Å. |a_kx^k| ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ ⇒ ∑ a_k x^k ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

3. œÙŒÅÄÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ÌÅÍÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

R = sup { |z| : ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_kz^k} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ } : 4. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÒÑÄÙ, ÏÂÌÁÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Á) (−1; 1); Â) [−1; 1);

Œ) (−1; 1]; Ç) [−1; 1].

5. äÏËÁÖÉÔÅ ÌÅÍÍÕ Ï ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÍÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ: ÐÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÑ- ÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ ∑ a^{(k)}_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÞÌÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ∑ i lim_{k→∞} a^{(k)}_i =

lim_{k→∞} ∑ i a^{(k)}_i ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÅÓÌÉ ÒÑÄÙ ∑ a^{(k)}_i ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÔÓÑ ÅÄÉÎÙÍ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ,

|a^{(k)}_i | ¡ c_i, ∑ c_i ¡ ∞.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÑÄÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ^∞ ∑ k=0 x^k

k! = e^x.

8. äÏËÁÖÉÔÅ(-ÔÁËÉ!) ÐÒÉÚÎÁËÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ëÏÛÉ É äÁÌÁÍÂÅÒÁ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ ∑ x^{2n} ;

∑ xn 2^n + 3^n ; ∑ 1 · 3 · 5 · · ·(2n + 1) 2 · 4 · 6 · · ·2n x^n :

9. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÒÑÄÏŒ, ŒÓÔÒÅ- ÞÁŒÛÉÈÓÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ: ∑ 1 n^ff x^n ;

∑ n2 − 10n + 1 n^3 + 17n x^n ;

∑ n3

n^5 − 17 x^n ; ∑ 1 n ln n x^n ; ∑ 1 n ln^2 n x^n ; ∑ 1 n ln n ln ln n x^n ;

1 − 1 · x + 1 2 x^2 − 1 2 x^3 + 1 2 x^4 − 1 2 x^5 + 1 3 x^6 − · · · − 1 3 x^{11} + · · · ; ∑ ˛b_nx^n ; ÇÄÅ ˛b_n | ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.

10. ðÕÓÔØ ÒÑÄ ∑ a_nx^n ÉÍÅÅÔ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ ∑ a_nb^nx^n ; ∑ a^3_nx^n :

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÌÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ∑ a_k x^k É ∑ b_kx^k ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ∑ (a_k + b_k)x^k É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∑ k (∑_k i=0 a_ib_{k−i} ) x^k (ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÚÕÍÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÒÑÄÏŒ).

11. ðÕÓÔØ ÒÑÄÙ ∑ a_nx^n É ∑ b_nx^n ÉÍÅÀÔ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R É r ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. îÁÊ- ÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÈ ÓÕÍÍÙ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÒÁÄÉÕÓÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ?

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim^n √ |a_n| = q, ÔÏ ÒÑÄ ∑ a_nx^n ÉÍÅÅÔ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R = q^{−1};

Â) Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ R = q^{−1}, ÇÄÅ q = lim_{n→∞}^n √ |a_n| = q.

13. òÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ËÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÑÄÙ ∑ x^n ; ∑ 1 n x^n ; ∑ nx^{n−1} ; ∑ n(n − 1)x^{n−2} ; ∑ ˛b_nx^n ; ÇÄÅ ˛b_n | ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ; ∑ cat_nx^n ; ÇÄÅ cat_n | ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ cat_n ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅÍ:

cat_0 = 1; cat_{n+1} = cat_0cat_n + cat_1cat_{n−1} + : : : + cat_ncat_0:

œÏÔ ÎÁÞÁÌÏ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: 1; 1; 2; 5; 14; 42; 132; : : :.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P (x)=Q(x).

14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, Ô.Å. Œ ŒÉÄÅ

P (x) Q(x)

= p(x) + b_1 (x − a_1) + b_2 (x − a_1)^2

+ : : : + b_{ff1} (x − a_1)^{ff1}

+ : : : + c_1 (x − a_n) + c_2 (x − a_n)^2

+ : : : + c_{ffn} (x − a_n)^{ffn} ;

ÇÄÅ p | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, a_1; : : :; a_n | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ff_1; : : :; ff_n | ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÚÎÁÍÅÎÁ- ÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x, ÔÏ ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ Ë ÎÕÌÀ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ) ËÏÒÎÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q.

16.^∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÒÑÄÏŒ ∑ a_nx^n É ∑ b_nx^n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÏ ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÒÑÄÁ ∑ a_nb_nx^n.