œÙÓÛÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ íÁÔÅÍÁÔÉËÉ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1-Ê ËÕÒÓ, 20 ÓÅÎÔÑÂÒÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ æ : M × M → R_+ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÍÅÔÒÉËÏÊ), ÅÓÌÉ

Á) æ(x; y) = 0 ⇐⇒ x = y.

Â) ÏÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, æ(x; y) = æ(y; x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË x; y ∈ M;

Œ) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: æ(x; y) + æ(y; z) ≥ æ(x; z) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÔÏÞÅË x; y; z ∈ M.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

1. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÐÏÌÏÖÉÍ æ(x; x) = 0, æ(x; y) = 1 ÐÒÉ x ≠ y. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ:

Á) æ_2(x; y) = √∑ i(x_i − y_i)^2 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n_2);

Â) æ_1(x; y) = ∑ i |x_i − y_i| (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n_1);

Œ) æ_∞(x; y) = max_i |x_i − y_i| (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n_∞); Ç) æ_p(x; y) = ( ∑ i |x_i − y_i|^p)^{1=p}, p ¿ 1 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n_p);

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{p→∞} æ_p(x; y) = æ_∞(x; y). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÍÅÔÒÉËÏÊ æ_p(x; y) ÐÒÉ p ¡ 1?

3. ïÐÉÛÉÔÅ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÛÁÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Œ R^2, R^3 ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÍÅÔÒÉË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÒÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÏ.

5. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ N ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 10@-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ æ(a; b) = 10^{−k} , ÅÓÌÉ k | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ k ÃÉÆÒ ÞÉÓÅÌ a É b ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ æ(a; a) = 0, ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÞÔÏ Õ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÃÉÆÒ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ æ | ÍÅÔÒÉËÁ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ:

Á) æ([a; b]; [c; d]) = |a − c| + |b − d|;

Â) æ(I_1; I_2) = |I_1| + |I_2| − 2|I_1 ∩ I_2| (ÇÄÅ |I| | ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ). 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M_1 ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ (M; æ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉ- ËÉ æ_1, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÍÅÔÒÉËÉ æ ÎÁ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË ÉÚ M_1. ôÁËÏÅ ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ M.

8. úÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ æ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÁÒ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÏÖÉŒ æ(x; y) = 10^{−n}, ÇÄÅ n ĂĂĂ ÎÏÍÅÒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÞÉÓÌÁ x É y, ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, æ(x; x) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ æ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ?

9. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ æ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ æ^2 ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ?

10. ðÕÓÔØ (M; æ) ĂĂĂ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ R ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÁÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÐÏÌÏÖÉŒ

R(X; Y ) = sup_{x∈X;y∈Y} æ(x; y):

œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ R ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ? á ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ, ÐÏÌÏÖÉŒ ÅÅ ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ ÎÁ ÐÁÒÁÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÔÏÞËÅ a ∈ M, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ ”¿0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N, ÞÔÏ ∀n¿N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ æ(a_n; a)¡”. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ”¿0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N, ÞÔÏ ∀n; m¿N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ æ(a_n; a_m)¡”.

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÁ.

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~M , ÅÓÌÉ M ⊂ ~M | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ Œ ~M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ M.

ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÐÏÌÎÙÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÉÈ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ:

12. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M = R Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ æ(x; y) = |arctg x − arctg y|. 13. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÍÅÔÒÉË ÚÁÄÁÞÉ 6. 14. óÆÅÒÁ x^2 + y^2 + z^2 = 1 Œ R^3 Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ.

15. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = sin^1_x , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2.

16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÐÒÉ ÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ), ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ. (äŒÁ ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ- ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÅ.)

17. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ O_{10} 10-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

· · · a_3 a_2 a_1 a_0 ; a_i ∈ {0; 1; : : :; 9} :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ O_{10} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N ÐÏ 10-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ Œ O_{10}. (úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ Œ N ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ!)

18. ëÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ËÏÌØÃÁ!) O_{10} ÉÍÅÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÅ? (üÔÏ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÅÌÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ- ÃÁ.)