œÙÓÛÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ íÁÔÅÍÁÔÉËÉ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1-Ê ËÕÒÓ, 4 ÏËÔÑÂÒÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÉÓÌÏŒÙÍ ÒÑÄÏÍ ∑_∞ n=0 a_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉ- ÓÅÌ a_0, a_0 + a_1, a_0 + a_1 + a_2, : : : .

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÑÄ ∑ a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ a_n −→ 0. œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

2. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÑÄÙ ∑ q^n;

∑_1

z^n ?

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÒÑÄ

∑_1

n^2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ; Â) ÒÑÄ

∑_1

n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

4. ðÒÉ ËÁËÉÈ ff ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ

∑_1

n^ff ?

5. óÈÏÄÑÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄÙ Á) ∑_n2_{−10n+1}

n^3+17n , Â)

∑_n3

n^5−17 ; Œ ∗) ∑_1

n ln n , Ç ∗) ∑_1

n ln^2 n , Ä ∗) ∑_1

n ln n ln ln n ?

6. äÏËÁÖÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ äÁÌÁÍÂÅÒÁ: ÐÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim|^{an+1}_{an} |. ôÏ- ÇÄÁ ÐÒÉ q ¿ 1 ÒÑÄ ∑ a_n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉ q ¡ 1ĂĂĂ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ q = 1?

7. äÏËÁÖÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ: ÐÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim^n √ |a_n|. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ q ¿ 1 ÒÑÄ ∑ a_n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉ q ¡ 1ĂĂĂ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ q = 1?

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ

1 − 1 + 1 2 − 1 2 + 1 2 − 1 2 + 1 3 − 1 3 + 1 3 − 1 3 + 1 3 − 1 3 + · · · ðÅÒÅÓÔÁŒØÔÅ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÌÓÑ Ë 7. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÑÄ ∑ a_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ |a_n|.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÞÌÅÎÏŒ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

11. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ òÉÍÁÎÁ: ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÏ (ÇÏŒÏÒÑÔ, ÕÓÌÏŒÎÏ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÌÓÑ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ.

12^∗. ðÕÓÔØ ÒÑÄ ∑ a_n ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. âÕÄÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ?

13. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ, Á ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÉÌÉ ÎÅÔ, ÒÑÄ 1 −^1_2 +^1_3 −^1_4 +^1_5 − · · · ?

14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ, ( ∑ a_n)( ∑ b_m) = ∑ a_nb_m. þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÐÉÓØ ∑ a_nb_m ? œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÕ ÄŒÕÈÉÎÄÅËÓÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ? þÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÁÂ- ÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÎÁ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ?

15. ðÅÒÅÍÎÏÖØÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÑÄÙ Á) (1 + x + x^2 + : : : )^2, Â) (1 +^x_{1!} +^{x2}_{2!} + : : : ) É (1 +^y_{1!} +^{y2}_{2!} + : : : ): þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ

∑_xn n! .

16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ: 1

Á) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ l_2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {a_n}, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ a^2_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ æ_2({a_n}; {b_n}) = √∑ (a_n − b_n)^2;

Â) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ l_1, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {a_n}, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ a_n ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ æ_1({a_n}; {b_n}) = ∑ |a_n − b_n|;

Œ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ l_∞ É l_p (p ¿ 1) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ. 17. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ Œ ÚÁÄÁÞÅ 16 ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ?

18. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=0 f_n

(_1 2 )_n ; ÇÄÅ f_n ĂĂĂ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, 1; 1; 2; 3; 5; 8; : : :.

19 (æÉÂÏÎÁÞÞÅŒÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ a_0f_0 + a_1f_1 + : : : , ÇÄÅ f_n ĂĂĂ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, Á ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a_i ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉ- ÎÉÃ Œ ÓÕÍÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÄŒÁ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_i ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÐÅÒÅŒÏÄÁ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÆÉ- ÂÏÎÁÞÞÅŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÕÀ É ÏÂÒÁÔÎÏ, Á ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÏÒÍÏÊ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q; R ÉÌÉ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‖ : ‖, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ:

1) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0;

2) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ V ; 3) ‖˘x‖ = |˘|‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ K, x ∈ V .

20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ: æ(x; y) = ‖x − y‖.

ðÕÓÔØ p ĂĂ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ord_p(m), m ∈ N, ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ Ó ËÏÔÏÒÏÊ ŒÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÏ p Œ ÞÉÓÌÏ m.

21. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ord_p((p^n)!).

œŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ | : |_p ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ |a=b|_p = p^{−(ordp a−ordp b)}.

22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ | : |_p ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÎÏÒÍÙ. 23. œÙÞÉÓÌÉÔÅ |2^{2n} =2^n|_2, |2^{2n} =(2^n)!|_2.

24. ðÕÓÔØ x ∈ Q É |x|_p ≤ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p. ôÏÇÄÁ x ∈ Z. 25. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:^{1∏}_{p |x|p·|x|∞} = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ≠ 0, x ∈ Q, Á | : |_∞ | ÏÂÙÞÎÁÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÄÌÉÎÁ.

26. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |x + y|_p ≤ max(|x|_p; |y|_p), x; y ∈ Q. 27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |x|_p ≤ |y|_p, ÔÏ |y|_p = |x − y|_p.

28. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÛÁÒ D(a; r) = {x | |x − a|_p ≤ r}. ðÕÓÔØ b ∈ D(a; r). ôÏÇÄÁ D(a; r) = D(b; r).

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Q ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÎÏÒÍÙ É ÕÓÌÏŒÉÅÍ ‖m‖ ≤ 1 ÐÒÉ m ∈ Z.

åÓÌÉ ‖m‖ = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ m ∈ Z, ÔÏ ÎÏÒÍÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ. ðÕÓÔØ m_0 ĂĂ ÔÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ‖m_0‖ ¡ 1. åÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ m_1; m_2 ≠ ±1, ÞÔÏ m_0 = m_1m_2, ÔÏ ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 3) ÎÏÒÍÙ ‖m_0‖ = ‖m_1‖‖m_2‖. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ m_0 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ‖m_1‖‖m_2‖ = 1. îÏ ‖m‖ ¡ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ m_0 ÐÒÏÓÔÏÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ p.

ðÕÓÔØ q ĂĂ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, p ≠ q É ‖q‖ ¡ 1. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÌÁ M É N , ÞÔÏ ‖p‖^N ¡ 1=2, ‖q‖^M ¡ 1=2. ðÏÓËÏÌØËÕ p É q ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n, ÞÔÏ nq^M + mp^N = 1.

ôÏÇÄÁ 1 = ‖nq^M + mp^N ‖ ¡ ‖n‖ · 1=2 + ‖m‖ · 1=2 ≤ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ‖m‖ ≤ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m (ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ). éÔÁË, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q, q ≠ p, ‖q‖ = 1, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m = p^{ff1}_1 : : : p^ff : : : p^{ffk}_k ÉÍÅÅÍ ‖m‖ = ‖p‖^ff, ÇÄÅ ff = ord_p m É ‖p‖ ≤ 1.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÂÏÒ ÞÉÓÌÁ ‖p‖ ≤ 1 ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÍÅÔÒÉËÁÍ. ðÏ ÒÑÄÕ ÐÒÉÞÉÎ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ‖p‖ = 1=p. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ‖m‖ = p^{− ordp m} = |m|_p.