œÙÓÛÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ íÁÔÅÍÁÔÉËÉ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1-Ê ËÕÒÓ, 11 ÏËÔÑÂÒÑ

ïÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ ȷ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÔ- ËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ U = {y ∈ M; ȷ(x; y) < r}. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ M ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ A ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ.

1. ëÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ R? 2. ïÔËÒÙÔÏ ÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^2 (ÔÏÞÎÅÅ, Œ R^2, R^2_1 É R^2_∞), ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

a) x + y > 0; Â) x^3 + y^3 ≥ 0; Œ) (x^2 + y^2)^2 < x^2 − y^2? 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

4. úÁÍËÎÕÔÏ ÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ? á ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ?

5. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÅÚ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ inf ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

6. ðÕÓÔØ A ⊂ M | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M , Á B ⊂ í | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ A \ B É B \ A?

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë A | ÏÔËÒÙÔÏ.

8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ Œ 10-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ (p@-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ) ÞÉ- ÓÌÁÈ ÏÔËÒÙÔ.

9. ðÕÓÔØ A ⊂ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ M .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ôÏÞËÁ x ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÅÓÌÉ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x. ôÏÞËÁ x ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞ- ËÕ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A, É ÔÏÞËÕ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ @A.

10. œÅÒÎÙ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

Á) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

Â) œÓÑËÁÑ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ.

Œ) ìÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÉÅ, ÔÁË É ŒÎÅÛÎÉÅ (Ô. Å. ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ) ÔÏÞËÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ.

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ @A ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (x^2 + y^2)^2 = x^2 − y^2 ÚÁÍËÎÕÔÁ, Á ÆÕÎËÃÉÑ x^{13} + y^{22} ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÅÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ.

14. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1]. äÌÉÎÕ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A = ⋃ k(a_k; b_k) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

l(A) = ∑ k (b_k − a_k):

îÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÞÔÏ l(A) < 1, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ŒÓÅ Á) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ Â) ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ?

15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÚÁÍËÎÕÔÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË Á) ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], Â) ÓÆÅÒÙ x^2 + y^2 + z^2 = 1 ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ.

17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ Á) ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], Â) ÓÆÅÒÙ x^2 + y^2 + z^2 = 1 ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙ- ÔÉÅ.

18. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (ÄÁÖÅ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÅ) ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ?

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : x → {1=x} É ÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∑_∞ k=1 1 k(k+1) = 1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → [0; 1], ÇÄÅ f(x) = {1=x} (ÒÉÓ. 1). ðÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (^1_2 ; 1] ∪ (^1_3 ;^1_2 ] ∪ (^1_4 ;^1_3 ] ∪ : : : äÌÉÎÁ k@-ÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ^1_{k(k+1)}, Á ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ŒÓÅÈ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÏŒ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1], Ô. Å. 1.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÎÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ |f^{−1}([a; b])|, ÇÄÅ [a; b] ⊂ [0; 1]. íÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}([a; b]) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ.

2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |f^{−1}([a; b])| = ∑_∞ k=1 b−a (k+a)(k+b) .

äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ ÉÓËÁÔØ ÄÌÉÎÙ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ. 3. Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g : [0; 1] → [0; 1], g(x) = {mx}, m ∈ N, ÔÏ |g^{−1}([a; b])| = |[a; b]|.

Â) ðÕÓÔØ g : [0; 1] → [0; 1], g(x) = 1 − |2x − 1| (ÒÉÓ. 2). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |g^{−1}([a; b])| = |[a; b]|. (üÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÇÒÁÅÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏ- ÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ É ÄÁÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ: tent map).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÕÖ- ÎÏ ÔÏÌØËÏ \ÐÒÁŒÉÌØÎÏ" ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ȷ(x)-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ∫_1 0 ȷ(x)dx = 1 (ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ȷ(x) ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ) (ÒÉÓ. 3). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ |[a; b]|_æ = ∫_b a ȷ(x)dx:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ \ÏÂÙÞÎÕÀ" ÄÌÉÎÕ, ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ȷ(x) = 1:

ôÅÏÒÅÍÁ (çÁÕÓÓ). ðÕÓÔØ f : [0; 1] → [0; 1], f(x) = {1=x} (ÒÉÓ. 1). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ȷ(x) =^1_{ln 2}^1_{1+x} , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ⊂ [0; 1] |f^{−1}([a; b])|_æ = |[a; b]|_æ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ∑_∞ k=1 b−a (k+a)(k+b) = |[a; b]|æ =

∫_b a (^1_{ln 2}^1_{1+x} )dx =^1_{ln 2}^{ln(1+b)}_{ln(1+a)} .

4. ðÕÓÔØ h : [0; 1] → [0; 1]-ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, "ÐÏÈÏÖÅÅ" ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f, Á ÉÍÅÎÎÏ: h(x) = (k + 1)(1 − kx) ÐÒÉ x ∈ (^1_{k+1}^1_k ]: îÁÊÔÉ |h^{−1}([a; b])|.