1. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

1.1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ V = C^{n+1} | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P(V ) = P^n | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ V . ðÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÇÏ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ {z_0; : : : ; z_n} | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ (z_0(P ) : · · · : z_n(P )). ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_i = {P ∈ P(V ) | z_i(P ) ≠ 0} ⊂ P(V ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

(z_0 : · · · : z_n) → ( z_0 z_i

; : : :;

z_n z_i )

ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ_i : U_i → A^n . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ_i(U_i ∩ U_j) = A^n − A^{n−1} É ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Œ_j · Œ^{−1}_i : A^n − A^{n−1} → A^n − A^{n−1} ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ (É ÄÁÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ). úÎÁÞÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_0; : : :; U_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P^n. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ.

œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^n ÓÎÁÂÖÁÀÔ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ P^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ F_1; : : : ; F_r ÏÔ z_0; : : : ; z_n, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

X = {(z_0 : · · · : z_n) ∈ P^n | F_1(z_0; : : : ; z_n) = · · · = F_r(z_0; : : : ; z_n) = 0}:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏ- ÒÏÖÄÁÀÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏ úÁ- ÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ËŒÁÚÉÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ (ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. áÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

1.2. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ ÁÌÅÇÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ X | ÜÔÏ ÐÁÒÁ (E; ß_E ), ÇÄÅ E | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á ß_E : E → X | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ X ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ (Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ) U_x É ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ Œ_x : U_x × C^{r ∼}−→ß^{−1}_E (U_x), ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

(U_x ∩ U_y) × C^{r Œx}−→ ß^{−1}_E (U_x ∩ U_y )^Œ −1 y−→ (U_x ∩ U_y ) × C^r

ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Œ^{−1}_y · Œ_x(z; v) = (z; g_{yx}(z)v), ÇÄÅ g_{yx} : U_x ∩ U_y → GL_r(C ) | ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

òÁÎÇ ÒÁÓÓÌÏÅÎÑ E ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ r(E). 1

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÃÉËÌÁ. ðÕÓÔØ U_• | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. ëÏÃÉËÌÏÍ (r-ÍÅÒÎÙÍ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ- ËÒÙÔÉÑ U_• ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g_{ij} : U_i ∩ U_j → GL_r (C ), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

g_{ij} · g_{ji} = 1; g_{ij} · g_{jk} = g_{ik}: (1.2)

ëÏÃÉËÌÙ g É g^′ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h_i : U_i → GL_r(C ), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

g^′_{ij} = h^{−1}_i · g_{ij} · h_j :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ r-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÃÉËÌÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÄÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÃÉ- ËÌÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÃÉËÌÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏËÒÙÔÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅÍ.

1.3. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P^n. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ËÏÃÉËÌÙ ÎÁ P^n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ U_0; : : : ; U_n. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÃÉËÌ ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ g_{ij} : U_i ∩ U_j → C ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÕÌØ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U_i ∩ U_j ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˘(z_j =z_i)^k.

úÎÁÞÉÔ ËÏÃÉËÌ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ g_{ij} = ˘_{ij} (z_j =z_i)^{kij} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ËÏÃÉËÌÁ (1.2) ÓÌÅÄÕÅÔ k_{ij} = k ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, j É ˘_{ij} ˘_{jk} = ˘_{ik} ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, j, k. (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÃÉËÌ g ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ËÏÃÉËÌÕ

g^{(k)}_{ij} = (z_j =z_i)^k : (1.6)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÐÏËÒÙ- ÔÉÉ ËÏÃÉËÌÏÍ (1.6) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ O(k).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O := O(0) | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. (1) ðÕÓÔØ E ⊂ P(V ) × V , E = {(L; v) | v ∈ L} (ÚÄÅÓØ L ∈ P(V ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÓÔŒÏ Œ V ), É ß_E (L; v) = L. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P(V ). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁ P(V ). (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E ∼= O(−1).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.8. œÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ O(k).

1.4. æÕÎËÔÏÒÙ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. óÏÏÔŒÅÔÓŒÅÎÎÏ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÞÁÓÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÏÊÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÑÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÕÓÔØ E É E^′ | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ X. (1) ïÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E^∗, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ⊕ E^′ É E ⊗ E^′. (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r(E^∗) = r, r(E ⊕ E^′) = r(E) + r(E^′) É r(E ⊗ E^′) = r(E)r(E^′). (3) ðÕÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E É E^′ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÏÃÉËÌÁÍÉ g É g^′. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E^∗, E ⊕ E^′ É E ⊗ E^′ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÏÃÉËÌÁÍÉ (g^{−1})^T , g ⊕ g^′ É g ⊗ g^′.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ L, L^′ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÔÏ L⊗O ∼= L, L⊗L^∗ ∼= O. (2) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ⊗. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ðÉËÁÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Pic X. (3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X = P^n, ÔÏ O(k)^∗ ∼= O(−k), O(k) ⊗ O(l) ∼= O(k + l). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Pic P^n = Z.

ðÕÓÔØ E É F | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ X. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E → F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ß_F ·f = ß_E É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÊ Œ_E : U × C^{r ∼}−→ß^{−1}_E (U ), Œ_F : U × C^{s ∼}−→ß^{−1}_F (U ) ÉÍÅÅÍ

Œ^{−1}_F · f · Œ_E (x; v) = (x; f_U (x)v);

ÇÄÅ f_U | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U → Hom(C^r ; C^s ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom(E; F ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ E Œ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÌÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

óÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U ⊂ X ÎÁÚÙŒÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s : U → ß^{−1}_E (U ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ß_E · s = id_U . íÎÏÖÅÓÔŒÏ `(U; E) ÓÅÞÅÎÉÊ E ÎÁÄ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÌÏÊÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. (1) äÏËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

`(X; E) ∼= Hom(X; E); Hom(E; F ⊗ G) ∼= Hom(E ⊗ F^∗; G):

(2) ðÕÓÔØ E É F ÚÁÄÁÎÙ ËÏÃÉËÌÁÍÉ g É g^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Hom(E; F ) = {(f_i : U_i → Hom(C^{r(E)} ; C^{r(F )} )) | f_i = g^′_{ij} · f_j · g^{−1}_{ij} }; `(X; E) = {(s_i : U_i → C^{r(E)} ) | s_i = g_{ij} · s_j }:

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ É ÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

: : : E_{i−1} → E_i → E_{i+1} → : : :

ÎÁÚÙŒÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ (ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏ- ŒÏÊ ÐÏÓÌÏÊÎÏ.

1.5. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. ðÕÓÔØ A, A^′ | ÁÂÅÌÅŒÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ëÏŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : A → A^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÓÌÅŒÁ (ÓÐÒÁŒÁ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → A_1 → A_2 → A_3 → 0 Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F (A_1) → F (A_2) → F (A_3) → 0 Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A^′ ÔÏÞÎÁ ŒÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ ÐÒÁŒÏÇÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÌÅŒÏÇÏ) ÞÌÅÎÁ. æÕÎËÔÏÒ ÔÏÞÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ (ÓÌÅŒÁ, ÓÐÒÁŒÁ) ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. (1) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ `(X; − ), Hom(E; − ), Hom( − ; E) | ÔÏÞÎÙÅ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ E → E^∗ É E → E ⊗ F | ÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Œ ÓÅÂÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ, ÏÄÎÁËÏ ÐÏ- ÎÑÔÉÅ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ÎÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.

æÕÎËÔÏÒÙ ` É Hom ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÐÒÁŒÁ. ïÄÎÁËÏ ŒÁÖÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÂÅÚ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.13. åÓÌÉ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ `(X; − ) ÔÏ- ÞÅÎ.

åÓÌÉ A | \ÈÏÒÏÛÁÑ" ÁÂÅÌÅŒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á F | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ A → A^′, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ R^0F = F , R^1F , R^2F , : : : ÉÚ A Œ A^′, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → A_1 → A_2 → A_3 → 0 Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → F (A_1) → F (A_2) → F (A_3) → R^1F (A_1) → R^1F (A_2) → R^1F (A_3) → : : : áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ F : A → A^′ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË- ÔÏÒÏŒ L^0F = F , L^1F , L^2F , : : : ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · → L^1F (A_1) → L^1F (A_2) → L^1F (A_3) → F (A_1) → F (A_2) → F (A_3) → 0:

æÕÎËÔÏÒ R^iF (ÓÏÏÔŒ. L^iF ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ i-ÙÍ ÐÒÁŒÙÍ (ÓÏÏÔŒ. ÌÅŒÙÍ) ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. ðÕÓÔØ F : A → A^′, G : A^′ → A^{′′}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F | ÔÏÞÅÎ, Á G | ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ, ÔÏ R^i(G · F ) = (R^iG) · F äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ F | ÔÏÞÅÎ, Á G | ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÇÄÁ G | ÔÏÞÅÎ, Á F | ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ.

ðÏÚÖÅ ÍÙ ŒÌÏÖÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Œ ÈÏÒÏÛÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÀ | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ. ðÏËÁ ÖÅ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÁÈ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H^i(X; − ) i-ÙÊ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎË- ÔÏÒ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ `(X; − ). æÕÎËÔÏÒ H^i(X; − ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ i-ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ H^0(X; E) = `(X; E).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, i-ÙÊ ÐÒÁŒÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ Ext^i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ext^0(E; F ) = Hom(E; F ).

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.13 ÌÅÇËÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.15. åÓÌÉ X | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ H^{¿0}(X; − ) = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ext^i ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔ- ÎÏ, ÔÁË ËÁË Œ ÎÅÍ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ, ÐÏ ËÁËÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÊ ÆÕÎË- ÔÏÒ. ïÄÎÁËÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÔŒÅÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.16. ðÕÓÔØ

Ext^i(E; − ) = R^i Hom(E; − ); Ext^{′i}( − ; F ) = R^i Hom( − ; F ): äÏËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ext^i(E; F ) ∼= H^i(X; E^∗ ⊗ F ) ∼= Ext^{′i}(E; F ):

(õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ õÐÒ. 1.14) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ext ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

1.6. ëÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ. ðÕÓÔØ E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É X =

⋃_N

i=0 U_i | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 0 → C^0_E (U_•)^d→ C^1_E (U_•)^d→ C^2_E (U_•)^d→ : : : ; ÇÄÅ C^p_E (U_•) = ⨁ 0≤i_0¡···¡i_p≤N

`(U_{i0} ∩ · · · ∩ U_{ip} ; E);

É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ s = (s_{i0 ;:::;ip} ) ∈ C^p_E (U_•) ÐÏÌÏÖÉÍ

(ds)_{i0;:::;ip+1} = p+1∑ k=0 (−1)^k(s_{i0;:::; ^ik;:::;ip+1} )_{|Ui0 ∩···∩Uip+1} :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.17. (1) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ d^2 = 0. (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker(C^0_E (U_•)^d→ C^1_E (U_•)) = `(X; E):

óÏÇÌÁÓÎÏ õÐÒ. 1.17 (1) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ C^•_E (U_•) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ. ëÏÍÐÌÅËÓ C^•_E (U_•) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ- ËÒÙÔÉÑ U_•. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ þÅÈÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ þÅÈÁ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ E ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ U_• É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ »H^p(U_•; E) = H^p(C^•_E (U_•)). ôÅÏÒÅÍÁ 1.18. åÓÌÉ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ, ÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏ- ÇÉÉ þÅÈÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ H^p(X; E) = »H^p(U•; E):

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ: ðÏ õÐÒ. 1.17 (2) ÉÍÅÅÍ H^0(X; E) = »H^0(U_•; E). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ 0 → E_1 → E_2 → E_3 → 0 ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ þÅÈÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ E_i → E_{i+1} ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ þÅÈÁ C^•_{Ei} (U_•) → C^•_{Ei+1} (U_•). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ U_i ÁÆÆÉÎÎÙ, ÔÏ É ŒÓÑËÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U_{i0} ∩ · · · ∩ U_{ip} | ÁÆÆÉÎÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.13 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → `(U_{i0} ∩ · · · ∩ U_{ip} ; E_1) → `(U_{i0} ∩ · · · ∩ U_{ip} ; E_2) → `(U_{i0} ∩ · · · ∩ U_{ip} ; E_3) → 0 ÔÏÞÎÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 → C^•_{E1} (U_•) → C^•_{E2} (U_•) → C^•_{E3} (U_•) → 0 É \ÌÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ" ÄÁÅÔ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ þÅÈÁ.