11. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 2.

11.1. ìÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌ- ÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ y ∈ Y ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ y ∈ U ⊂ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Y ∩ U ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ r ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ r ÆÕÎËÃÉÉ f_1; : : : ; f_r ∈ O_X (U ), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Y ∩ U = {f_1 = · · · = f_r = 0}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.1. ðÕÓÔØ Y = {s = 0}, ÇÄÅ s ∈ `(X; E) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅ- ÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Y | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ r ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L_1, : : : , L_r É r ÓÅÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ s_1 ∈ `(X; L_1), : : : , s_r ∈ O_X (U ), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Y = {s_1 = · · · = s_r = 0}.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅÍ. ïÂÒÁÔÎÏÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ŒÅÒÎÏ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÔÒÏÊËÁ ÔÏÞÅË Œ P^2, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÉÚ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P^2 ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. ïÐÉÛÉÔÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 11.3. œÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y Œ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ. úÄÅÓØ ŒÓÅ ÓŒÏ- ÄÉÔÓÑ Ë ÏÞÅŒÉÄÎÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r Œ C^n ÍÏÖÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÔØ r ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ.

œÁÖÎÅÊÛÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 11.4. ðÕÓÔØ i : Y ⊂ X | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ

Ext^p(i_∗O_Y ; O_X ) ∼= { i_∗ det N_{Y =X}; ÐÒÉ p = codim Y 0; ÉÎÁÞÅ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ codim Y = r, dim X = n. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ y ∈ Y É ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ y ÎÁ X ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ z_1; : : : ; z_n, ÔÁË ÞÔÏ Y = {z_1 = · · · = z_r = 0}. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ s = (z_1; : : : ; z_r) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W ⊗O_X , ÇÄÅ W = ⟨z_1; : : :; z_r ⟩. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÕÞÏË i_∗O_Y ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ëÏÛÕÌÑ

0 → ~^rW^∗ ⊗ O_X^s−→ ~^{r−1}W^∗ ⊗ O_X → · · · → W^∗ ⊗ O_X^s−→ O_X → i_∗O_Y → 0: (11.5)

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom( − ; O) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓ

0 → O_X^s−→ W ⊗ O_X → · · · → ~^{r−1}W ⊗ O_X^s−→ ~^rW ⊗ O_X → 0; (11.6)

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÙ Ext^p(i_∗O_Y ; O_X ). ïÄÎÁËÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ- ÐÌÅËÓ (11:6) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÍÐÌÅËÓÕ (11:5) ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ det(W ⊗ O_X ). ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (11:5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

Ext^p(i_∗O_Y ; O_X ) ∼= { i_∗ det(W ⊗ O_Y ); ÐÒÉ p = r 0; ÉÎÁÞÅ

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÕÓÔØ z^′_1; : : : ; z^′_n | ÄÒÕÇÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Y = {z^′_1 = · · · = z^′_r = 0}. ðÕÓÔØ W^′ = ⟨z^′_1; : : : ; z^′_r⟩, s^′ = (z^′_1; : : : ; z^′_r) | ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W^′ ⊗ O_X É

0 → ~^r(W^′)^∗ ⊗ O_X^s−→ ~^{r−1}(W^′)^∗ ⊗ O_X → · · · → (W^′)^∗ ⊗ O_X^s−→ O_X → i_∗O_Y → 0 (11:5^′) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË {z^′_1 = · · · = z^′_r = 0} = {z_1 = · · · = z_r = 0} ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ∈ GL_r (O_X ), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

z^′_i = r∑ j=1 Œ_{ij}(z_1; : : : ; z_n)z_j:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÁË ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W ⊗ O_X → W^′ ⊗ O_X . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁ- ÂÏÒ (~^rŒ^∗; ~^{r−1}Œ^∗; : : :; Œ^∗; 1) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (11:5^′) Ó ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ (11:5). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÎÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ i^∗ Ext^p(i_∗O_Y ; O_X ) ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (det Œ)_{|Y} .

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ

@z^′_i=@z_j = Œ_{ij} + r∑ k=1 (@Œ_{ik}=@z_j )z_k;

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (@z^′_i=@z_j )_{|Y} = Œ_{ij|Y} . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (det Œ)_{|Y} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ Y ÑËÏÂÉÁÎÁ det(@z^′_i=@z_j ), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ õÐÒ. 10.1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÄÌÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ i^∗ Ext^p(i_∗O_Y ; O_X ) É det N_{Y =X} ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ËÏÃÉËÌÁÍÉ, É ÚÎÁÞÉÔ Ext^p(i_∗O_Y ; O_X ) ∼= i_∗ det N_{Y =X} .

11.2. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ óÅÒÒÁ. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ óÅÒÒÁ ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ Y ⊂ X ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 É ÐÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó Y ÎÁ X ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ. îÁÞÎÅÍ Ó ŒÁÖÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 11.7. ðÕÓÔØ L ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, Á Y ⊂ X | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. åÓÌÉ H^1(X; L^∗) = H^2(X; L^∗) = 0, ÔÏ Ext^1(J_Y ; L^∗) = Hom(L_{|Y} ; det N_{Y =X}), ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ

0 → L^∗ → F → J_Y → 0

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÍÏÒÆÉÚÍÕ f : L_{|Y} → det N_{Y =X} ÄÁÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË F ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f | ÓÀÒØÅËÃÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ õÐÒ. 5.3:

0 → H^1(X; Hom(J_Y ; L^∗)) → Ext^1(J_Y ; L^∗) →

→ H^0(X; Ext^1(J_Y ; L^∗)) → H^2(X; Hom(J_Y ; L^∗)):

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom( − ; L^∗) Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → J_Y → O_X → O_Y → 0 É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ

Ext^p(O_Y ; L^∗) ∼= Ext^p(O_Y ; O_X ) ⊗ L^∗ ∼= { L^∗ ⊗ det N_{Y =X}; ÐÒÉ p = 2 0; ÉÎÁÞÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Hom(J_Y ; L^∗) ∼= Hom(O_X ; L^∗) ∼= L^∗; Ext^1(J_Y ; L^∗) ∼= Ext^2(O_Y ; L^∗) ∼= L^∗ ⊗ det N_{Y =X} :

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → H^1(X; L^∗) → Ext^1(J_Y ; L^∗) → H^0(X; L^∗ ⊗ det N_{Y =X} ) → H^2(X; L^∗); ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ

Ext^1(J_Y ; L^∗) = H^0(X; L^∗ ⊗ det N_{Y =X}) = = H^0(Y; L^∗_{|Y} ⊗ det N_{Y =X}) = Hom(L_{|Y} ; det N_{Y =X} );

ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÍÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 0 → L^∗ → F → J_Y → 0, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÍÏÒÆÉÚÍÕ f : L_{|Y} → det N_{Y =X} . ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÐÕÞÏË F ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ext^{¿0}(F; O_X ) = 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom( − ; O_X ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → O_X → Hom(F; O_X ) → L → det N_{Y =X} → Ext^1(F; O_X ) → : : : ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ F ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ L → det N_{Y =X} ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙ- ŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ L → L_{|Y}^f−→ det N_{Y =X} Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒŒÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀ- ÒØÅËÔÉŒÅÎ. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ F ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ f : L_{|Y} → det N_{Y =X} ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ 0 → L^∗ → F → J_Y → 0 ÉÍÅÅÍ det F ∼= L^∗.

ôÅÏÒÅÍÁ 11.9. ðÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H^1(X; L^∗) = H^2(X; L^∗) = 0. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Y ⊂ X ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ det N_{Y =X} ∼= L_{|Y} , ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ (E; s), ÇÄÅ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ det E ∼= L, Á s | ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ E, ÔÁË ÞÔÏ Y = {s = 0}. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ (E; s) ÎÁÈÏ- ÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ L_{|Y} → det N_{Y =X} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏÐÕÓÔÉÍ (E; s) | ÉÓËÏÍÁÑ ÐÁÒÁ. ôÁË ËÁË r(E) = 2 É det E ∼= L, ÔÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ëÏÛÕÌÑ ÐÕÞËÁ O_Y ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 0 → L^{∗ s}−→ E^{∗ s}−→ O → O_Y → 0:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÕÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ J_Y Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ L^∗. éÚ ÌÅÍÍÙ 11.7 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÍÕ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ f : L_{|Y} → det N_{Y =X} ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 0 → L^∗ → F → J_Y → 0

Ó ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ F . œÓÑËÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E = F^∗ É ÓÅÞÅÎÉÅ s ∈ `(X; E), ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ F → J_Y → O_X . éÚ õÐÒ. 11.8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ det E = L. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÀ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Y . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÁÒÁ (E; s) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ (E; s) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÀÒØÅËÃÉÊ L_{|Y} → det N_{Y =X} . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÏÍÎÏÖÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ ÐÕÞËÁ O_Y ÎÁ L É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ E^∗ ⊗ L ∼= E^∗ ⊗ det E ∼= E, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ

0 → O^s−→ E → J_Y ⊗ L → 0:

11.3. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. œ ÓÌÕÞÁÅ X = P^n ÔÅÏÒÅÍÁ âÏÔÔÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 11.9. ôÅÏÒÅÍÁ 11.10. ðÕÓÔØ Y ⊂ P^n | ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ 2, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ det N_{Y =P}n = O(k)_{|Y} . ðÕÓÔØ ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÉÂÏ n ≥ 3, ÌÉÂÏ n = 2 É k ≤ 2. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ (E; s), ÇÄÅ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ det E ∼= O(k), Á s | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ E, ÔÁË ÞÔÏ Y = {s = 0}. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ (E; s) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ O(k)_{|Y} → det N_{Y =X} . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÁË ÐÒÉ n ≥ 3, ÔÁË É ÐÒÉ n = 2, k ≤ 2 ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÔÔÁ ÉÍÅÅÍ H^1(P^n; O(−k)) = H^2(P^n; O(−k)) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 11.11. (1) ðÕÓÔØ X = P^2, Y = {x_1; : : : ; x_m}. œÓÑËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ Y ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÌÀÂÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O(k) Ó k ≤ 2. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 11.10 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P^2 É ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O → E → J_Y (k) → 0:

ðÒÉ k = 0 | ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5.

(2) ðÕÓÔØ X = P^3, Y = Y_1 ⨆ · · · ⨆ Y_m, ÇÄÅ Y_1, : : : , Y_m | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅ- ËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ. ôÁË ËÁË (N_{Y =P}3)_{|Yi} = N_{Yi=P}3 = (O(1) ⊕ O(1))_{|Yi} ;

ÔÏ det N_{Y =P}3 = O(2)_{|Y} . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 11.10 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P^3 É ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O → E → J_Y (2) → 0:

(3) ðÕÓÔØ X = P^3, Y = Y_1 ⨆ · · · ⨆ Y_m ⊂ P^3, ÇÄÅ Y_i = {s_i = s^′_i = 0}, s_i ∈ `(P^3; O(a_i)), s^′_i ∈ `(P^3; O(a^′_i)), É ËÒÉŒÙÅ Y_i ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ôÁË ËÁË (N_{Y =P}3)_{|Yi} = N_{Yi=P}3 = (O(a_i) ⊕ O(a^′_i))_{|Yi} ;

ÔÏ (det N_{Y =P}3)_{|Yi} = O(a_i + a^′_i)_{|Y} . äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÉÍÅÅÍ a_i + a^′_i = k, ÇÄÅ k | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ. ôÏÇÄÁ det N_{Y =P}3 = O(k)_{|Y} . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 11.10 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P^3 É ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O → E → J_Y (k) → 0:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.12. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÔÅ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ É ÔÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ.

11.4. ðÏÌÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÒÁÓÝÅÐÉÍÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 11.13. åÓÌÉ Y | ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 Œ P^n É n ≥ 3, ÔÏ H^0(Y; O_Y ) = C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏÐÕÓÔÉÍ Y = {s_1 = s_2 = 0}, ÇÄÅ s_i ∈ `(P^n; O(a_i)). ôÏÇÄÁ ÐÕÞÏË O_Y ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ëÏÛÕÌÑ 0 → O(−a_1 − a_2) → O(−a_1) ⊕ O(−a_2) → O → O_Y → 0:

ôÁË ËÁË H^p(P^n; O(−a)) = 0 ÐÒÉ p ≤ 2, n ≥ 3 É a ¿ 0, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H^0(Y; O_Y ) = H^0(P^n; O) = C .

ôÅÏÒÅÍÁ 11.14. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n, ÇÄÅ n ≥ 3, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÐÏ ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ Y ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. ôÏÇÄÁ E ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏÐÕÓÔÉÍ E | ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ, ÔÏ ÅÓÔØ E ∼= O(a_1) ⊕ O(a_2). ôÏÇÄÁ s = (s_1; s_2) É Y = {s = 0} = {s_1 = s_2 = 0}, ÔÏ ÅÓÔØ Y | ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Y | ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ Y = {s_1 = s_2 = 0}, ÇÄÅ s_i ∈ `(P^n; O(a_i)). ôÏÇÄÁ ÐÁÒÁ (O(a_1) ⊕ O(a_2); (s_1; s_2)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÁÒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ Y Œ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 11.10. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ O(a_1 + a_2)_{|Y} → det N_{Y =X} ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ), ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 11.10 ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ E ∼= O(a_1) ⊕ O(a_2).

îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ det N_{Y =X} , ÎÏ

Hom(det N_{Y =X} ; det N_{Y =X}) = H^0(Y; det N^∗_{Y =X} ⊗ det N_{Y =X} ) = H^0(Y; O_Y ) = C

(ÐÏ ÌÅÍÍÅ 11.13). úÎÁÞÉÔ ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, É ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.