2. ôÅÏÒÅÍÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ.

óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÁÖÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ.

2.1. ôÅÏÒÅÍÁ âÏÔÔÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ŒÙÞÉÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Œ ÎÕÌØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ X | n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ X ÉÍÅÅÍ H^{¿n}(X; E) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏÐÕÓÔÉÍ X ⊂ P^N. åÓÌÉ dim X = n, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^{N−n−1} ⊂ P^N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ X ∩ P^{N−n−1} = ∅. œÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ z_0; : : : ; z_N ÎÁ P^N ÔÁË, ÞÔÏÂÙ P^{N−n−1} ÚÁÄÁŒÁÌÏÓØ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑÍÉ z_0 = · · · = z_n = 0. ðÕÓÔØ U_0; : : : ; U_N | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ P^N ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ

⋃_n i=0 U_i = P^N − P^{N−n−1}, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ X = ⋃_n i=0(X∩U_i). œÓÑËÏÅ U^X_i = X∩U_i | ÁÆÆÉÎÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ U^X_• = {U^X_0 ; : : : ; U^X_n } | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.18 ÉÍÅÅÍ H^p(X; E) = »H^p(U^X_• ; E), ÏÄ- ÎÁËÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ U^X_• ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (n + 1)-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ C^{¿n}_E (U^X_• ) = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ »H^{¿n}(U^X_• ; E) = 0.

úÁÊÍÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2 (ôÅÏÒÅÍÁ âÏÔÔÁ). ðÕÓÔØ dim V = n + 1. ôÏÇÄÁ

H^p(P(V ); O(k)) =

S^kV^∗; p = 0; k ≥ 0 S^{−k−n−1}V; p = n; k ≤ −n − 1 0; ÉÎÁÞÅ

ÇÄÅ S^k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ k-ÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1.18, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÕÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÏ þÅÈÕ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ P(V ) =

⋃_n

i=0 U_i. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÄÏÂÁŒÉÍ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÕ þÅÈÁ C^•_{O(k)}(U_•) ÞÌÅÎ C^{−1}_{O(k)}(U_•) = `(P(V ); O(k)). ðÕÓÔØ I = {i_0 ¡ · · · ¡ i_p}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ U_I := U_{i0} ∩ · · · ∩ U_{ip} . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

`(U_I ; O(k)) = ⨁ C z^ff ;

ÇÄÅ z^ff := z^{ff0}_0 · · · z^{ffn}_n , Á ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ff = (ff_0; : : : ; ff_n) ∈ Z^{n+1}, ÔÁËÉÍ ÞÔÏ ∀i ∉ I ff_i ≥ 0 É

∑_n

i=0 ff_i = k. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ þÅÈÁ ~C^•_{O(k)}(U_•) ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÇÒÕÐÐÏÊ Z^{n+1}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÏÞÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ~C^•_{O(k)}(U_•)^ff. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

~C^p_{O(k)}(U_•)^ff = ⨁ I(ff)⊂I; |I|=p+1

C z^ff ;

ÇÄÅ I(ff) = {0 ≤ i ≤ n | ff_i ¡ 0}. ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

~C^•_{O(k)}(U_•)^ff = ⨂ i∉I(ff)

(C^1→ C );

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff, ÅÓÌÉ I(ff) ≠ {0; : : :; n}. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÀ ÒÁŒÎÕÀ C z^ff Œ n-ÏÍ ÞÌÅÎÅ. ôÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

»H^p(U_•; O(k)) =

⊕_{ff≥0; |ff|=k}C z^ff ; ÐÒÉ p = 0 ⊕_{ff¡0; |ff|=k}C z^ff ; ÐÒÉ p = n 0; ÉÎÁÞÅ

ÇÄÅ ff ≥ 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∀i ff_i ≥ 0, ff ¡ 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∀i ff_i ¡ 0, Á |ff| =

∑_n i=0 ff_i.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÅÇËÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ V É V^∗.

2.2. ôÅÏÒÅÍÙ ëÁÒÔÁÎÁ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P^n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ E(k) = E ⊗ O(k). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E(k) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÒÕÔËÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ `(X; E) ⊗ O → E ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÒÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÇÌÏÂÁÌØ- ÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E Œ ÔÏÞËÅ x ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E Œ ÔÏÞËÅ x.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3 (ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ A). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P^n ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ k_0 ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ≥ k_0 ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E(k) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÒÉŒÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÏŒÁÎÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P^n. äÏ- ÐÕÓÔÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ ËÏÃÉËÌÏÍ g_{ij}. ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ õÐÒ. 1.9 (3) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E(k) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ g_{ij}(z_j =z_i)^k. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ k ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E(k) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÃÉËÌÁ g_{i0} : U_i ∩ U_0 → GL_r(C ). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ g_{i0} ËÁË ÍÁÔÒÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ r × r, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ U_i ∩ U_0. ïÄÎÁËÏ ŒÓÑËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U_i ∩ U_0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f(z)=(z_0z_i)^N , ÇÄÅ f(z) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ 2N . úÎÁÞÉÔ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ g_{i0}(z) = f_{i0}(z)=(z_0z_i)^N , ÇÄÅ f_{i0}(z) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ r × r, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ 2N . ôÏÇÄÁ ÐÒÉ k ≥ N

g_{i0}(z)(z_0=z_i)^k = f_{i0}(z)z^{k−N}_0 =z^{k+N}_i

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ e ∈ C^r ÉÍÅÅÍ

(g_{i0}(z)(z_0=z_i)^k)e = (f_{i0}(z)z^{k−N}_0 =z^{k+N}_i )e:

ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ U_i ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C^r . üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ

s_0 = e; s_i = (f_{i0}(z)z^{k−N}_0 =z^{k+N}_i )e (i = 1; : : : ; n)

ÚÁÄÁÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E(k) ÎÁ P^n (ÓÍ. õÐÒ. 1.11 (2)). œÅËÔÏÒ e ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E(k) ÎÁÄ U_0.

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 2.4. (1) åÓÌÉ Œ : E_1 → E_2 | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E_3 É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ : E_2 → E_3, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → E_1 → E_2 → E_3 → 0 ÔÏÞÎÁ.

(2) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ : E_2 → E_3 | ÓÀÒØÅËÃÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E_1 É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ : E_1 → E_2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → E_1 → E_2 → E_3 → 0 ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ r_1 = r(E_1), r_2 = r(E_2) É r_3 = r_2 − r_1. äÏÐÕÓÔÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E_1 É E_2 ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÏŒÁÎÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÌØÞÁÑ ÐÏËÒÙÔÉÅ É ÍÅÎÑÑ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÐÏËÒÙÔÉÑ U_i ÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÚÁÄÁŒÁÌÓÑ ÂÙ ÍÁÔÒÉ- ÃÅÊ Œ_i(z) = ( A_i(z) B_i(z) ) ; ÇÄÅ A_i(z) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ r_1 × r_1, ÐÒÉÞÅÍ det A_i(z) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_i, Á B_i(z) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ r_3 × r_1. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÔÏ Œ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÉÍÅÀÝÅÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁÎÇ r_1. úÎÁÞÉÔ, Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÉÎÏÒÏŒ ÒÁÚ- ÍÅÒÁ r_1 × r_1 ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. éÚÍÅÌØÞÁÑ ÐÏËÒÙÔÉÅ É ÍÅÎÑÑ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÏÒ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÅÒŒÙÍÉ r_1 ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ. îÏ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ŒÙÂÒÁÌÉ ÔÁËÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ É ÔÁËÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ g_{ij} | ËÏÃÉËÌ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E_2. úÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ÂÌÏÞÎÏÍ ŒÉÄÅ

g_{ij} = ( g^{11}_{ij} ; g^{12}_{ij} g^{21}_{ij} ; g^{22}_{ij} ) ; ÇÄÅ g^{11}_{ij} | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ r_1 × r_1, Á g^{22}_{ij} | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ r_3 × r_3. ðÕÓÔØ

h_{ij} = −B_iA^{−1}_i g^{12}_{ij} + g^{22}_{ij} ; _i = ( −B_iA^{−1}_i ; E ) ; ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ r_3 × r_3. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ

h_{ij}h_{jk} = h_{ik}; _i = h_{ij} _jg^{−1}_{ij}

É ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 −→ C^{r1 Œi(z)}−→ C^{r2 i(z)}−→ C^{r3} −→ 0

ÔÏÞÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ z ∈ U_i. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ h_{ij} | ËÏÃÉËÌ. ðÕÓÔØ E_3 | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r_3. œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ _i ÚÁÄÁÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ : E_2 → E_3 (ÓÍ. õÐÒ. 1.11 (2)). îÁËÏÎÅÃ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎ ÐÕÎËÔ (1). ðÕÎËÔ (2) ÄÏËÁÚÙŒÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ f : E → F | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f_x : E_x → F_x ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → K → E^f→ F → C → 0;

ÇÄÅ K É C | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÏŒ r(E) − r(f) É r(F ) − r(f) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ A ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÄËÒÕÔÏË ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6 (ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ B). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P^n ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ k_0 ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k ≥ k_0 É p ¿ 0 ÉÍÅÅÍ H^p(P^n; E(k)) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ p. ðÒÉ p ¿ n ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1 | ÜÔÏ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÂÁÚÕ ÉÎÄÕËÃÉÉ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÊÄÅÔÓÑ k_p(E) ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H^{¿p}(P^n; E(k)) = 0 ÐÒÉ k ≥ kp(E).

ðÕÓÔØ p ≥ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ A ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ k^′ ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ E(k^′) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. üÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒØÅËÃÉÑ H^0(P^n; E(k^′)) ⊗ O → E(k^′). ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.4 ÜÔÕ ÓÀÒØÅËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

0 → E^′ → H^0(P^n; E(k^′)) ⊗ O → E(k^′) → 0: (∗) ðÏÌÏÖÉÍ k_{p−1}(E) = k_p(E^′) + k^′. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ k ≥ k_{p−1}(E) ÄÌÉÎÎÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÊ, ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ k − k^′ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

→ H^i(P^n; H^0(P^n; E(k^′)) ⊗ O(k − k^′)) → H^i(P^n; E(k)) → H^{i+1}(P^n; E^′(k − k^′)) → éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ É ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^′ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H^i(P^n; E(k)) = 0 ÐÒÉ i ≥ p É k ≥ k_{p−1}(E), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÈ ÐÏÄËÒÕÔËÁÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.7 (ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ B^′). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P^n ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ k_0 ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k ≥ k_0 É p ¡ n ÉÍÅÅÍ H^p(P^n; E(−k)) = 0.

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ: äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ B^′ \ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏ" ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ B. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÚÁÍÅÎÑÔÓÑ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÀÝÅÊ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, \ÄÕÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ" ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÛÁÇ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ | ÔÏÞ- ÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (∗) ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → E(−k^′) → (H^0(P^n; E^∗(k^′)))^∗ ⊗ O → E^′ → 0:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ B^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ B É ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÏÇÏŒÏÒÉÍ ÐÏÚÖÅ.

2.3. ôÅÏÒÅÍÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÐÏÌÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ P^1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.8 (ôÅÏÒÅÍÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ). ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P^1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a_1 ≥ · · · ≥ a_r , ÔÁË ÞÔÏ E ∼= O(a_1) ⊕ · · · ⊕ O(a_r ):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ r. ðÒÉ r = 1 ÎÅÞÅÇÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.8. äÏÐÕÓÔÉÍ r ¿ 1. éÚ ÔÅÏÒÅÍ ëÁÒÔÁÎÁ A É B^′ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

H^0(P^1; E(a)) ≠ 0; H^0(P^1; E(a − 1)) = 0:

ðÕÓÔØ s | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E(a). ôÏÇÄÁ s ÚÁ- ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ O → E(a). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÏÐÕÓÔÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÑÍÏÊ P^1. œÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (z_0 : z_1) ÎÁ P^1, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÒÁŒÎÁ (0 : 1). ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ s=z_0

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E(a − 1), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ŒÙÂÏÒÕ a.

ôÁË ËÁË s | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.4 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O^s→ E(a) → E^′ → 0:

úÄÅÓØ E^′ | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r −1. úÎÁÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ E^′ ∼= O(b_1) ⊕ · · · ⊕ O(b_{r−1}), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O^s→ E(a) → O(b_1) ⊕ · · · ⊕ O(b_{r−1}) → 0: (2.9) ðÏÄËÒÕÞÉŒÁÑ ÅÅ ÎÁ −1 É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÏÔÔÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H^i(P^1; E(a − 1)) = H^i(P^1; O(b1 − 1) ⊕ · · · ⊕ O(br−1 − 1));

ÚÎÁÞÉÔ ÉÚ ŒÙÂÏÒÁ a É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b_1; : : :; b_{r−1} ≤ 0.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (2:9) ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ f : E(a) → O ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f · s = 1 ∈ Hom(O; O). ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2:9) ÆÕÎËÔÏÒ Hom( − ; O) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → Hom(E(a); O)^s→ Hom(O; O) → Ext^1(O(b_1) ⊕ · · · ⊕ O(b_{r−1}); O) → : : : ðÏÓËÏÌØËÕ b_1; : : : ; b_{r−1} ≤ 0 ÔÏ ÉÚ õÐÒ. 1.16 É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ Ext^1(O(b_1) ⊕ · · · ⊕ O(b_{r−1}); O) = H^1(P^1; O(−b_1) ⊕ · · · ⊕ O(−b_{r−1})) = 0 úÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f ∈ Hom(E(a); O), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s(f) = 1 ∈ Hom(O; O). ïÄ- ÎÁËÏ, s(f) = f ·s, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (2:9) ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ, ÚÎÁÞÉÔ E(a) ∼= O ⊕ O(b_1) ⊕ · · · ⊕ O(b_{r−1}) É ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ: äÏÐÕÓÔÉÍ E ∼= O(a_1) ⊕ · · · ⊕ O(a_r ) ∼= O(b_1) ⊕ · · · ⊕ O(b_r );

ÐÒÉÞÅÍ a_1 ≥ · · · ≥ a_r, b_1 ≥ · · · ≥ b_r. ðÕÓÔØ P^1 = P(V ). ðÕÓÔØ s ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ a_1 = b_1, : : : , a_s = b_s, ÎÏ a_{s+1} ≠ b_{s+1}. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ a_{s+1} ¿ b_{s+1}. ôÏÇÄÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ

H^0(P^1; E(−a_{s+1})) = H^0(P^1; O(a_1 − a_{s+1}) ⊕ · · · ⊕ O(a_r − a_{s+1})) = = S^{a1−as+1} V^∗ ⊕ · · · ⊕ S^{as−as+1} V^∗ ⊕ C ;

Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ

H^0(P^1; E(−a_{s+1})) = H^0(P^1; O(b_1 − a_{s+1}) ⊕ · · · ⊕ O(b_r − a_{s+1})) = = S^{b1−as+1} V^∗ ⊕ · · · ⊕ S^{bs−as+1} V^∗ = S^{a1−as+1} V^∗ ⊕ · · · ⊕ S^{as−as+1} V^∗;

ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ ÉÌÉ ÒÁÓÝÅÐÉ- ÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÎÇÁ.

ôÅÏÒÅÍÕ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ŒÓÑ- ËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^1 ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.