5. ôÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P^n.

5.1. æÕÎËÔÏÒÙ Ext. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ E → E^∗ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ `(U; E^∗) = Hom(E(U ); O(U )). ìÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÚÁÍÅ- ÎÉŒ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ O ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÐÕÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ: ÐÕÞÏË Hom(E; F)(U ) = Hom(E(U ); F(U )). (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÔÏÒ Hom ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ Hom Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ É ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ Ext^p É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

Ext^p(E; F)(U ) = Ext(E(U ); F(U )):

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ E ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÉÍÅÅÍ Hom(E; F) ∼= E^∗ ⊗ F É Ext^{¿0}(E; F) = 0. (2) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÕÞËÏŒ F É G ÉÍÅÅÍ Ext^p(F ⊗ E; G) ∼= Ext^p(F; E^∗ ⊗ G).

æÕÎËÔÏÒÙ Hom É Hom ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

Hom(E; F) = `(X; Hom(E; F)):

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÏÂÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ ` É Hom ÎÅ ÔÏÞÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË- ÔÏÒÁÍÉ Ext(E; F) É Ext(E; F) ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÔØ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ F ÉÍÅÅÍ Ext^p(E; F) = H^p(X; Hom(E; F)). (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÈ ÐÕÞ- ËÏŒ E É F ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ k_0 ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÐÒÉ k ≥ k_0 ÉÍÅÅÍ

Ext^p(E; F(k)) = `(X; Ext^p(E; F)(k)):

œ ÏÂÝÅÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ ÓŒÑÚØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÔÏÒÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → H^1(X; Hom(E; F)) → Ext^1(E; F) → H^0(X; Ext^1(E; F)) → H^2(X; Hom(E; F)):

œÁÖÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ext ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.4. ðÕÞÏË E ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ⇐⇒ Ext^{¿0}(E; O) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁ (ÓÍ. õÐÒ. 5.1). äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. äÏÐÕÓÔÉÍ Ext^{¿0}(E; O) = 0. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ X ÉÍÅÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ x ∈ U , ÔÁËÕÀ ÞÔÏ E(U ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ O(U ). úÎÁÞÉÔ E(U ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙ Œ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ:

O(U )^{⊕n} ∼= E(U ) ⊕ M:

ðÕÓÔØ p : O(U )^{⊕n} → O(U )^{⊕n} | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ E(U ). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ p ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n É ÒÁÎÇÁ r. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ m_{IJ} ÒÁÚÍÅÒÁ r × r ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_{IJ} = U \ {m_{IJ} = 0} ÐÒÏÅËÔÏÒ p ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ⊕_{j∈J} O(U_{IJ} ) → E(U_{IJ} ). îÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{IJ} ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÅ U , ÓÌÅÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÕ- ÞÏË E ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÎÁ U . úÎÁÞÉÔ ÏÎ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ É ÎÁ ŒÓÅÍ X.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 5.4 ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ E, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5. îÁÍ ÎÁÄÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ Ext^p(E; O). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom( − ; O) Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4:11) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓ

0 → O^{(¸i;ȷi)}−→ O(1) ⊕ O(1)^{(ȷi;−¸i)}−→ O(2) → 0 ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒÙ Ext^p(O_{xi} ; O). üÔÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÍÐÌÅËÓÕ (4:11), ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁ O(2), ÐÏÜÔÏÍÕ

Ext^p(O_{xi} ; O) = { O_{xi} (2) ∼= O_{xi} ; ÐÒÉ p = 2 0; ÉÎÁÞÅ

(ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ õÐÒ. 4.5). äÁÌÅÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ Hom( − ; O) Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4:10) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → O → Hom(J_{x̄}; O) → 0 → 0 → Ext^1(J_{x̄}; O) →^m⊕_{i=1} O_{xi} → 0 → Ext^2(J_{x̄}; O) → 0:

ïÔÓÀÄÁ

Ext^p(J_{x̄}; O) =

O; ÐÒÉ p = 0 ⊕^m_{i=1}O_{xi} ; ÐÒÉ p = 1 0; ÉÎÁÞÅ ðÒÉÍÅÎÑÑ Hom( − ; O) Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4:9) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

0 → O → Hom(E; O) → O^{”′}→^m⊕_{i=1} O_{xi} → Ext^1(E; O) → 0 → 0 → Ext^2(E; O) → 0:

úÎÁÞÉÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ”^′ ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ.

ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ H^{¿0}(P^2; Hom(J_{x̄}; O)) = 0, ÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ õÐÒ. 5.3 ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ext^1(J_{x̄}; O) = `(P^2; Ext^1(J_{x̄}; O)). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ”^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ ÐÕÞËÁ ⊕^m_{i=1}O_{xi} = Ext^1(J_{x̄}; O), ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ” ∈ Ext^1(J_{x̄}; O). úÎÁÞÉÔ ”^′ = (1; 1; : : :; 1; 1), ÓÌÅÄÏŒÁÔÌØÎÏ ”^′ ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ.

5.2. æÕÎËÔÏÒ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ. ðÕÓÔØ f : Y → X ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Á (E; ß) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (f^∗E; ß_f ∗_E ) ÎÁ Y ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ

f^∗E = E ×_X Y = {(e; y) ∈ E × Y | ß_E(e) = f(y)}; ß_f ∗_E (e; y) = y:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f^∗ | ÆÕÎËÔÏÒ. (2) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÏËÒÙÔÉÉ U_i ËÏÃÉËÌÏÍ g_{ij} : U_i ∩ U_j → GL_r(C ), ÔÏ f^∗E ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÏËÒÙÔÉÉ f^{−1}(U_i) ËÏÃÉËÌÏÍ g_{ij} · f : f^{−1}(U_i) ∩ f^{−1}(U_j ) → GL_r (C ). (3) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ f^∗(E ⊕ F ) ∼= f^∗E ⊕ f^∗F , f^∗(E ⊗ F ) ∼= f^∗E ⊗ f^∗F , f^∗(E^∗) ∼= (f^∗E)^∗. (4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f^∗O ∼= O. (5) ðÕÓÔØ i : P(V_1) → P(V_2) | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ i^∗O(k) ∼= O(k).

þÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ f^∗ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ f^∗ : Coh(X) → Coh(Y ) ÎÁÄÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ `(U; f^∗E). äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ f(U ) ⊂ U^′ ⊂ X É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÔÒÉŒÉÁ- ÌÉÚÕÅÔÓÑ ÎÁ U^′. ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_r | ÂÁÚÉÓ ÓÅÞÅÎÉÊ E ÎÁ U^′. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f^∗e_1; : : : ; f^∗e_r | ÂÁÚÉÓ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f^∗E ÎÁ U . úÎÁÞÉÔ `(U; f^∗E) ∼= O(U )^{⊕r} ∼= O(U^′)^{⊕r} ⊗_{O(U} ′_) O(U ) ∼= `(U^′; E) ⊗_{O(U} ′_) O(U );

ÇÄÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ O(U^′)-ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ O(U ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ∈ O(U^′) → Œ · f ∈ O(U ).

úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ f^∗ ÎÁ ÐÕÞËÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ E ∈ Coh(X). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ðÕÓÔØ U ⊂ Y | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁË ÞÔÏ f(U ) ⊂ U^′ ⊂ X É U^′ ÁÆÆÉÎÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ

F(U ) = E(U ) ⊗_{O(U} ′_) O(U )

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË f^∗E ËÁË ÐÕÞÏË, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÐÒÅÄÐÕÞËÏÍ F.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ E ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÐÕÞËÁ F É ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÕÞËÁ f^∗E. (2) ðÒÏ- ŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ f^∗ ÆÕÎËÔÏÒ. (3) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ É f^∗E | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ. (4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f^∗(E ⊕ E^′) ∼= E ⊕ E^′, f^∗(E ⊗ E^′) ∼= f^∗E ⊗ f^∗E^′. (5) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g : Z → Y , ÔÏ ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ (fg)^∗ = g^∗f^∗.

ìÅÇËÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ (f^∗E)^∗ ≁= f^∗(E^∗). á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ Y = x ∈ X É E = O_x, ÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (f^∗O_x)^∗ ∼= O, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË f^∗(O^∗_x) = 0.

åÓÌÉ Y | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ X, ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ i : Y → X ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. äÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÕÞÏË i^∗E ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ E_{|Y} É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÐÕÞËÁ E ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y .

5.3. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ f^∗ ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁ É ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ L^pf^∗, ËÏÔÏÒÙÅ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÐÕÞËÏŒÉÚÁÃÉÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

(L^pf^∗E)(U ) = Tor^p_{O(U ′)}(E(U ); O(U^′)); f(U ) ⊂ U^′; U^′ |ÁÆÆÉÎÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ðÕÓÔØ E | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË. (1) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ L^{¿0}f^∗E = 0. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ L^pf^∗(E ⊗ F) ∼= f^∗E ⊗ L^pf^∗F.

5.4. ôÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ðÒÑÍÏÊ L Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ L ∼= P^1 ⊂ P^n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ P^n = P(V ) ÜÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(2; V ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ G_n .

ðÕÓÔØ E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P^n. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L ∈ G_n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ E_{|L}. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÉÍÅÅÍ

E_{|L} ∼= O_L(a^E_1 (L)) ⊕ · · · ⊕ O_L(a^E_r (L));

ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÂÏÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a^E_1 (L) ≥ · · · ≥ a^E_r (L) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ. îÁ- ÂÏÒ a^E (L) = (a^E_1 (L); : : : ; a^E_r (L)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÉÐÏÍ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ L. ôÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

a^E : G_n → Z^r:

œŒÅÄÅÍ ÎÁ Z^r ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÔÏ ÅÓÔØ (a_1; : : :; a_r) ¿ (b_1; : : : ; b_r), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 1 ≤ s ≤ r ÉÍÅÅÍ

a_1 = b_1; : : : ; a_{s−1} = b_{s−1} É a_s ¿ b_s:

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ŒÁÖÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.8. (1) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P^n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {a^E (L)}_{L∈Gn} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓÎÉÚÕ.

(2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ Z^r ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {L ∈ G_n | a^E (L) ¿ a} ⊂ G_n | ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a^E ÍÉÎÉÍÕÍ a^E (L) ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÑÍÙÍ L ∈ G_n . éÚ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 5.8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_E = {L ∈ G_n | a^E (L) = a^E } ÏÔËÒÙÔÏ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ a^E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÔÉÐÏÍ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. œÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ L ∈ S_E := G_n \ U_E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏÄÓËÏËÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

ðÒÉÍÅÒ 5.9. åÓÌÉ E = O(a_1) ⊕ · · · ⊕ O(a_r) | ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÅ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L ∈ G_n ÉÍÅÅÍ a^E (L) = a. úÎÁÞÉÔ a^E = a, U_E = G_n É S_E = ∅.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5. œÙÞÉÓÌÉÍ a^E (L) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L ∈ G_2 . ðÕÓÔØ i : L → P^2 | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L^pi^∗O_{xi} . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒ i^∗ Ë ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÅ (4:11) ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4.5. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ

0 → O_L(−2)^{(ȷi ;−¸i)}−→ O_L(−1) ⊕ O_L(−1)^{(¸i;ȷi)}−→ O_L → 0;

ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÙ L^pi^∗O_{xi} . ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ x_i ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ L, ÔÏ ¸_i É ȷ_i ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ L É ŒÙÛÅÕËÁ- ÚÁÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÔÏÞÅÎ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ L^pi^∗O_{xi} = 0. åÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ x_i ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ L, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ¸_{i|L} = 0 É ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ L^0i^∗O_{xi} = O_{xi} , L^1i^∗O_{xi} = O_{xi} (−1) ∼= O_{xi} É L^{¿1}i^∗O_{xi} = 0. äÏÐÕÓÔÉÍ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ L ÌÅÖÉÔ k ÔÏ- ÞÅË ÉÚ ÔÏÞÅË x_1, : : : , x_m. äÏÐÕÓÔÉÍ ÜÔÏ ÔÏÞËÉ x_1, : : : , x_k. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ i^∗ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4:10) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

· · · → 0 → ⊕^k_{i=1}O_{xi} → i^∗J_{x̄} → O_L → ⊕^k_{i=1}O_{xi} → 0

ÏÔËÕÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

L^pi^∗J_{x̄} = { (⊕^k_{i=1}O_{xi} ) ⊕ O_L(−k); ÐÒÉ p = 0 0; ÉÎÁÞÅ

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÔÏÒ i^∗ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (4:9) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞ- ÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → O_L → E_{|L} → (⊕^k_{i=1}O_{xi} ) ⊕ O_L(−k) → 0:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÉÍÅÅÍ E_{|L} = O_L(a) ⊕ O_L(b), a ≥ b. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a ≥ 0, b ≤ −k, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÁ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → O_L → O_L(a) → ⊕^k_{i=1}O_{xi} → 0 É 0 → 0 → O_L(b) → O_L(−k) → 0;

ÏÔËÕÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a = k, b = −k. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.10. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5. ôÏÇÄÁ a^E (L) = (k; −k), ÇÄÅ k = #({x_1; : : : ; x_m} ∩ L). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ a^E = (0; 0) É U_E = {L ∈ G_2 | {x_1; : : :; x_m} ∩ L = ∅}.

îÁÛ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T Ë P^n. ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T = Hom(O(−1); V ⊗ O=O(−1)) ∼= V ⊗ O(1)=O. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → O^¸−→ V ⊗ O(1) −→ T → 0;

ÇÄÅ ¸ = id_V ∈ V ⊗V^∗ = H^0(P(V ); V ⊗O(1)). üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.11. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L ∈ G_n ÉÍÅÅÍ a^T (L) = (2; 1; : : :; 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÇÒÁÎÉÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ L. œÓÅ ÐÕÞËÉ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ õÐÒ. 5.7 (1) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ L 0 → O_L → V ⊗ O_L(1) → T_{|L} → 0:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÉÍÅÅÍ T_{|L} = O_L(a_1) ⊕ : : : O_L(a_r). œÙÓÞÉÓÌÑÑ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ dim H^0(L; T_{|L}) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

∑_n i=1 a_i = n + 1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∀i a_i ≥ 1, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ a^T (L) = (2; 1; : : :; 1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.12. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ¿ 1 ÉÍÅÅÍ H^•(P^n; T (−2)) = 0. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÝÅÐÉÍÙÍ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ a^E : G_n → Z^r | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ.

óÏÇÌÁÓÎÏ 5.9 ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ. úÁÍÅ- ÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4.5 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

5.5. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P(V ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ GL(V ). œÓÑËÉÊ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ GL(V ) ÚÁÄÁÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ g : P(V ) → P(V ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ (ÉÌÉ ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P(V ) | ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÐÌÀÓ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ_g : g^∗E → E ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ GL(V ), ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g_1; g_2 ∈ GL(V ) ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

g^∗_1 g^∗_2E^g ∗ 1 Œ_{g2} −−−−→ g^∗_1E Œg1 (g_2g_1)^∗E^{Œg2g1}−−−−→ E õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.13. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O(k) É T ÎÁ P^n ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ. (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ P^n ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ. (3) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ Œ ÎÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÙ!) ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ⊕, ⊗,^∗, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ÑÄÅÒ É ËÏÑÄÅÒ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G_x ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ x ∈ P^n Œ ÇÒÕÐÐÅ GL(V ). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P^n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔŒÁÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G_x. ôÅÏÒÅÍÁ 5.15. œÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ GL(V ) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ G_n .

óÕÍÍÉÒÕÑ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ

ðÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÝÅÐÉÍÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ⊂ { ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ } ⊂ { òÁŒÎÏÍÅÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ }

ÐÒÉÞÅÍ ÔÅÏÒÅÍÁ 5.11 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÅ. ðÏÚÄÎÅÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏ- ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÓÔÒÏÇÏÅ.