6. ëÒÉÔÅÒÉÊ èÏÒÒÏËÓÁ.

óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ P^n.

6.1. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ É ÓÔÅÐÅÎØ. ðÕÓÔØ E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. œ ÒÁÚ- ÄÅÌÅ 1.4 ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ E^{⊗p} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ É ÁÎ- ÔÉÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ E^{⊗p} ÞÅÒÅÚ S^pE É ~^pE ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S^pE É ~^pE ÎÁÚÙŒÁÅÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ E.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r(S^pE) =

(_{r(E)+p−1} p ) , r(~^pE) =

(_{r(E)} p ) . (2) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÃÉËÌÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ S^pE É ~^pE. (3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S^p(E^∗) = (S^pE)^∗, ~^p(E^∗) = (~^pE)^∗. (4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

S^p(E_1 ⊕ E_2) = ⊕_{i+j=p}S^iE_1 ⊗ S^jE_2; ~^p(E_1 ⊕ E_2) = ⊕_{i+j=p}~^iE_1 ⊗ ~^jE_2:

(5) ðÕÓÔØ 0 → E_1 → E → E_2 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F_p = S^pE (ÓÏÏÔŒ. F_p = ~^pE) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÅÊ 0 ⊂ F_0 ⊂ F_1 ⊂ · · · ⊂ F_{p−1} ⊂ F_p, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

F_j=F_{j−1} ∼= S^{p−j}E_1 ⊗ S^jE_2 (ÓÏÏÔŒ. F_j =F_{j−1} ∼= ~^{p−j} E_1 ⊗ ~^jE_2):

(6) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

S^2(E⊗F ) = (S^2E⊗S^2F )⊕(~^2E⊗~^2F ); ~^2(E⊗F ) = (S^2E⊗~^2F )⊕(~^2E⊗S^2F ):

åÓÌÉ r(E) = r, ÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ~^rE (ÓÔÁÒÛÁÑ ŒÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ det E. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÍÕ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ det E | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ËÏÃÉËÌÏÍ det g_{ij}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(E^∗) = (det E)^∗. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(E^∗) ⊗ ~^pE = ~^{r−p}E^∗. (3) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(E_1 ⊕ E_2) = det E_1 ⊗ det E_2. (4) ðÕÓÔØ 0 → E_1 → E → E_2 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det E = det E_1 ⊗ det E_2. (5) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(E ⊗ F ) = (det E)^{⊗r(F )} ⊗ (det F )^{⊗r(E)}. (6) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(E(k)) = (det E)(k · r(E)). (7) ðÕÓÔØ f : E → F | ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ det f : det E → det F | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ O(k), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ d, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ det E ∼= O(d). þÉÓÌÏ d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(E).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(E^∗) = − deg(E). (2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(E_1 ⊕ E_2) = deg(E_1) + deg(E_2). (3) ðÕÓÔØ 0 → E_1 → E → E_2 → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(E) = deg(E_1) + deg(E_2). (4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(E ⊗ F ) = deg(E)r(F ) + deg(F )r(E). (5) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(E(k)) = deg(E) + k · r(E).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ f : X → Y . (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

f^∗(E ⊗ F ) = f^∗E ⊗ f^∗F; f^∗S^pE = S^pf^∗E; f^∗~^pE = ~^pf^∗E; f^∗ det E = det f^∗E:

(2) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X = P(W ), Y = P(V ) É ÍÏÒÆÉÚÍ f ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ W → V , ÔÏ deg(f^∗E) = deg(E). (3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L ⊂ P^n É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P^n ÉÍÅÅÍ a^E_1 (L)+· · ·+a^E_r (L) = deg(E), ÇÄÅ a^E (L) = (a^E_1 (L); : : : ; a^E_r (L)) | ÔÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ E ÎÁ L.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÅÒŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.8. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.8 (1): ðÕÓÔØ deg(E) = d, r(E) = r. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÁ a_i ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ

a_i = ⌈ (d − i−1∑ j=1 a_j)=(r − i + 1) ⌉ ; ÇÄÅ ⌈x⌉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏÅ x. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ a = (a_1; : : : ; a_r) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÒÅÄÉ ÎÁÂÏÒÏŒ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ

a_1 ≥ a_2 · · · ≥ a_r É r∑ i=1 a_i = d:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ õÐÒ. 6.4 (3) ÎÁÂÏÒ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÏÊ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ ÔÉÐÁ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

6.2. ðÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÐÕÞËÁ. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É E | ÐÕÞÏË ÎÁ X. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË f_∗E ÎÁ Y ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

(f_∗E)(U ) = E(f^{−1}(U ))

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ Y .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_∗E | ÐÕÞÏË. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_∗ | ÔÏÞÎÙÊ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒ. (3) ðÕÓÔØ X^f→ Y^g→ Z. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎË- ÔÏÒÏŒ g_∗f_∗ ∼= (gf)_∗ . (4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s ∈ O_X (U ) → (s · f) ∈ O_Y (f^{−1}(U )) = (f_∗O_Y )(U ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ ËÏÌÅÃ O_X → f_∗O_Y . (5) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ÐÕÞÏË O_Y -ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ f_∗E | ÐÕÞÏË O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ. (6)^∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÕÞÏË E ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÏ ÐÕÞÏË f_∗E ÔÏÖÅ ËŒÁÚÉ- ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.

æÕÎËÔÏÒ f_∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ f_∗ ÔÏÞÅÎ ÓÌÅŒÁ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÁŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ R^if_∗ | ÆÕÎËÔÏÒÙ ŒÙÓÛÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÏÂÒÁÚÏŒ. óÉÔÕÁÃÉÑ ÚÄÅÓØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H^i. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Coh(X) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ f_∗ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÏÄÎÁËÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X) ÔÁËÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Coh(X) ⊂ Sh(X) É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒÙ R^if_∗ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Coh(X) ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ó ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sh(X). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÕÞËÉ R^if_∗E ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍÉ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ŒÙÓÛÉÅ ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÐÕÞËÏŒ ÐÏ þÅÈÕ. úÄÅÓØ ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÕÞËÏŒÙÍ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÏÍ þÅÈÁ (ÓÍ. õÐÒ. 4.4).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∀y ∈ Y ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ y ∈ U ⊂ Y , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ f : f^{−1}(U ) → U ÒÁÓËÌÁ- ÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i : f^{−1}(U ) → U × A^n É ÐÒÏÅËÃÉÉ U × A^n → U .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÁÆÆÉÎÎÏ, ÔÏ f : X → Y | ÁÆÆÉÎÎÙÊ. (2) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÔÏÞÅÎ. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, Á U_• | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÔÏ R^if_∗(C^p_E ) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ E É i ¿ 0. (3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË R^if_∗E ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ i-ÙÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ f_∗(C^•_E ). (4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ (3) É ÉÚ õÐÒ. 6.5 (6) ÓÌÅÄÕÅÔ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ R^if_∗E.

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÆÕÎËÔÏÒÁ f^∗ ÆÕÎËÔÏÒ f_∗ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÄËÁ- ÔÅÇÏÒÉÀ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÕÞÏË E | ËÏÇÅÒÅÎÔ- ÎÙÊ, ÔÏ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÎÅÌØÚÑ ÄÁÖÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÕÞËÁ f_∗E. òÁÚÕÍÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÒÆÉÚÍ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∀y ∈ Y ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ y ∈ U ⊂ Y , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ f : f^{−1}(U ) → U ÒÁÓËÌÁ- ÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ i : f^{−1}(U ) → U × P^n É ÐÒÏÅËÃÉÉ U × P^n → U .

ôÅÏÒÅÍÁ 6.8. åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÐÕÞÏË R^if_∗E ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ E É ÌÀÂÏÇÏ i.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ ÓŒÑÚØ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. ðÕÓÔØ X^f→ Y^g→ Z. (1) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

R^i(gf)_∗ = { (R^ig_∗)f_∗; ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f | ÁÆÆÉÎÎÙÊ g_∗(R^if_∗); ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ g | ÁÆÆÉÎÎÙÊ:

(2) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → (R^1g_∗)f_∗E → R^1(gf)_∗E → g_∗(R^1f_∗E) → (R^2g_∗)f_∗E

(3) ðÕÓÔØ g : Y → pt | ÐÒÏÅËÃÉÑ Œ ÔÏÞËÕ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R^ig_∗ = H^i(Y; − ). (4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÁÆÆÉÎÎÏ, ÔÏ H^i(Y; f_∗E) = H^i(X; E). (5) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U ⊂ Y | ÁÆÆÉÎÎÏ, ÔÏ (R^if_∗E)(U ) = H^i(f^{−1}(U ); E).

6.3. æÏÒÍÕÌÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ f : X → Y É F ∈ Coh(X).

ôÅÏÒÅÍÁ 6.10. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ E ÎÁ Y ÉÍÅÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØ- ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f_∗(f^∗E ⊗ F) ∼= E ⊗ f_∗F:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ Y É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ U^′ = f^{−1}(U ). ôÏÇÄÁ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ f_∗, f^∗ É ⊗ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

`(U; f_∗(f^∗E ⊗ F)) = `(U^′; f^∗E ⊗ F) = (f^∗E)(U^′) ⊗_{OX (U} ′_) F(U^′) = = ( E(U ) ⊗_{OY (U)} O_X (U^′) ) ⊗_{OX (U} ′_) F(U^′) = E(U ) ⊗_{OY (U)} F(U^′) =

= E(U ) ⊗_{OY (U)} (f_∗F)(U ) = `(U; E ⊗ f_∗F) õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.11. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_∗f^∗E ∼= E ⊗ f_∗O. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ, ÔÏ R^if_∗(f^∗E ⊗ F) ∼= E ⊗ R^if_∗F.

ðÒÉÍÅÒ 6.12. ðÕÓÔØ i | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á E | ÐÕÞÏË ÎÁ Y . ôÏÇÄÁ i_∗(E_{|X} ) ∼= E ⊗ i_∗O_X .

ôÅÏÒÅÍÁ 6.13 (óÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÕÞËÏŒ E ∈ Coh(Y ), F ∈ Coh(X) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

Hom(E; f_∗F) ∼= Hom(f^∗E; F):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÙÂÅÒÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ Y = ⋃ U_i É ÐÕÓÔØ U^′_i = f^{−1}(U_i). œÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ : E → f_∗F | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ O_Y (U_i)- ÍÏÄÕÌÅÊ Œ_i : E(U_i) → (f_∗F)(U_i) = F(U^′_i ) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ U_i. ôÅÎÚÏÒÎÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÎÁ O_X (U^′_i ) ÎÁÄ O_Y (U_i) É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ O_X (U^′_i )-ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ F(U^′_i ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

_i : (f^∗E)(U^′_i ) = E(U_i) ⊗_{OY (Ui)} O_X (U^′_i ) → F(U^′_i ) ⊗_{OY (Ui)} O_X (U^′_i ) → F(U^′_i ):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ _i ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U^′_i É, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÍÏÒÆÉÚÍ : f^∗E → F.

ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ : f^∗E → F | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ O_X (U^′_i )- ÍÏÄÕÌÅÊ

_i : E(U_i) ⊗_{OY (Ui)} O_X (U^′_i ) = (f^∗E)(U^′_i ) → F(U^′_i ) = (f_∗F)(U_i):

ëÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ÅÇÏ Ó ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ E(U_i)^{( − ⊗1)}−→ E(U_i) ⊗_{OY (Ui)} O_X (U^′_i ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒ- ÆÉÚÍ O_Y (U_i)-ÍÏÄÕÌÅÊ Œ_i : E(U_i) → (f_∗F)(U_i), ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ_i ÓËÌÅÉŒÁ- ÀÔÓÑ Œ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ Œ : E → f_∗F.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ É ÎÅ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏËÒÙÔÉÑ.

6.4. ëÒÉÔÅÒÉÊ èÏÒÒÏËÓÁ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ èÏÒ- ÒÏËÓÁ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.14. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P^n ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ

H^p(P^n; E(k)) = 0 ÐÒÉ 1 ≤ p ≤ n − 1 É ÌÀÂÏÍ k ∈ Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ èÏÒÒÏËÓÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÉ n = 1 ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n ¿ 1, ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÒÒÏËÓÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ n − 1 É ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ P^n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ P^{n−1} ∼= H ⊂ P^n. óÏÇÌÁÓÎÏ 3.11 (2) ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O(−1) → O → i_∗O_H → 0:

õÍÎÏÖÁÑ ÅÅ ÎÁ E É ÐÏÌØÚÕÑÓØ 6.12, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → E(−1) → E → i_∗i^∗E → 0: (6.15) ðÏÄËÒÕÞÉŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (6:15) ÎÁ O(k) É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÄÌÉÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÌÅÇËÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ èÏÒÒÏËÓÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

H^p(P^n; i∗i^∗E(k)) = 0 ÐÒÉ 1 ≤ p ≤ n − 2 É ÌÀÂÏÍ k ∈ Z. ôÅÐÅÒØ ÉÚ õÐÒ. 6.9 (3) É 6.6 (2) ÓÌÅÄÕÅÔ

H^p(H; i^∗E(k)) = 0 ÐÒÉ 1 ≤ p ≤ n − 2 É ÌÀÂÏÍ k ∈ Z.

úÎÁÞÉÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ i^∗E ÎÁ H ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ èÏÒÒÏËÓÁ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ : ⊕^r_{i=1}O_H (a_i) → i^∗E.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(⊕^r_{i=1}O(a_i); − ) Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (6:15). ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

Hom(⊕^r_{i=1}O(a_i); E) → Hom(⊕^r_{i=1}O(a_i); i_∗i^∗E) → Ext^1(⊕^r_{i=1}O(a_i); E(−1))

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ext^1(O(a); E(−1)) = H^1(P^n; E(−a−1)) = 0 ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ èÏÒÒÏËÓÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.13 ÉÍÅÅÍ Hom(⊕^r_{i=1}O(a_i); i_∗i^∗E) ∼= Hom(⊕^r_{i=1}O_H (a_i); i^∗E):

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ˘ : ⊕O(a_i) → E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P^n. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ˘ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ õÐÒ. 6.2 (7). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

deg(E) = deg(i^∗E) = deg(⊕^r_{i=1}O_H (a_i)) = r∑ i=1 a_i = deg(⊕^r_{i=1}O(a_i));

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ det E ∼= det(⊕^r_{i=1}O(a_i)) ∼= O(d). ôÁË ËÁË Hom(O(d); O(d)) = `(P^n; O) = C , ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ O(d) → O(d) ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ det ˘ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. îÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: (det ˘)_{|H} = det Œ ≠ 0.

ëÒÉÔÅÒÉÊ èÏÒÒÏËÓÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.16. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P^n ŒÐÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÐÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ P^2 ⊂ P^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÄÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ¿ 2 ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P^n ŒÐÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ ÅÓÌÉ ŒÐÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ i : H ⊂ P^n. äÏÐÕÓÔÉÍ i^∗E ŒÐÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ. úÎÁÞÉÔ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ i^∗E ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏ- ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (6:15), ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ O(k) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ

H^p(P^n; E(k − 1)) → H^p(P^n; E(k)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÉ 2 ≤ p ≤ n − 2, ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÒÉ p = n − 1 É ÓÀ- ÒØÅËÃÉÅÊ ÐÒÉ p = 1. ïÄÎÁËÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÔÁÎÁ B ÐÒÉ k ¿¿ 0 ÉÍÅÅÍ H^{¿0}(P^n; E(k)) = 0, ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÉ 2 ≤ p ≤ n − 1 É ÌÀÂÏÍ k ÉÍÅÅÍ H^p(P^n; E(k)) = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÔÁÎÁ B^′ ÐÒÉ k ¡¡ 0 ÉÍÅÅÍ H^{¡n}(P^n; E(k)) = 0, ÚÎÁ- ÞÉÔ ÐÒÉ 1 ≤ p ≤ n − 2 É ÌÀÂÏÍ k ÉÍÅÅÍ H^p(P^n; E(k)) = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ èÏÒÒÏËÓÁ, ÚÎÁÞÉÔ E ŒÐÏÌÎÅ ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ.