8. ëÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ

8.1. ëÌÁÓÓÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÈ H_•(X; Z) É H^•(X; Z) ÇÒÕÐÐÙ ÓÉÇÕÌÑÒ- ÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÒÕÞÅÎÉÑ. œÓÑËÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ Y ⊂ X ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÙÊ ËÌÁÓÓ o_Y ∈ H_{2 dim Y} (X; Z). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

H2 dim Y (X; Z) → H^{2 codim Y} (X; Z):

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [Y ] ∈ H^{2 codim Y} (X; Z) ÏÂÒÁÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ o_Y Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ëÌÁÓÓ [Y ] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.1. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : X → X^′ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ

f_∗ : H^•(X; Z) → H^{2(dim X′ −dim X)+•}(X^′; Z):

(2) ðÕÓÔØ i : Z → X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÏÅËÃÉÉ i_∗i^∗[Y ] = [Y ] · [Z]:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H^{2i}(P^n; Z) = ZÐÒÉ 0 ≤ i ≤ n É ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. (2) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ H^{2k}(P^n; Z) = Z[P^{n−k}]. (3) äÏ- ËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ H^•(P^n; Z) = Z[h]=h^{n+1}, ÇÄÅ h = [P^{n−1}] ∈ H^2(P^n; Z) | ËÌÁÓÓ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

8.2. ëÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ L, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ (ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÑ L ÞÅÒÅÚ `_{rat}(X; L).

ìÅÍÍÁ 8.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÉÍÅÅÍ `_{rat}(X; L) ≠ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ i : X → P^n | ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÔÁÎÁ A ÎÁÊÄÅÔÓÑ k ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ `(X; L ⊗ i^∗O(k)) = `(P^n; (i_∗L)(k) ≠ 0). ðÕÓÔØ 0 ≠ s ∈ `(X; L ⊗ i^∗O(k)) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ P^n, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ i(X). ðÕÓÔØ z ∈ `(P^n; O(1)) | ÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ U = X − {z = 0} ⊂ X. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ s=z^k | ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ U ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ËÁË

c_1(L) = [div_0(s)] − [div_∞(s)] ∈ H^2(X; Z);

ÇÄÅ 0 ≠ s ∈ `_{rat}(X; L) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L, Á div_0(s) = {s = 0} É div_∞(s) = {s = ∞} | ÄÉŒÉÚÏÒÙ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ ÓÅÞÅÎÉÑ s.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ c_1(L) ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÅÞÅ- ÎÉÑ s). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

c_1(L^∗) = c_1(L); c_1(L ⊗ L^′) = c_1(L) + c_1(L^′); c_1(L) = f^∗(c_1(L)):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏÐÕÓÔÉÍ s^′ | ÄÒÕÇÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L. ôÏÇÄÁ s^′ = s · Œ, ÇÄÅ Œ ∈ `_{rat}(X; O) | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ( [div_0(s^′)] − [div_∞(s^′)] ) − ( [div_0(s)] − [div_∞(s)] ) = [div_0(Œ)] − [div_∞(Œ)];

ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ [div_0(Œ)] − [div_∞(Œ)] = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → P^1, ÐÒÉÞÅÍ

[div_0(Œ)] − [div_∞(Œ)] = Œ^∗[{0}] − Œ^∗[{∞}] = Œ^∗([{0}] − [{∞}]) = 0

ÔÁË ËÁË [{0}] = [{∞}] ∈ H^2(P^1; Z).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ s É s^′ | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L É L^′. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ s^{−1}, s ⊗ s^′ É f^∗s | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ L^∗, L ⊗ L^′ É f^∗L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÔËÕÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ c_1(O(k)) = k h.

8.3. ðÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X. ðÕÓÔØ U_i | ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÕÀÝÅÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÄÌÑ E, Á g_{ij} : U_i ∩ U_j → GL_r(C ) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÃÉËÌ. óËÌÅÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ U_i × P^{r−1} Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÃÉËÌÁ g_{ij}, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ

U_i × P^{r−1} ⊃ (U_i ∩ U_j ) × P^{r−1 gji}−→ (U_i ∩ U_j) × P^{r−1} ⊂ U_j × P^{r−1}

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ P_X(E) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÉ- ÚÁÃÉÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ p_i : U_i×P^{r−1} → U_i ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÐÒÏÅËÃÉÀ p_E : P_X(E) → X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.6. (1) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ P_X(E) É ÐÒÏÅËÃÉÉ p_E ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. (2) ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÎÁ X ÉÍÅÅÍ P_X(E ⊗L) = P_X(E), p_{E⊗L} = p_E . (3) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ P_X(W ⊗ O_X ) = X × P(W ).

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÅËÃÉÊ p_i, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ q_i : U_i × P^{r−1} → P^{r−1} ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÎÅ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÑ q^∗_i O(−1) ⊂ C^r ⊗ O_{Ui×P}r−1 = p^∗E_{|Ui} ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ O_{PX(E)=X} (−1) ⊂ p^∗E | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÐÕÔÁÎÉÃÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ŒÍÅÓÔÏ O_{PX(E)=X} (−1) ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ O(−1). ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, O(1) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á O(n) = O(1)^{⊗n}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.7. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O_{PX(E)=X} (1) ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ p^{−1}(x) = P^{r−1} ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ O(1). (2) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ O_{PX(E⊗L)=X} (−1) = p^∗L ⊗ O_{PX(E)=X} (−1).

8.4. ïÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ þÖÅÎÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

¸ = ¸_E = c_1(O_{PX(E)=X} (1)) ∈ H^2(P_X(E); Z):

éÚ õÐÒ. 8.7 (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ¸ ÎÁ ŒÓÑËÉÊ ÓÌÏÊ p^{−1}(x) = P^{r−1} ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ h ∈ H^2(P^{r−1}; Z). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ õÐÒ. 8.2 ËÌÁÓÓÙ 1; ¸; : : :; ¸^{r−1} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÎÁ P_X(E), Á ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ŒÓÑËÉÊ ÓÌÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. îÏ ÏÔÓÀÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÒÅ-èÉÒÛÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

H^•(PX(E); Z) = H^•(X; Z)⟨1; ¸; : : :; ¸^{r−1}⟩;

ÔÏ ÅÓÔØ ËÇÏÍÏÌÏÇÉÉ P_X(E) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ X Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1; ¸; : : :; ¸^{r−1}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ¸^r ∈ H^{2r}(P_X(E); Z). óÏÇÌÁÓÎÏ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ c_i(E) ∈ H^{2i}(X; Z) (i = 1; : : : ; r), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

¸^r_E + p^∗_E c_1(E) · ¸^{r−1}_E + · · · + p^∗_E c_r (E) = 0: (8.8)

ëÌÁÓÓÙ c_i(E) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.9. ïÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ þÖÅÎÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÁ c_1(L). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : Y → X ÉÍÅÅÍ c_i(f^∗E) = f^∗ c_i(E).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ñÓÎÏ, ÞÔÏ P_X(L) = X, O_{PX(L)=X} (−1) = L, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ¸ = c_1(L^∗) = − c_1(L). îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ¸ +c_1(L) = 0, ËÏÔÏÒÏÅ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÓÔÁÒÏÇÏ É ÎÏŒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ f : Y → X. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ P_Y (f^∗E) = Y ×_X P_X(E), F^∗O_{PX(E)=X} (1) = O_{PY (f} ∗_{E)}(1) (F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÅËÃÉÀ P_Y (f^∗E) → P_X(E)), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8.4 ÉÍÅÅÍ F^∗¸_E = ¸_f ∗_E . ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë (∗) ÆÕÎËÔÏÒ F^∗ É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ F^∗p^∗_E = p^∗_f ∗_E f^∗ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

¸^r_f ∗_E + p^∗_f ∗_E f^∗ c_1(E) · ¸^{r−1}_f ∗_E + · · · + p^∗_f ∗_E f^∗ c_r(E) = 0;

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ p^∗_f ∗_E (c_i(f^∗E) − f^∗ c_i(E)) = 0, ÎÏ ÔÁË ËÁË p^∗_f ∗_E | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

8.5. æÏÒÍÕÌÁ õÉÔÎÉ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÌÁÓÓÏŒ þÖÅÎÑ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÉÈ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÌÎÙÊ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÒÁÎÇÁ r ËÁË

c(E) = 1 + c_1(E) + · · · + c_r(E) ∈ H^•(X; Z):

ôÅÏÒÅÍÁ 8.10 (ôÅÏÒÅÍÁ õÉÔÎÉ). ðÕÓÔØ 0 → E → F → G → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ

c(F ) = c(E) · c(G):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÎÇÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ G. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ r(G) = 1. ðÕÓÔØ r = r(E). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Y = P_X(F ). ëÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÑ O_{Y =X}(−1) → p^∗F → p^∗G ÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ s ∈ `(Y; (p^∗G)⊗O_{Y =X}(1)). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ s ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Z = P_X(E) ⊂ P_X(F ) = Y . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [Z] = c_1((p^∗G) ⊗ O_{Y =X}(1)) = ¸_F + p^∗ c_1(G). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ H^•(X; Z)

p(x) = x^r + p^∗ c_1(F ) · x^{r−1} + · · · + p^∗ c_r (F ); ~p(x) = x^{r−1} + p^∗ c_1(E) · x^{r−2} + · · · + p^∗ c_{r−1}(E):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ O_{Y =X}(1)_{|Z} = O_{Z=X} (1), ÐÏÜÔÏÍÕ (¸_F )_{|Z} = ¸_E . úÎÁÞÉÔ ~p(¸_F )_{|Z} = ~p(¸_E ) = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ õÐÒ. 8.1 (2) ÉÍÅÅÍ

0 = ~p(¸_F ) · [Z] = ~p(¸_F ) · (¸_F + p^∗ c_1(G));

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÏŒ þÖÅÎÑ p(x) = ~p(x) · (x + p^∗ c_1(G)). ðÏÄ- ÓÔÁŒÌÑÑ x = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ c(F ) = c(E) · c(G), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

äÏÐÕÓÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ r ¿ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X^′ = P_X(G)^{pG}−→ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G^′ ÆÁËÔÏÒÒÁÓÌÏÅÎÉÅ p^∗_GG=O_X′_{=X} (−1), ÞÅÒÅÚ F^′ ÑÄÒÏ ÐÒÏÅË- ÃÉÉ p^∗_GE → p^∗_GG → G^′. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X^′ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ:

0 → O_X′_{=X} (−1) → p^∗_GG → G^′ → 0 0 → F^′ → p^∗_GE → G^′ → 0 0 → p^∗_GF → F^′ → O_X′_{=X} (−1) → 0

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ r(G^′) ¡ r(G), r(O_X′_{=X} (−1)) = 1 ¡ r(G). éÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏŒ þÖÅÎÑ É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

p^∗_G c(E) = c(F^′) · c(G^′) = (p^∗_G c(F ) · c(O_X′_{=X} (−1))) · c(G^′) =

= p^∗_G c(F ) · (c(O_X′_{=X} (−1)) · c(G^′)) = p^∗_G c(F ) · p^∗_G c(G) = p^∗_G(c(F ) · c(G));

ÎÏ ÔÁË ËÁË p^∗_G | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

8.6. ðÒÉÎÃÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ. ðÒÉÎÃÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ ÇÌÁÓÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ E = ⊕^r_{i=1}L_i | ÓÕÍÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

œ ÅÇÏ ÏÓÎÏŒÅ ÌÅÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.11. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ p : Y → X É ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ 0 = E_0 ⊂ E_1 ⊂ · · · ⊂ E_{r−1} ⊂ E_r = p^∗E, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i L_i := E_i=E_{i−1} | ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÆÕÎËÔÏÒ p^∗ ÄÁÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ H^•(X; Z) → H^•(Y; Z) É H^•(X; Z) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ H^•(Y; Z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÎÇÕ r = r(E). ðÒÉ r = 1 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Y = X). ðÕÓÔØ r ¿ 1. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ X^′ = P_X(E)^q−→ X, L = O_X′_{=X} (−1), E^′ = q^∗E=L. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÐÁÒÅ (X^′; E^′) ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ p^′ : Y → X^′ É 0 = E^′_0 ⊂ E^′_1 ⊂ · · · ⊂ E^′_{r−1} = (p^′)^∗E^′ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ. ðÕÓÔØ ÔÅ- ÐÅÒØ p = q · p^′ : Y → X, E_1 = (p^′)^∗L É E_i = Ker(p^∗E → (p^′)^∗E^′ → (p^′)^∗(E^′=E^′_{i−1}) ÄÌÑ ŒÓÅÈ 2 ≤ i ≤ r. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ x_i(E) = c_1(L_i) | ÐÅÒŒÙÅ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.11. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÃÅÌÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ËÏÌØÃÁ H^•(X; Z). ëÌÁÓÓÙ x_i(E) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.12. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ þÖÅÎÑ c_t(E) = 1 + c_1(E)t + · · ·+c_r(E)t^r ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ c_t(E) =

∏_r i=1(1+x_i(E)t). (2) äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ þÖÅÎÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ) ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ Y É ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ E_•. (3) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_i(E) = œ_i(x_1(E); : : : ; x_r(E)), ÇÄÅ œ_i | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ i. (4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_i(E^∗) = (−1)^i c_i(E). (5) œÙÒÁÚÉÔÅ c_i(~^p(E)) ÞÅÒÅÚ c_i(E). (6) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_1(det E) = c_1(E). (7) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_1 ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ Œ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ. (8) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ c_1(E) = deg(E) h.

8.7. òÁŒÎÏÍÅÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.13. ðÕÓÔØ E | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n É r = r(E) ¡ n. ôÏÇÄÁ E ÒÁÓÝÅÐÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ r(E). ðÒÉ r = 1 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. äÏÐÕÓÔÉÍ r ¿ 1. ðÕÓÔØ E ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ a^E = (a_1; : : : ; a_r). ðÏÄËÒÕÞÉŒÁÑ E ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a_1 = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a^E = (0; : : :; 0), ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.10 ÉÍÅÅÍ E ∼= O^{⊕r} É ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a_1 = · · · = a_s = 0, a_{s+1} ¡ 0, ÇÄÅ 1 ≤ s ≤ r − 1.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p^∗E ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ F_n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ L ∈ G_n ÉÍÅÅÍ

(p^∗E)_{|q}−1_{({L})} = (p^∗E)_{|~L} = p^∗(E_{|L}) = p^∗(⊕^r_{i=1}O_L(a_i)) = ⊕^r_{i=1}O_{~L}(a_i):

äÁÌÅÅ dim H^0(~L; (p^∗E)_{|~L}) = dim H^0(P^1; ⊕^r_{i=1}O(a_i)) = s;

ÚÎÁÞÉÔ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÀ q^∗E É ÍÏÒÆÉÚÍÕ q. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F = q_∗p^∗E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁ G_n , ÐÒÉÞÅÍ F_{|{L}} = H^0(f^{−1}({L}); p^∗E). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q^∗F → p^∗E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ~L, ÔÏ ÅÓÔØ q∗F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Œ p∗E. ðÕÓÔØ G = p∗E=q∗F . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L ÉÍÅÅÍ (q^∗F )_{|~L} = O^{⊕s}; G_{|~L} = ⊕^r_{i=s+1}O(a_i): (8.14)

ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → q^∗F → p^∗E → G → 0

ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ F(x) = p^{−1}(x) ÐÏÌÕÞÁÅÍ 0 → (q^∗F )_{|F(x)} → O^{⊕r} → G_{|F(x)} → 0: (8.15) óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ õÉÔÎÉ c((q^∗F )_{|F(x)}) · c(G_{|F(x)}) = c(O^{⊕r} ) = 1:

ôÁË ËÁË F(x) ∼= P^{n−1}, ÔÏ H^•(F(x); Z) = Z[h]= h^n. úÎÁÞÉÔ c((q^∗F )_{|F(x)}) É c(G_{|F(x)}) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ h ÓÔÅÐÅÎÉ s É r−s ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. éÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ŒÙÛÅ r É ÒÁŒÎÏ 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ h^n, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (ÔÁË ËÁË r ¡ n) ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ 1 Œ ËÏÌØÃÅ Z[h], ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ c((q^∗F )_{|F(x)}) = c(G_{|F(x)}) = 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ c_1((q^∗F )_{|F(x)}) = c_1(G_{|F(x)}) = 0. ïÄÎÁËÏ, ÉÚ (8:15) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ G_{|F(x)} ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7.11 ÉÍÅÅÍ G_{|F(x)} ∼= O^{⊕(r−s)}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (q^∗F )_{|F(x)} ∼= O^{⊕s}.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ q^∗F = p^∗F^′, G = p^∗G^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ F^′ É G^′ ÎÁ P^n, ÐÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F^′ → E → G^′ → 0:

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (8:14) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F^′ É G^′ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÎÉ ÒÁÓÝÅÐÉÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ F^′ = O^{⊕s}, G^′ = ⊕^r_{i=s+1}O(a_i). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

Ext^1(G^′; F^′) = ⊕^r_{i=s+1} H^1(P^n; O(−a_i)) ⊗ C^s = 0 (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÔÔÁ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÝÅÐÉÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ E = F^′ ⊕ G^′ = ⊕^r_{i=1}O(a_i).