áÎÁÌÉÚ-2000. 3 ÓÅÍÅÓÔÒ, ÌÉÓÔÏË 3

îÉÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ É ÆÏÒÍÙ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D ⊂ R^3. ïÂÌÁÓÔØ Œ R^3 | ÔÏÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÏ ÓÏ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ: Œ ÎčÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÁ | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, | ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÁÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ É ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. á ÉÍÅÎÎÏ: ŒÅËÔÏÒÕ v ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (v; ·) É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ÓËÏÂËÉ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÀÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ).

æÕÎËÃÉÉ f : D → R ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ 0-ÆÏÒÍÕ !^0_f = f É 3-ÆÏÒÍÕ !^3_f = f dV (dV | ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ dV (v_1; v_2; v_3) = det ‖ v_1 v_2 v_3 ‖ | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSčÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ v_1; v_2; v_3).

œÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ v Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ 1-ÆÏÒÍÕ !^1_v (x)(u) = (v(x); u), u ∈ T D_x, É 2-ÆÏÒÍÕ !^2_v (x)(u_1; u_2) = det ‖ v(x) u_1 u_2 ‖ , u_1; u_2 ∈ T D_x.

1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙ.

œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ Œ D ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏ: (v; u)(x) = (v(x); u(x)) É ŒÅËÔÏÒÎÏ: (v; u)(x) = v(x) × u(x) (ÄÒÕÇÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ | [v; u]).

2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Á) !^1_v ∧ !^1_u = !^2_{v×u} ; Â) !^1_v ∧ !^2_u = !^3_{(v;u)}:

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÐÏÞÅÍÕ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÐÕÎËÔ Œ): !^2_v ∧ !^2_u = : : : ?

éÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÎÅÛÎÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÆÏÒÍ ŒŒÅÄčÍ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ:

ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ grad f: !^1_{grad f}^{def}= d!^0_f (ÇÒÁÄÉÅÎÔ), ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ v ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ rot v: !^2_{rot v}^{def}= d!^1_v (ÒÏÔÏÒ), ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ v ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ div v: !^3_{div v}^{def}= d!^2_v (ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÑ).

3. œÙÐÉÛÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ, ÒÏÔÏÒÁ É ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (ÉÌÉ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ŒÁÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ Ó ÄÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ).

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rot grad f = 0; div rot v = 0:

œŒÅÄčÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. œ R^3 ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÅÝč ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ

(r; #; ’) → (r cos # cos ’; r cos # sin ’; r sin #)

É ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÁÑ (r; ’; h) → (r cos ’; r sin ’; h):

5. Á) úÁÐÉÛÉÔÅ ŒŒÅÄčÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÙ !^i_f Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ É ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

Â)* úÁÐÉÛÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ, ÒÏÔÏÒÁ É ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÉ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ É ÃÉÌÉÎ- ÄÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

(õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÅÒÐÅÌÉŒÙÈ, ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ 6 ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ.)

6. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ v Œ ÏÂÌÁÓÔÉ {x : x ≠ 0} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ v(x) = −^x_{|x|3} , (|x| | ÄÌÉÎÁ x). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ div v = 0. îÁÊÄÉÔÅ rot v. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÞÔÏ v = grad f? (åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ, Á ÐÏÌÅ | ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ.)

7. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^3 ŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ËÁË ÔŒÅÒÄÏÅ ÔÅÌÏ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÕÇÌÏŒÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. ðÕÓÔØ v | ÐÏÌÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÔÏÞÅË R^3. îÁÊÄÉÔÅ rot v.