áÎÁÌÉÚ-2000. 3 ÓÅÍÅÓÔÒ, ÌÉÓÔÏË 5

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÚÁÄÁÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ !, Ô. Å. d! = 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ v_1 ∈ T X_q ÎÁÊÄčÔÓÑ v_2 ∈ T X_q ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ !(v_1; v_2) ≠ 0. ôÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, Á ÐÁÒÁ (ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÎčÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ R^{2n} ÞÅÒÅÚ p_1; : : : ; p_n; q_1; : : : ; q_n. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ∑ i dp_i∧dq_i | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ.

2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ ÔÏÞËÅ x ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (X; !) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T_xX → T^∗_x X ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ v → ’_v , ÇÄÅ ’_v(u)^{def}= !(u; v). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ. 4. îÁÊÄÉÔÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^2.

5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÁ ÎÁ S^4, ÐÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÙ ∑ 1≤i¡j≤5 dxi ∧ dxj ÎÁ R

5 (ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÆÏÒÍÙ ÐÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ S^4 = {(x_1; : : : ; x_5) | ∑ x^2_i = 1}).

óÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ ËÏËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÇÌÁÄËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X. ëÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T^∗X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÁÒ (x; ’), ÇÄÅ x ∈ X, ’ ∈ T^∗_x X. äÌÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ ß : T^∗X → X ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ß : (x; ’) → x. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ T^∗X ŒŒÏÄÉÔÓÑ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 1). ëÏÎËÒÅÔ- ÎÅÅ, ÅÓÌÉ U ⊂ X | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÔÏ ÎÁ ß^{−1}(U) ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ∑ p_idx_i, ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÙÊ Ë ÔÏÞËÅ x = (x_1; : : : ; x_n), ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_1; : : : ; x_n; p_1; : : : ; p_n).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ 1-ÆÏÒÍÕ ȷ ÎÁ T^∗X ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ (x; ’) ∈ T^∗X, u ∈ T_{(x;’)}(T^∗X). ôÏÇÄÁ ȷ(u) = ’(ß_∗(u)), ÇÄÅ ß_∗ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ! = dȷ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ! | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I : T^∗_x X → T_xX ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ Œ ÚÁÄÁÞÅ 2. ðÕÓÔØ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÚÁÄÁÎÁ (ÇÌÁÄËÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ H : X → R, ÔÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ I ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ X ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ I dH. ôÁËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍ, Á H | ÆÕÎËÃÉÅÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ. (á ÅÓÌÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏ ÐÏÌÅ I dH ÚÁÄÁčÔ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË G : R × X → X, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍ). 7. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^2 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ p; q É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ dp ∧ dq ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ H = (p^2 + q^2)=2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÐÏÌÑ I dH. 8. œ R^{2n} Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ p_1; : : : ; p_n; q_1; : : : ; q_n É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! = ∑ p_i ∧ q_i ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏ ÐÏÌÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÕÎËÃÉÅÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ H. îÁÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏ ÐÏÌÅ Œ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ËÁË É ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍÉ).

9. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ H ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÐÏÔÏË g_t : X → X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H(g_tx) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t (ÜÔÏ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ).

îÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ (X; !) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÂËÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ {F; H} ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ F : X → R É H : X → R ÆÏÒÍÕÌÏÊ

{F; H}(x) = (dF )_x(I dH_x):

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ F; H. 11. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ: {F; H_1H_2} = H_1{F; H_2} + H_2{F; H_1}. 12. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ H ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÐÏÔÏË g_t : X → X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F (g_tx) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ {F; H} = 0 ÎÁ X.

13. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÄŒÕÈ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ÐÏÌÅÊ [I dA; I dB] | ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏ ÐÏÌÅ, Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ {A; B}.

14.* óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ {{A; B}; C} + {{B; C}; A} + {{C; A}; B} = 0:

15.* äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÏÒÍÕ !: (g_t)^∗! = !.

ìÁÇÒÁÎÖÅŒÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (X; !) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ L ⊂ X ÐÏÌÏŒÉÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁ ! ÒÁŒÎÁ 0 ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

16. ðÕÓÔØ Y | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X. œÌÏÖÅÎÉÅ i : Y → X ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ Y ⊂ X ŒÌÏÖÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ i_∗ : T_yY → T_yX. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ⊂ T^∗X, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ (y; ’), ÞÔÏ y ∈ Y , Á ’ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÎÁ i_∗T_y. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N | ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ T^∗X.

17. œÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ¸ ÎÁ X ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M_¸ Œ T^∗X: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ (x; ¸_x). îÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÆÏÒÍÕ ¸, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ M_¸ | ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.