ìÅËÃÉÑ 21. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ĂÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅĄ ÂÕ- ÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ĂÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^∞Ą, Á ÓÌÏŒÏ ĂÇÌÁÄËÉÊĄ ÂÕ- ÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ĂËÌÁÓÓÁ C^∞Ą. ðÏÔÅÒÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ (ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^r, ÇÄÅ r ⩾ 1, ÂÕÄÅÔ C^r- ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ËÌÁÓÓÁ C^∞), ÚÁÔÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÏÓŒÏÂÏ- ÖÄÁÀÔÓÑ ÏÔ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ÏÇÏŒÏÒÏË.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É p ∈ X. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X Œ ÔÏÞËÅ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p. úÄÅÓØ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p, | ÜÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ c : (−”; ”) → X, ÞÔÏ c(0) = p (ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0 Õ ÒÁÚÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍ), É ÄŒÅ ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉŒÙÅ c_1 É c_2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ p, ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ X, U ∋ x É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ ’ : U → V ⊂ R^{dimX} ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ D(’ ∘ c_1)(0) = D(’ ∘ c_2)(0). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X Œ ÔÏÞËÅ p ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_pX, Á ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ Œ ÔÏÞËÅ p. åÓÌÉ X É Y | ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(x) : T_xX → T_{f (x)}Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ c : (−”; ”) → X Œ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ f ∘ c : (−”; ”) → Y . åÓÌÉ ÔÏÞËÁ x ÑÓÎÁ ÉÚ ËÏÎ- ÔÅËÓÔÁ, ŒÍÅÓÔÏ Df(x) ÐÉÛÕÔ ÅÝÅ f_∗.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_pX ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ R^n, ÇÄÅ n = dim X. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ∘ c : (−”; ”) → R^n, ÂÕÄÕÞÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ R Œ R^n, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1 ∈ R, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏ- ÒÏÍ Œ R^n, É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ (a_1; : : : ; a_n) ∈ R^n ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ t → ’^{−1}(a_1t; : : : ; a_nt), ÇÄÅ ’ | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ. òÁÚÕÍÅÅÔ- ÓÑ, ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ ÔÏÍÕ ÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÕÖÅ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ R^n.

åÓÌÉ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

(x_1; : : : ; x_n) → (f_1(x_1; : : : ; x_n); : : : ; f_m(x_1; : : : ; x_n);

ÔÏ, ËÁË ÍÙ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_∗ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔ- ÓÑ (ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ T_pX É T_{f (p)}Y Ó R^n É R^m, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍ ÔÅÍÉ ÖÅ

ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(a_1; : : : ; a_n) →

(^n∑ i=1 @f_1 @x_i a_i; : : : ; n∑ i=1 @f_m @x_i a_i ) : (21.1)

ðÏÓËÏÌØËÕ R^n | ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÈÏÞÅÔÓÑ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ T_pX. éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ v; w ∈ T_pX ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÒÉ ŒÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁÍ (a_1; : : : ; a_n) É (b_1; : : : ; b_n) ∈ R^n, ÔÏ ÈÏÞÅÔÓÑ ÎÁÚŒÁÔØ ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ T_pX, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒÕ (a_1 + b_1; : : : ; a_n + b_n) (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ (21.1), ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

þÔÏÂÙ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÂÙÌÏ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÙÍ, ÎÕÖÎÏ ËÏÅ-ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ T_pX É R^n ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÌÏÓØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v É w, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÒÕÇÏÊ ËÁÒÔÙ. üÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÏ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÄÁŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ T_pX, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÕÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. ôÁË ÉÌÉ ÉÎÁ- ÞÅ, ÄÁŒÁÊÔÅ ÐÏËÁ ÚÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÙÍ R^n.

ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ 21.1. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ T_pX É R^n, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ, ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÕÍÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_xX ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ x ∈ X.

œÏÔ ÐÅÒŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 21.2. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É p ∈ X. òÏÓÔ- ËÏÍ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÁÒ (f; U), ÇÄÅ U ∋ p | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÐÁÒÙ (f; U) É (g; V ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ U ∩ V , W ∋ p, ÞÔÏ f|_W = g|_W .

òÏÓÔËÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ (ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ) ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ: ÓÕÍÍÏÊ ÒÏÓÔËÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÉ (f; U) É (g; V ),

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÏÓÔÏË, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÐÁÒÏÊ (f|_{U ∩V} + g|_{U ∩V} ; U ∩ V )), Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÒÏÓÔËÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÏÓÔÏË, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÐÁ- ÒÏÊ (f|_{U ∩V} · g|_{U ∩V} ; U ∩ V ). âÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ, ÏÓÔÁŒÌÑÅÍÁÑ ÞÉÔÁÔÅ- ÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÏÓÔ- ËÏŒ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ Œ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 21.3. ìÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Œ ÔÏÞ- ËÅ p ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÔÏÞËÅ p Ó ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ìÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ- ÃÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Œ ÔÏÞËÅ p ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O_{X;p} ÉÌÉ (ÅÓÌÉ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ) ÐÒÏÓÔÏ O_p.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÌÀÂÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ R^n.

ìÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ v ∈ T_pX | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ËÒÉŒÏÊ c : (−”; ”) → X. ðÏÓÔÁŒÉÍ ÅÍÕ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_v : O_p → R, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(f; U) → (f ∘ c)^′(0)

(ÅÓÌÉ ÎÅ ŒÅÓØ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (−”; ”) ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ c ŒÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ U, ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ c ÎÁ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ c^{−1}(U) ⊂ (−”; ”); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ). íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ D_v ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f (ÔÏÞ- ÎÅÅ, ÅÅ ÒÏÓÔËÕ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ f Œ ÔÏÞËÅ p ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ŒÅËÔÏÒ v.

ðÏÓËÏÌØËÕ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ T_pX, É ÜÌÅÍÅÎÔÙ O_{X;p} | ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÉ D_v ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÁÒÙ (f; U), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÜÔÏÔ ÒÏÓÔÏË, É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_v ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v.

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ŒÔÏÒÏÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÏŒÅÒÉÍ. éÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ dim X = n. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈ X ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ R^n, Á ÒÏÓÔÏË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É p ∈ V . åÓÌÉ c : (−”; ”) → V | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ- ŒÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p, ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ t → (c_1(t); : : : ; c_n(t)), É (f; U) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞ-

ËÅ p, ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ

(f ∘ c)^′(0) = n∑ i=1 c^′_i(0) · @f @x_i

(p): (21.2)

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÒÉŒÙÅ c É ~c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ c^′_i(0) = ~c^′_i(0) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ (21.2) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ D_v : O_x → R ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v, Á ÎÅ ÏÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÅÇÏ ËÒÉŒÏÊ.

œ ÆÏÒÍÕÌÅ (21.2) ÐÏÌÏÖÉÍ c^′_i(0) = a_i. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_v ÚÁÐÉ- ÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

D_v : f → a_1 @f @x_1

+ : : : + a_n @f @x_n

: (21.3)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ (a_1; : : : ; a_n) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ Œ ÎÕÌÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÒÉ- ŒÁÑ t → (a_1t; : : : ; a_nt) ), É ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁ- ŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ D_v (ÉÍÅÎÎÏ, a_i = D_v (x_i)), ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.4. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ n, x ∈ X, U ∋ x | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ’ : U → V ⊂ R^n | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ É p = ’(x). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → D_v ÚÁ- ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë X Œ ÔÏÞ- ËÅ x É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ O_{X;x} Œ R, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f → ∑_n

i=1 a_i^{@(f ∘’−1)}_{@xi} (p), ÇÄÅ a_i ∈ R | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

óÏËÒÁÝÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (21.3), ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ∑ a_i @ @x_i

. äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÐÒÁŒÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ËÁÓÁ-

ÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ (21.3), ÞÔÏ ÍÙ ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ É ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ.

éÔÁË, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ | ÜÔÏ ĂÔ«Ï, ÐÏ ÞÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÔØĄ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÔÏÞËÅ p ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ v ∈ T_pX ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D = D_v ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

D(˘f + ¯g) = ˘D_v (f) + ¯D_v (g) ÅÓÌÉ ˘; ¯ ∈ R;

D(fg) = f(p) · D(g) + g(p) · f; D(˘) = 0; ÅÓÌÉ ˘ | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

(21.4) ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 21.5. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ O_p Œ R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (21.4), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Der_R(O_p; R).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Der_R(O_p; R) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ D_v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ T_pX. þÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ ÎÁ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ O_p. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m_p ⊂ O_p ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÒÏÓÔËÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ p. éÄÅÁÌ m_p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ- ÃÁ O_p (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ É ŒÐÒÑÍØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ). ðÕÓÔØ n | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X; ÔÏÇÄÁ ËÏÌØ- ÃÏ O_{X;p} ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ËÏÌØÃÕ O_{V;o}, ÇÄÅ V ⊂ R^n | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n É o ∈ R^n | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ O ŒÍÅÓÔÏ O_{V;o} É m ŒÍÅÓÔÏ m_{V;o}.

éÄÅÁÌ m ÓÏÄÅÒÖÉÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÏÓÔËÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ x_1; : : : ; x_n.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.6 (ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ). œ ËÏÌØÃÅ O ÉÄÅÁÌ m ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎ ÓŒÏÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x_1; : : : ; x_n (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ f ∈ m ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f = g_1x_1 + : : : + g_nx_n, ÇÄÅ g_1; : : : ; g_n | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ O).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙÔØ ÕŒÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÎÁÛ ÒÏÓÔÏË, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍ- ÍÙ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ), ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ: ÐÏÓËÏÌØËÕ f(o) = 0, Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÍ ÒÑÄÅ, ÓÈÏÄÑÝÅÍÓÑ Ë f, ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, É ÍÏÖ- ÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ f = f_1 + f_2 + : : : + f_n, ÇÄÅ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÍ ÒÑÄÅ f_i ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅ- ÍÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ x_i; ŒÙÄÅÌÑÑ x_i ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÉÚ f_i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f = ∑ x_ig_i. œÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ g_i ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ | ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Œ ÍÅÎØÛÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ | ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÏ sup-ÎÏÒÍÅ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÒÑÄÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ). ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÄÎÁËÏ, C^∞-ÆÕÎËÃÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÂÑ- ÚÁÎÙ, ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÉÎÁÞÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ É ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ:

ìÅÍÍÁ 21.7. ðÕÓÔØ F | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1 ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË [0; 1] × [a; b] ⊂ R^2. äÌÑ x ∈ [a; b] ÐÏÌÏ- ÖÉÍ ˘(x) =

∫_1 0 F (t; x) dt. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b), ÐÒÉÞÅÍ ˘^′(u) =

∫_1 0 F_x(t; u) dt.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ (ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ É ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÐÏŒÔÏÒÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ).

œÏÏÒÕÖÉŒÛÉÓØ ÌÅÍÍÏÊ, ÄÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁË. ðÕÓÔØ ÒÏÓÔÏË ÉÚ m ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÐÁÒÏÊ (f; U). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ¿ 0 ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ B = {x ∈ R^n | ‖x‖ ⩽ r} ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ U. ðÏÓËÏÌØËÕ f(0) = 0, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(x) =

∫_1 0 d dt f(tx_1; : : : ; tx_n) dt = n∑ i=1 x_i ·

∫_1 0 @f @x_i

(tx) dt:

ðÏÌÏÖÉÍ g_i(x) =

∫_1 0 @f @x_i

(tx) dt. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 21.7, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ (ÐÏ

ÉÎÄÕËÃÉÉ), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ g_i ÇÌÁÄËÉ (ËÌÁÓÓÁ C^∞) ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ B, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 21.8. åÓÌÉ Œ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÐÏÔÅÒÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ: ÄÌÑ f ∈ C^r, r ¡ ∞, ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ g_i ∈ C^{r−1}.

ðÕÓÔØ O_p | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÔÏÞËÉ p. þÅÒÅÚ m^2_p ⊂ m_p ⊂ O_p ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ O_p, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ f_1g_1 + : : : + f_mg_m, ÇÄÅ ŒÓÅ f_i É g_i ÌÅÖÁÔ Œ m_p (ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏ)^1. ðÏÓËÏÌØËÕ É m_p, É m^2_p ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁÄ R, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ m_p=m^2_p, Á ÔÁËÖÅ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (m_p=m^2_p)^∗.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.9. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, p ∈ X. ôÏ- ÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_pX, (m_p=m^2_p)^∗ É Der_R(O_p; R) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

óÌÏŒÏ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏĄ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ Der_R(O_p; R) É (m_p=m^2_p)^∗. üÔÏ | ÞÉÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ D : O_p → R | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Der_R(O_p; R). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÁ m^2_p ⊂ O_p. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f; g ∈ m_p, ÔÏ

1œÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ a É b | ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ A, ÔÏ ÞÅÒÅÚ ab ⊂ A ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ab, ÇÄÅ a ∈ a É b ∈ b; ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ab ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ a_1b_1 + : : : + a_mb_m, ÇÄÅ a_i ∈ a, b_i ∈ b.

D(fg) = g(p)D(f) + f(p)D(g) = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ f(p) = g(p) = 0. ïÇÒÁ- ÎÉÞÉÍ D ÎÁ m_p ⊂ O_p | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ m_p; ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ, Œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ m^2_p, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ m_p=m^2_p, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (m_p=m^2_p)^∗. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÞÅÒÅÚ i(D); ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ i : Der_R(O_x; R) → (m_p=m^2_p)^∗. ïÂÒÁÔ- ÎÏ, ÐÕÓÔØ ¸ ∈ (m_p=m^2_p)^∗. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ¸ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ ÎÁ m_p, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÁ m^2_p. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D(¸) : O_p → R ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ D(¸) : f → ¸(f −f(p)) (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ f −f(p) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ p, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ D(¸) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (21.4) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÅÖÉÔ Œ Der_R(O_p; R). åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏŒÅÒËÅ, | ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ (ĂÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁĄ). ïÎÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÔÁË. äÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ f; g ∈ O_p ÉÍÅÅÍ

D(¸)(fg) = ¸(fg − f(p)g(p)) =

= ¸( (f − f(p))(g − g(p)) + f(p)(g − g(p)) + g(p)(f − f(p)) ) = = ¸( (f − f(p))(g − g(p)) + f(p)¸(g − g(p)) + g(p)¸(f − f(p) ) = = f(p)D(¸)(g) + g(p)D(¸)(f)

(ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ (f − f(p))(g − g(p)) ∈ m^2_p). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ i É D ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ; ÜÔÏ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ T_pX É Der_R(O_p; R). ôÕÔ ÎÁÍ ÕÖÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ.

úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 21.4 ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → D_v , ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÉÚ T_pX Œ Der_R(O_p; R), É ÄÁÖÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÅÇÏ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔØ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Der_R(O_p; R) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ D_v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v), ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ; ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ, ÍÏÖÎÏ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n É p = o | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. âÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÞÔÏ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ D ∈ Der_R(O; R). œ ÓÉÌÕ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (21.4) ÉÍÅÅÍ D(f) = D(f − f(o)); ÚÁÐÉÛÅÍ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ, f − f(o) = ∑ x_ig_i. âÅÒÑ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ,

ÞÔÏ g_i(o) =^{@f}_{@xi} (o). ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ:

Df = D(f − f(o)) = ∑ D(x_ig_i) = ∑ (x_i(o)D(g_i) + g_i(o)D(x_i)) = = ∑ D(x_i)g_i(o) = ∑ D(x_i) · @f @x_i

(o):

ðÏÌÁÇÁÑ D(x_i) = a_i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏ D = D_v , ÇÄÅ v = ∑ a_i^@_{@xi} , ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÔÏÉÔ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, É ÐÕÓÔØ p ∈ X É q = f(p) ∈ Y . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ f^∗ : O_{Y;q} → O_{X;p}, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÒÏÓÔËÕ ÉÚ O_{Y;q}, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÍÕ ÐÁÒÏÊ (h; U), ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÒÏÓÔÏË ÉÚ O_{X;p}, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÐÁÒÏÊ (h ∘ f; f^{−1}(U)) (ÏÂÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ). äÁÌÅÅ, f^∗(m_q) ⊂ m_p (ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ h ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ q = f(p), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ h ∘ f ÏÂÒÁ- ÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ p). ðÏÓËÏÌØËÕ f^∗ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f^∗(m^2_q ) ⊂ m^2_p. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f^∗ ÉÎÄÕÃÉÒÕ- ÅÔ R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ m_q=m^2_q → m_p=m^2_p. óÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÜÔÏÍÕ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ T_pf : (m_p=m^2_p)^∗ → (m_q =m^2_q )^∗. ëÁË ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 21.9, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (m_p=m^2_p)^∗ É (m_q=m^2_q )^∗ ÓÕÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_pX É T_qY . ôÁË ŒÏÔ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ T_pf | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ, ÞÔÏ ÚÎÁËÏÍÁÑ ÎÁÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f Œ ÔÏÞËÅ p. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.10. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 21.9 ÞÅÒÅÚ ff_p : T_pX → (m_p=m^2_p)^∗ É ff_q : T_qY → (m_q=m^2_p)^∗, ÔÏ ÎÉÖÅ- ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ:

T_pX^{ffp}−−−→ (m_p=m^2_p)^∗

f_∗ Tp^f T_qY^{ffq}−−−→ (m_q =m^2_q )^∗

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏÍ ÐÒÏÓÌÅÖÉŒÁÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ, ÌÕÞÛÅ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ: ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÕÓÉÄÞÉŒÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.