ìÅËÃÉÑ 22. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ: ÁÌÇÅÂÒÁ

îÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÉÎÄÉŒÉÄÕÁÌØÎÙÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÎÁ X | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ X ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v_p ∈ T_pX. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÅ ËÁËÉÅ ÐÏÐÁÌÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, Á ÔÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ v_p ĂÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ pĄ.

ëÁË ÖÅ ÐÒÉÄÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÓÌÏŒÁÍ, ŒÚÑÔÙÍ Œ ËÁŒÙÞËÉ? íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ (ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ) ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ T_pX ÐÏ ŒÓÅÍ p ∈ X É ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T X É ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X); ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÅ p ∈ X ŒÅËÔÏÒ v_p ∈ T_pX, ÂÕÄÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ T X, É ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁ- ŒÉÓÉÍÏÓÔØ v_p ÏÔ p ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v : X → T X (ĂÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑĄ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÓÑ ÄÒÕÇÉÍ (ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ: ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÇÌÁÄ- ËÏ, ÅÓÌÉ ÇÌÁÄËÏ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ŒÓÑËÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U ⊂ X | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ É ’ : U → V ⊂ R^n | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ (ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ n = dim X). ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÏÞËÅ p = ’^{−1}(x_1; : : : ; x_n), ÇÄÅ (x_1; : : : ; x_n) ∈ V , ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

∑_n i=1 a_i^@_{@xi} ; ÚÎÁÞÉÔ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÎÁ U ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÜÔÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ Œ ŒÉÄÅ ∑_n

i=1 a_i(x_1; : : : ; x_n)^@_{@xi} .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 22.1. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ p É ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ ’ : U → V ⊂ R^n, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ Œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ Œ ŒÉÄÅ ∑_n

i=1 a_i(x_1; : : : ; x_n)^@_{@xi} , ÆÕÎËÃÉÉ a_1; : : : ; a_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ.

þÔÏÂÙ ÜÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÅÁÌØÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ, ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÂÕÄÕÔ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏ- ÌÑ Œ ŒÉÄÅ

∑_n i=1 a_i^@_{@xi} , Œ ÌÀÂÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ.

ðÕÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ X ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÄŒÕÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ ’_1 : U → V_1 É ’_2 : U → V_2. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ (x_1; : : : ; x_n) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÔÏÍ R^n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ V_1, É ÞÅ- ÒÅÚ (y_1; : : : ; y_n) | Œ ÔÏÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ U_2, ÔÏ ĂÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁĄ

= ’_1 ∘ ’^{−1}_2 : U_2 → U_1 ÚÁÄÁÅÔ (x_1; : : : ; x_n) ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ (y_1; : : : ; y_n). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ Œ y-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÚÁÐÉÓÙ- ŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ∑ b_i^@_{@yi} , ÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÍ (ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) ∑ i b_i(y_1; : : : ; y_n) @f @y_i = ∑ i b_i(y_1; : : : ; y_n) ∑ j @f @x_j

@x_j @y_i = = ∑ j (∑ i b_i(y_1; : : : ; y_n)

@x_j @y_i

) @f

@x_j = ∑ j a_j @f @x_j ;

ÇÄÅ a_j = ∑ i @x_j @y_i bi(y1; : : : ; yn). œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÜÔÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË

a∘ = Jb, ÇÄÅ J | ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ‖@x_j =@y_i‖. ðÏÓËÏÌØËÕ J | ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÅÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÓÑ Œ ÎÕÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ a_1; : : : ; a_n ÇÌÁÄËÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÌÁÄËÉ b_1; : : : ; b_n, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ.

åÓÌÉ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ; ÅÓÌÉ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 22.2. ðÕÓÔØ v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ v(f), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ x → v_x(f_x), ÇÄÅ f_x ∈ O_x | ÒÏÓÔÏË ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x.

åÓÌÉ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔ- ÓÑ Œ ŒÉÄÅ

∑_n i=1 a_i(x_1; : : : ; x_n)^@_{@xi} , ÔÏ Œ ÜÔÉÈ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÍ v(f) =

∑_n

i=1 a_i(x_1; : : : ; x_n)^{@f}_{@xi} ; ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÇÌÁÄËÉ, ÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ v(f) ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÌÁÄËÉÅ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ÏÞÅŒÉÄÎÏÍ) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÅ: O(X) | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.3. åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f; g ∈ O(X), ˘; ¯ ∈ R, v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ X, ÔÏ

v(˘f + ¯g) = ˘v(f) + ¯v(g); v(fg) = v(f) · g + f · v(g):

óŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 22.3, ÌÅÖÁÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 22.4. ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ^1 É B ⊂ A | ÅÇÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : A → A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÄ B (ÇÏŒÏÒÑÔ ÅÝÅ: B-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ A), ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ A É c ∈ B ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

D(f ± g) = D(f) ± D(g);

D(fg) = D(f) · g + f · D(g); D(c) = 0:

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ A ÎÁÄ B ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Der_B (A).

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ D | ÜÎÄÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÌØÃÁ, ŒÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÏÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ, Á ÔÒÅÔØÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄËÏÌØÃÁ B ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ËÏÎÓÔÁÎÔ; ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ D(˘f +¯g) = ˘D(f)+¯D(g), ËÁË ÔÏÌØËÏ ˘; ¯ ∈ B É f; g ∈ A. éÓ- ÐÏÌØÚÕÑ ŒŒÅÄÅÎÎÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.3 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ŒÓÑËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ O(X) ÎÁÄ R (ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ R ŒÌÏÖÅÎÏ Œ O(X) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ).

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D ∈ Der_R(O(X); R) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ÎÁ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ v(f) = D(f) ÐÒÉ ŒÓÅÈ f ∈ O(X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 22.6. ðÕÓÔØ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ X, p ∈ U. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_1 ⊂ U, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ p, É ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ O(X), ÞÔÏ supp f ⊂ U É f(x) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ U_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n, ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ËÁË ŒÙ ÚÎÁÅÔÅ (ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÌÉÓÔËÏŒ Ë ÓÅÍÉÎÁÒÁÍ), ÆÕÎËÃÉÑ

_1(x) = { e^{−1=x2} ; x ¿ 0; 0; x ⩽ 0

1œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ŒÓÅÇÄÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊĄ, Á ĂÐÏÄËÏÌØ- ÃÏĄ | ĂÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÄÉÎÉÃÕĄ.

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^∞. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ _2(x) = _1(1=4 − (x − 1=2)^2) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÁ, ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, É ÅÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ [0; 1], Á ÆÕÎËÃÉÑ _3(x) = const·

∫_x 0 _2(t) dt ÉÍÅÅÔ (ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [0; 1], ÐÒÉÞÅÍ _3(x) = 0 ÐÒÉ x ⩽ 0 É _3(x) = 1 ÐÒÉ x ⩾ 1.

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ a ∈ R^n É 0 ¡ ”_1 ¡ ”_2, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ h(x) = _3

(”2 − ‖x − a‖2

”^2 − ”^2_1 ) (ÇÄÅ ‖·‖ | ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^∞ ÎÁ R^n, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ B_{”1} (a), É ÅÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ —B_{”2} (a). œÙÂÒÁŒ ”_1 É ”_2 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ —B_{”2} (a) ⊂ U É ÐÏÌÏÖÉŒ U_1 = B_{”1} (a), ÐÏ- ÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ h ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÁÛÉÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ p É ÐÏ- ÓÔÒÏÉÍ (ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ R^n) ÆÕÎËÃÉÀ ~h, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ V , ÒÁŒÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p, É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ supp ~h ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ôÏÇÄÁ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ~h ÎÕÌÅÍ ŒÎÅ V , ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 22.7. œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ O_p, ÇÄÅ p | ÔÏÞ- ËÁ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÏÓÔËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ O_p ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÐÁ- ÒÏÊ (f; U) É h ∈ O(X) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÌÅÍÍÏÊ. æÕÎËÃÉÑ

F (x) = { f(x)h(x); x ∈ U; 0; x =∈ U

ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÇÌÁÄËÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ X É ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÒÏÓÔÏË Œ p, ÞÔÏ É f.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ D ∈ Der_R(O(X)). äÌÑ ŒÓÑËÏÊ p ∈ X ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ v_p ∈ Der_R(O_p; R) ÔÁË: ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ O_p ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ, ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 22.7, ÒÏÓÔËÏÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ O(X), ÐÏÌÏÖÉÍ v_p(f) = D(f)(p). õÓÌÏŒÉÑ (21.4) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ, ÎÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ v_p ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ D(f)(p) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ p. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ D(f)(p) = 0, ÅÓÌÉ f ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ∋ p. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÐÕÓÔØ h | ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 22.6;

ÔÏÇÄÁ fh = 0, É ÉÍÅÅÍ 0 = D(fh) = D(f) · h + f · D(h); ÂÅÒÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ p, ÐÏÌÕÞÁÅÍ 0 = D(f)(p) · h(p) = D(f)(p), ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÀ D ∈ Der_R(O(X)) ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ {v_p}_{p∈X} . ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ p; ÜÔÏ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÈ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁÛÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁ- ÅÔÓÑ (ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^n, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ) Œ ŒÉÄÅ ∑ a_i(x_1; : : : ; x_n)^@_{@xi} ; ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÇÌÁÄËÉ. åÓÌÉ ÂÙ ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉĄ x_i ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÌÉÓØ ÄÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ŒÓÅÍ X, ÔÏ ÄÅÌÁÔØ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ- ÞÅÇÏ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÂÙ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÌÉ ÐÒÁŒÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ D(x_i) = a_i ∈ O(X), É ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÇÌÁÄËÉÍÉ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁ- ËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÉÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ŒÙ- ÂÒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÔÒÅÍÉÌÉÓØ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÓÔÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ), ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 22.7. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ ~x_1; : : : ; ~x_n, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅÓÑ ÄÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ŒÓÅÍ X É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ Ó x_1; : : : ; x_n Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_1 ∋ p. ôÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÉ D(~x_i) ÇÌÁÄËÉ ÎÁ ŒÓÅÍ X, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ Ó D(~x_i) ∈ O(X) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U_1 ∋ p É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÇÌÁÄËÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. òÁÚ ÆÕÎËÃÉÉ a_i ÇÌÁÄËÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U, ÏÎÉ ÇÌÁÄËÉ ŒÓÀÄÕ ÎÁ U.

éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ R-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ O_X ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ; ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 22.8. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.5 | ÐÅÒŒÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÐÏÌØÚÕ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ.

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÎÉ- ÐÕÌÑÃÉÉ. œÏÔ ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ ÄŒÕÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ E_1 É E_2 ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [E_1; E_2] : x → E_1(E_2(x)) − E_2(E_1(x)).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.9. ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, B ⊂ A | ÅÇÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ. åÓÌÉ D_1 É D_2 | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÄ B, ÔÏ É ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [D_1; D_2] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ A ÎÁÄ B.

âÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ, ÄÌÑ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ. äÁŒÁÊÔÅ ŒÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÏÎ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÈ.

ðÕÓÔØ v_1 = ∑ a_i(x)^@_{@xi} , v_2 = ∑ b_i(x)^@_{@xi} . ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÏÒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ f. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄÅÍ v_1(v_2(f)):

v_1(v_2(f)) = v_1 (∑ b_i(x) @f @x_i ) = ∑ i v_1(b_i) · @f @x_i

+ b_i · v_1

( @f

@x_i ) = = ∑ i;k a_k

@b_i @x_k @f @x_i + ∑ i;k b_ia_k

@^2f @x_i@x_k : ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ v_2(v_1(f)) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÔÏÌØ- ËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅÊ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÂÕËŒÙ a É b, ÐÒÉÞÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ Œ ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÔÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ŒÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ!). œÙÞÉÔÁÑ ÜÔÉ ÄŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó^{@f}_{@xi} Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

v_1(v_2(f)) − v_2(v_1(f)) = ∑ i (∑ k a_k

@b_i @x_k

− b_k

@a_i @x_k

) @f

@x_i : óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: [∑ a_i @ @x_i ; ∑ b_i @ @x_i ] = ∑ i (∑ k a_k

@b_i @x_k

− b_k

@a_i @x_k ) @ @x_i

: (22.1)

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ŒÁÖÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.10. åÓÌÉ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ É B ⊂ A | ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ D_i ∈ Der_B(A) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÁËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: [D_1 ± D_2; D_3] = [D_1; D_3] + [D_2; D_3];

[D_1; D_2] = −[D_2; D_1];

[[D_1; D_2]; D_3] + [[D_2; D_3]; D_1] + [[D_3; D_1]; D_2] = 0: (22.2) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ D_1, D_2 É D_3 | ŒÅË- ÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÓŒÏÄÑÝÅÅÓÑ Ë ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÅ, ÏÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ôÏÖÄÅÓÔŒÏ (22.2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ñËÏÂÉ; Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.10 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ.