ìÅËÃÉÑ 23. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ: ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏ- ÌÅÊ; ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 23.1. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÄÎÏÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G : R × X → X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ:

(1) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ R ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g_t : X → X, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ g_t(x) = G(t; x), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

(2) äÌÑ ÌÀÂÙÈ t_1; t_2 ∈ R ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_{t1 +t2} = g_{t1} ∘ g_{t2} .

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, R (ËÁË ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ X ÔÁË, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ; ÕÓÌÏŒÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ G ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ g_t ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ t.

éÎÏÇÄÁ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÁÚÏŒÙÍÉ ÐÏÔÏËÁÍÉ. úÁ ÜÔÉÍ ÔÅÒÍÉÎÏÍ ÓÔÏÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: ÔÏÞËÉ ĂÔÅËÕÔĄ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÚÁ ŒÒÅÍÑ t ÔÏÞËÁ p ÐÅÒÅÔÅËÁÅÔ Œ g_tp = G(t; p). ëÒÉŒÙÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ R → X), ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ t → g_tp ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ p, Œ ÜÔÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÁÚÏŒÙÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ (ÜÔÁ ĂËÒÉŒÁÑĄ ÍÏ- ÖÅÔ ÓŒÏÄÉÔØÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ). çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÆÁÚÏŒÙÅ ËÒÉŒÙÅ ÓÕÔØ ÏÒ- ÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ R ÎÁ X (ÇÒÕÂÏÓÔØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÏÊ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R → X, Á ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ).

æÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ É ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ. ïÂÓÕÄÉÍ ÜÔÕ ÓŒÑÚØ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÍÕ ÆÁÚÏŒÏÍÕ ÐÏÔÏËÕ ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ {g_t}_{t∈R} | ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. äÌÑ ÔÏÞËÉ p ∈ X ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v_p = f_∗(d=dt) ∈ T_pX, ÇÄÅ f : R → X | ÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑ- ÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ 0: f(t) = g_tp. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, v_p | ŒÅËÔÏÒ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ Œ ÔÏÞËÅ p Ë ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ p → v_p É ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÆÁÚÏŒÏÍÕ ÐÏÔÏËÕ.

ðÒÉÍÅÒ 23.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÕÀ ÎÁ R ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ g_t(x) = e^t · x. ðÏÓËÏÌØËÕ d dt (e^t · x) = e^t · x É ÐÒÉ t = 0 ÜÔÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ x, ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏ- ÌÅ ÎÁ R, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ÆÁÚÏŒÏÍÕ ÐÏÔÏËÕ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ x^d_{dx} .

ðÒÉÍÅÒ 23.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ R ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ (1 + x^2)^d_{dx} É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÉËÁËÏÍÕ ÆÁÚÏŒÏÍÕ ÐÏÔÏËÕ. œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÔÏËÕ {g_t}_{t∈R}; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t → f(t) = g_t(1) (ĂÆÁÚÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏËÕ 1 Œ ÍÏÍÅÎÔ 0Ą). ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ,^{df}_{dt} = 1 + f(t)^2 ÐÒÉ ŒÓÅÈ t; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÆÕÎËÃÉÑ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ, ÏÔËÕÄÁ^{dt}_{df} =^1_{1+f 2} É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, t = arctg f + C, f(t) = tg(t − C), ÇÄÅ C | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ lim_{t→C+ß=2} f(t) = ∞, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ g_{C+ß=2}(1) | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ!

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÁÚÏŒÙÍÉ ÐÏÔÏËÁÍÉ É ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÐÏÄ- ÓËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÍÙÓÌ É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÉËÁËÏÍÕ ÆÁÚÏ- ŒÏÍÕ ÐÏÔÏËÕ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 23.4. ðÕÓÔØ v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É I ⊂ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ. çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : I → X ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ t ∈ I ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f_∗(^d_{dt} ) = v(f(t)) (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÞÅÒÅÚ f_∗).

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÕÓÌÏŒÉÅ ĂÂÙÔØ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑĄ ÚÁ- ÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. ðÕÓÔØ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ U ⊂ R^n ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ v = ∑ i v_i^@_{@xi} . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x : I → U, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ t → (x_1(t); : : : ; x_n(t)). éÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

x_∗ ( d dt ) = dx_1 dt @ @x_1

+ : : : + dx_n dt @ @x_n ; ÔÁË ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ x ÂÕÄÅÔ ÆÁÚÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ^{dxi}_{dt} = v_i(x_1(t); : : : ; x_n(t)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i (Œ ÂÏÌÅÅ ËÒÁÔËÏÊ ÚÁÐÉÓÉ: dx dt = v(x)).

ôÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ, Á ÆÁÚÏŒÙÅ ËÒÉŒÙÅ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ É ÆÁÚÏŒÙÍÉ ÐÏÔÏËÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.5. òÁÚÌÉÞÎÙÍ ÆÁÚÏŒÙÍ ÐÏÔÏËÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.6. œÓÑËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ (É, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ŒÓÑËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉ- ÔÅÌÅÍ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ (Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.5 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ) ÆÁÚÏŒÏÍÕ ÐÏÔÏËÕ.

îÁËÏÎÅÃ, ÈÏÔÑ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ, ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.7. åÓÌÉ v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É p ∈ X, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ I ∋ 0, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ p É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G : I × U → X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ:

(1) äÌÑ ŒÓÑËÉÈ t ∈ I É q ∈ U ÉÍÅÅÍ v_q = f_∗(d=dt), ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : I → X ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ t → f(t; q).

(2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ q ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ” ¿ 0, ÞÔÏ G(t_2; G(t_1; q)) = G(t_1 + t_2; q), ËÁË ÔÏÌØËÏ |t_1| ¡ ” É |t_2| ¡ ”.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 23.7, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÆÁÚÏŒÙÍ ÐÏÔÏËÏÍ. åÓÌÉ G : I → U → X | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ I ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g_t : x → G(t; x) (ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ĂÎÁÓÔÏÑÝÉÍĄ ÆÁÚÏŒÙÍ ÐÏÔÏËÏÍ), É ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ s É t ÂÕÄÅÔ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ g_t(g_s(x)) = g_{s+t}(x).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.5{23.7 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (É ÄÁÖÅ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ) ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÍ ÚÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔ- ËÏÍ ŒÒÅÍÅÎÉ. öÅÌÁÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÉÚÕÞÉÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ É ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.5{23.7 ÉÚ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ, ÓÁ- ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ÌÕÞÛÅ ŒÓÅÇÏ | ÐÏ ËÎÉÇÅ œ. é. áÒÎÏÌØÄÁ ĂïÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑĄ).

éÔÁË, ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ | ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ (ÌÏ- ËÁÌØÎÙÊ) ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË. ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÏÄÅÌÙŒÁÔØ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÅ ÎÁÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ É ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ | ÎÁ ÑÚÙËÅ ÆÁÚÏŒÙÈ ÐÏÔÏËÏŒ.

ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ŒÓÅ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.8. ðÕÓÔØ v | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, p ∈ X É {g_t} | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏÌÀ v. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ O(X) ÉÍÅÅÍ

v(f)(p) = d dt (f(g_t(p)) | | | |_{t=0}.

ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÎ ÉÚ- ÍÅÒÑÅÔ, Œ ËÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ (ÌÏËÁÌØÎÙÅ) ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ. ôÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÁËÏŒÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.9. ðÕÓÔØ v É w | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^n, {g_t} É {h_t} | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p. ðÏÌÏÖÉÍ z = [v; w], É ÐÕÓÔØ {f_t} | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÆÁÚÏŒÙÊ ÐÏÔÏË, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏÌÀ z. ôÏÇÄÁ

g_sh_t(g_s)^{−1}h^{−1}_t (p) = f_{st}(p) + o(s^2 + t^2) ÐÒÉ s; t → 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÁÚÏŒÙÍÉ ÐÏÔÏ- ËÁÍÉ É ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ (ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ-

ŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÔÏË {g_t} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÀ ∑ v_i @ @x_i

; ÍÙ ÐÉÛÅÍ v ŒÍÅ-

ÓÔÏ (v_1; : : : ; v_n)):

g_t(q) = q + tv(q) + o(t);

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ o Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏ q, ÅÓÌÉ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ q ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÁËÏÍÕ:

g_sh_tg_{−s}h_{−t}(p) = p + st (∑ j (@w_i

@x_j v_j −

@v_i @x_j w_j )) + o(s^2 + t^2): (23.1)

ðÏÌÏÖÉÍ ’(s; t) = g_sh_t(g_s)^{−1}h^{−1}_t (p). æÏÒÍÕÌÁ (23.1), ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, | ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ Œ ÎÕÌÅ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ’(s; 0) = ’(0; t) = p ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ s É t. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÒÑÄÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ’ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ s ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ t. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ’ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÔ, Á Œ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó st; ÞÔÏÂÙ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁÊÔÉ ÏÄÉÎ n-ÍÅÒÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ-ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ st. œÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Œ ÌÏÂ ÓÞÉÔÁÔØ @^2’=@s@t, ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÔÁË, ËÁË Œ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁ- ÑÈ ŒÓÅ É ÄÅÌÁÀÔ: ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÒÑÄÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÏÄÉÎ Œ ÄÒÕÇÏÊ, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÓÈÏÄÉÌÉÓØ Ë ÎÁÛÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ. ðÉÓÁÎÉÎÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎØÛÅ, Á ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ŒÅÒÎÙÅ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ 2 ÎÁÄÏ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÙÐÉÓÁÔØ, Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ¿ 2 ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÔØ (ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÏÎÉ ÎÅ ÐÏŒÌÉÑÀÔ). óÐÅÃÉÆÉËÁ ÎÁÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ: ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÔØ É ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó s^2 ÉÌÉ t^2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÈÏÄÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÄÁÔØ ÌÉÂÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÂÏÌØÛÅÊ 2, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÍ, ÌÉÂÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó s^2 ÉÌÉ t^2, ÐÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÞÔÏ Œ ÉÔÏÇÅ ÏÎÉ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ.

éÍÅÑ ŒÓÅ ÜÔÏ Œ ŒÉÄÕ, ÐÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ŒÙËÌÁÄËÁÍ:

g_sh_tg_{−s}h_{−t}(p) = g_sh_tg_{−s}(p − tw(p) + t^2(: : : )) = = g_sh_t(p − tw(p) − sv(p − tw) + s^2(: : : )) =

(ÍÙ ÏÔÂÒÏÓÉÌÉ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó t^2, ËÁË É ÏÂÅÝÁÌÉ)

= g_sh_t ( p − tw(p) − s ( v(p) − t ∑ j @v_i @x_j w_j + t^2(: : : ) )) = (ÐÒÉÍÅÎÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ Ë v)

= g_sh_t ( p − tw(p) − sv(p) − st ∑ j @v_i @x_j w_j ) = = g_s ( p − tw(p) − sv(p) − st ∑ j @v_i @x_j w_j + tw(p − tw(p) − sv(p) ) = (ÏÔÂÒÏÛÅÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó st ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓËÏÂËÁÈ)

= g_s ( p − tw(p) − sv(p) − st ∑ j @v_i @x_j w_j + tw(p) + t ∑ j @w_i @x_j sv_j ) = = g_s ( p − sv(p) + st (∑ j (@w_i @x_j v_j −

@v_i @x_j w_j ) )) = = p + st (∑ j (@w_i @x_j v_j −

@v_i @x_j w_j )) + o(s^2 + t^2):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

õ ÏÔÎÏÓÑÝÅÇÏÓÑ Ë ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.9 ÅÓÔØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.10. åÓÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ (ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ) ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

ðÏÄÒÏÂÎÅÅ: ÐÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, v É w | ÔÁËÉÅ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ X, ÞÔÏ [v; w] = 0. åÓÌÉ {g_t} É {h_t} | ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÌÑÍ v É w, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ s É t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g_s É h_t ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_s ∘ h_t = h_t ∘ g_s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (g_{s=N} )^N = g_s, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ g_{s=N}

É h_{t=N} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ∈ N. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ g_s É h_t ÎÅ ŒÙŒÏÄÑÔ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏ X | ÜÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n.

þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g_s(h_t(p)) = h_t(g_s(p)), ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ ÃÅÌÙÍ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ n. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.9 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ q ÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

‖g_{s=n}(h_{t=n}(p)) − h_{t=n}(g_{s=n}(p))‖ = o(1=n^2) ÐÒÉ n → ∞, (23.2)

ÐÒÉÞÅÍ o ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ q. þÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ

g_sh_t = g_{s=n} : : : g_{s=n} n h_{t=n} : : : h_{t=n} n (p) Ë h_tg_s = h_{t=n} : : : h_{t=n} n g_{s=n} : : : g_{s=n} n (p);

ÎÁÄÏ n^2 ÒÁÚ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ g_{s=n} É h_{t=n}. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ‖g_s(h_t(p)) − h_t(g_s(p))‖ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ÓÕÍÍÏÊ n^2 ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ o(1=n^2) ŒŒÉÄÕ (23.2). õÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.