ìÅËÃÉÑ 24. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ: ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ

ðÏÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ËÁË ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÅÌ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏ- ËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. þÔÏÂÙ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁ- ÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊ: ÐÕÓÔØ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÃÅ- ÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (Á ÔÁËÖÅ ÐÕÓÔØ ÏÎ ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÌÏ ŒÏÐÒÏÓÏŒ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ); ÔÏÇÄÁ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x_1; : : : ; x_n) ÈÏÞÅÔÓÑ ÎÁÐÉÓÁÔØ ∫ X f = ∫ R^n

f(x_1; : : : ; x_n) dx_1 : : : dx_n: (24.1)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ (y_1; : : : ; y_n) | ÄÒÕÇÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÔÏÊ ÖÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ R^n

f(x_1; : : : ; x_n) dx_1 : : : dx_n = ∫ R^n

f(y_1; : : : ; y_n) | | | | @(x_1; : : : ; x_n) @(y_1; : : : ; y_n) | | | | dy^1 : : : dy^n;

(24.2)

ÞÔÏ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ∫ R^n f(y1; : : : ; yn) dy1 : : : dyn. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÁÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÅ (24.1) ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÎÅ ÐÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ. æÏÒÍÕÌÁ (24.2) ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂSSÅËÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ, ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØÓÑ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ ÎÁÛÁ ĂÆÕÎËÃÉÑĄ ÄÏÌÖÎÁ ÕÍÎÏÖÁÔØÓÑ ÎÁ ÑËÏÂÉÁÎ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ^1; ÜÔÉ ÏÂSSÅËÔÙ ÂÕÄÕÔ ÎÁÚÙŒÁÔØÓÑ ĂÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ nĄ (ÇÄÅ n = dim X).

äÁÌÅÅ, ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÎÅ ÐÏ ÓÁÍÏÍÕ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÀ, Á ÐÏ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ; ÏÂSSÅËÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ĂÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ kĄ.

ïÓÎÏŒÁ ŒÓÅÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ 1. ó ÎÉÈ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ.

æÏÒÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ 1

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.1. ðÕÓÔØ x ∈ X, ÇÄÅ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ëÏËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X Œ ÔÏÞËÅ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë T_xX.

1úÎÁËÏÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÍÙ Œ ÜÔÏÍ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÅÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: T^∗_x X (ÐÏ ÏÂÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ) ÉÌÉ ˙^1_{X;x}.

üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (Á ÉÎÏÇÄÁ | ËÏŒÅËÔÏÒÁÍÉ).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ˙^1_{X;x} ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ m_x=m^2_x, ÇÄÅ m_x | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ O_{X;x}.

ðÒÉÍÅÒ 24.2. ðÕÓÔØ X | ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n É x = (a_1; : : : ; a_n). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ- ÒÅÚ dx_i ∈ m_x=m^2_x ËÌÁÓÓ ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ x_i − a_i ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m^2_x. ðÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.6) ⟨dx_1; dx_2; : : : ; dx_n⟩ | ÂÁÚÉÓ Œ ˙^1_{X;x}. ðÏÓËÏÌØ- ËÕ^@_{(xi−ai)} @x_j = ffi_{ij} , ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÄÕÁÌÅÎ Ë ÂÁÚÉÓÕ

⟨_@

@x_1 ; : : : ; @ @x_n ⟩ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ T_xX.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 (ÓÉÎÏÎÉÍÙ: 1- ÆÏÒÍÁ, ÐÆÁÆÆÏŒÁ ÆÏÒÍÁ) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ !, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ !_x ∈ ˙^1_{X;x} ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ !_x ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x.

œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÉÍÅÒÁ 24.2 Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x = (a_1; : : : ; a_n) ∈ X ŒÙ- ÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ⟨dx_1; dx_2; : : : ; dx_n⟩ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ˙^1_{X;x} (ÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ, ÎÉÞÅÍÕ ÎÅ ÐÏÍÅÛÁ- ÅÔ). ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ X ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ! = ∑ i f_idx_i;

ÇÄÅ f_i | ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X; ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f_i (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ) ÇÌÁÄËÉ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ- ÓÑ ˙^1(X). üÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ O(X) ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X: ÅÓÌÉ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X É ! ∈ ˙^1(X), ÔÏ ÆÏÒÍÁ f! ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (f!)_x = f(x)!_x. ìÅÇËÏ ÐÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˙^1(x) ∼= Hom_{O(X)}(Vect(X); O(X)) (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ O(X)-ÍÏÄÕÌÅÊ; ÞÅÒÅÚ Vect(X) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ X, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÅÍÏÅ ËÁË O(X)-ÍÏÄÕÌØ); ÄÌÑ ÁËËÕÒÁÔÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÄÏ ÐÏÉÇÒÁÔØ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÔÉÐÁ ĂÓÔÕÐÅÎØËÁĄ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.5.

œÁÖÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ 1-ÆÏÒÍ | ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.4. ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. åÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁ df, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (df)_x ∈ T_xX ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ v → v(f), ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ ÉÚ O_{X;x} Œ R (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 21.5).

ðÒÉÍÅÒ 24.5. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 24.2 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ (df)_x ÐÒÉ dx_i Œ ÂÁÚÉÓÅ ⟨dx_1; dx_2; : : : ; dx_n⟩ ÒÁŒÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÄÅÊÓÔŒÉÑ^@_{@xi} ÎÁ f Œ ÔÏÞËÅ x, ÔÏ ÅÓÔØ (@f=@x_i)(x). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

df = n∑ i=1 @f @x_i dx_i: (24.3)

éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ŒÉÄÎÏ ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ dx_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x_i, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÐÉÓØ ! = ∑ f_idx_i ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÊ.

äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÅÒÅÎ ÔÁËÏÊ ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ: ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 24.6. åÓÌÉ f; g ∈ O(X), ÔÏ d(fg) = fdg + gdf. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ: ÅÓÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ v ÌÅÖÉÔ Œ T_xX, ÔÏ

d(fg)_x(v) = v(fg) = f(x)v(g) + g(x)v(f) = (fdg + gdf)_x(v): íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ, ÎÅ ÍÕÄÒÓÔŒÕÑ ÌÕËÁŒÏ, ÐÒÏŒÅÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 24.7. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÍÏÖÎÏ, ÐÏÄÏÂÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÑÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ. éÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˙^1(X) ÉÚÏ- ÍÏÒÆÅÎ, ËÁË O(X)-ÍÏÄÕÌØ, ÍÏÄÕÌÀ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ df ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ f ∈ O(X) É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ df = 0; ÅÓÌÉ f | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ;

d(fg) = fdg + gdf ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ f; g ∈ O(X).

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÎÉ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÍ, ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.8. ðÕÓÔØ ’ : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É ! | ÆÏÒ- ÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÎÁ Y . ôÏÇÄÁ ÅÅ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁ ’^∗! ∈ ˙^1(Y ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (’^∗!)_x(v) = !_{’(x)}(f_∗v);

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ’_∗ : T_xX → T_{f (x)}Y ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ ’ Œ ÔÏÞËÅ x.

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÚÑÔÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 24.9. ðÕÓÔØ ’ : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ Y . ôÏÇÄÁ d(f ∘ ’) = ’^∗(df). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÔÏÖÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ: ÅÓÌÉ v ∈ T_xX, ÔÏ

d(f ∘ ’)_x(v) = v(f ∘ ’) = ’_∗v(f) = (df)_{f (x)}(’_∗v) = ’^∗(df)(v):

îÅÍÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÎÁÐÏÍÎÉÍ Œ ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÆÏÒÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ! : V^m → k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ !(v_1; : : : ; v_m) = 0, ËÁË ÔÏÌØËÏ v_i = v_j ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ i ≠ j. åÓÌÉ char k ≠ 2, ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ! ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ V^k Œ k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∧^k V^∗ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k-ÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗).

îÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ char k = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.10. ðÕÓÔØ F : V^{⊗l} → k | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ. åÇÏ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Alt F : V^{⊗l} → k, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(v_1; : : : ; v_l) → 1 l! ∑ œ∈S_l

sign(œ)F (v_{œ(1)}; : : : ; v_{œ(l)}):

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Alt F ŒÓÅÇÄÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏ É ÞÔÏ Alt F = F ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.11. ðÕÓÔØ ˘ ∈ ∧^lV^∗, ¯ ∈ ∧^mV^∗. œÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ˘ É ¯ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ∧ ¯ =^{(l+m)!}_{l!m!} Alt F ∈ ∧^{k+l}V^∗, ÇÄÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(v_1; : : : ; v_l; v_{l+1}; : : : ; v_{l+m}) → ˘(v_1; : : : ; v_l)¯(v_{l+1}; : : : ; v_{l+m}):

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ! ∈ ∧^lV^∗, ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ deg ! = l.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 24.12. œÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ:

áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: (! ∧ ˘) ∧ ȷ = ! ∧ (˘ ∧ ȷ).

óÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ! ∧ ȷ = (−1)^{deg ! deg ȷ}ȷ ∧ !.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÍ; ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÅÒÅÄ Alt F Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ⟨e^1; : : : ; e^n⟩ | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , É ÐÕÓÔØ ⟨e_1; : : : ; e_n⟩ | ÄÕÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗. ëÁÖÄÏÅ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ S ⊂ {1; 2; : : : ; n} ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉ- ÄÅ S = {i_1; : : : ; i_m}, ÇÄÅ i_1 ¡ i_2 ¡ · · · ¡ i_m. ðÏÌÏÖÉÍ e_S = e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{im} ∈ ∧^mV^∗. ôÏÇÄÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ e_S , ÇÄÅ S ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ {1; 2; : : : ; n}, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ∧^mV^∗.

åÓÌÉ S = {i_1; : : : ; i_m}, T = {j_1; : : : ; j_l}, ÔÏ

e_S ∧ e_T = { 0; ÅÓÌÉ S ∩ T ≠ ∅; ±e_{S∪T} ; ÅÓÌÉ S ∩ T = ∅.

(24.4)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁË ĂÐÌÀÓĄ ÉÌÉ ĂÍÉÎÕÓĄ ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ Œ ÚÁ- ŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÅÔÎÁ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÒÁÓÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÞÉ- ÓÌÁ i_1; : : : ; i_m; j_1; : : : ; j_l Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ.

æÏÒÍÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.13. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k (ÓÉÎÏÎÉÍ: k- ÆÏÒÍÁ) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ !, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ !_x ∈ ∧^k T^∗_{X;x} ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ !_x ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˙^k(X). ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ˙^1(X), ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ O(X)-ÍÏÄÕÌÅÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ˙^k(X) = 0 ÐÒÉ k ¿ dim X. íÙ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ˙^0(X) ŒÍÅÓÔÏ O(X).

œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÉÍÅÒÁ 24.2) k-ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ! = ∑ S f_S dx_S ;

ÇÄÅ S ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : : ; n}, É ÇÄÅ dx_S = dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} , ÅÓÌÉ S = {i_1; : : : ; i_k} É i_1 ¡ i_2 ¡ · · · ¡ i_k.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.14. ðÕÓÔØ ! ∈ ˙^k(X), ȷ ∈ ˙^l(X). ôÏÇÄÁ ŒÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ !∧ȷ ∈ ˙^{k+l}(X), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(! ∧ ȷ)_x = !_x ∧ ȷ_x:

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÆÏÒÍÕ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (ÉÚ ˙^0(X) × ˙^k (X) Œ ˙^k (X).

äÌÑ ÆÏÒÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÕ 1-ÆÏÒÍ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.15. ðÕÓÔØ ’ : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É ! ∈ ˙^k (X). ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÏÒÍÙ ! ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÆÏÒÍÁ ’^∗! ∈ ˙^k (Y ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(’^∗!)_x(v_1; : : : ; v_k) = !_{’(x)}(f_∗v_1; : : : ; f_∗v_k):

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ’_∗ : T_xX → T_{f (x)}Y ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ ’ Œ ÔÏÞËÅ x.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ (É ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 24.16. ðÕÓÔØ ’ : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ! É ȷ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ f^∗(! ∧ ȷ) = f^∗(!) ∧ f^∗(ȷ).

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ d^k : ˙^k (X) → ˙^{k+1}(X), ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÎÁÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d : O(X) = ˙^0(X) → ˙^1(X).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 24.17. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ŒÓÑËÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÂÏÒ R-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ d^k_X : ˙^k (X) → ˙^{k+1}(X), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

îÏÒÍÉÒÏŒËÁ: d^0_X (f) = df ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ O(X) = ˙^0(X).

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ ’ : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ’^∗(d^k_Y !) = d^k_X (f^∗!).

ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ: d^k_X (! ∧ ȷ) = d^k_X (!) ∧ ȷ + (−1) deg !! ∧ d^k_X ȷ.

îÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ: d^{k+1}_X ∘ d^k_X = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 24.18. óÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 24.17 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ d^k_X ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ; îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ËÁË ÎÉÖ- ÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ X (ŒÓÅÇÄÁ), ÔÁË É ŒÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ k (ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÇÄÁ). íÙ ÔÏÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÔÓÔÕÐÁÔØ ÏÔ ÜÔÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ) ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë ŒÌÏÖÅÎÉÀ i : U → X, ÇÄÅ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (d!)|_U = d(!|_U ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ∈ ˙^k(X) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ; ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÐÑÔØ ÖÅ ŒŒÉÄÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ŒÚÑÔÉÅ ŒÎÅÛÎÅÇÏ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÎÅÛ- ÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ R^n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÁËÉÍ ÆÁË- ÔÏÍ:

ìÅÍÍÁ 24.19. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ f; g_1; : : : ; g_k ∈ O(X) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

d(fdg_1 ∧ dg_2 ∧ · · · ∧ dg_k ) = df ∧ dg_1 ∧ · · · ∧ dg_k :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. éÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ËŒÁ- ÄÒÁÔÁ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ d(dg_1 ∧ · · · ∧ dg_k ) = 0. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÎÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ 0-ÆÏÒÍÁ).

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ Œ R^n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ fdx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ; ÐÏ ÌÅÍ- ÍÅ É ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÒÁ- ŒÅÎ df ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} , ÇÄÅ df ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 24.4. üÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌÙ ÆÏÒÍ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Œ R^n ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÒÉÈÏÄÑÝÉÍ Œ ÇÏÌÏŒÕ ÐÏÓÌÅ ÎÁÛÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. éÍÅÎ- ÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^n ŒÓÑËÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ fdx_{i1} ∧· · ·∧dx_{ik} , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 24.19:

d(fdx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ) = df ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} :

ðÏÓËÏÌØËÕ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 24.16), É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 24.9), ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÏÒÍ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Œ R^n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉ- ÑÍ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ É ÏÔËÒÙÔÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÑÍ) ÔÁËÉÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ. ôÅÐÅÒØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ∈ ˙^k(X) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË: ŒÏÚØÍÅÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ X = ⋃ V_i, ÇÄÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ V_i ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_i : U_i → V_i (U_i ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÏ, ÇÄÅ n = dim X). ðÏÌÏÖÉÍ ȷ_i = (’^{−1})^∗(d(’^∗(!|_{Ui} ); ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ȷ_i|_{Ui∩Uj} = ȷ_j |_{Ui∩Uj} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i É j, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ȷ_i ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕ ȷ ∈ ˙^{k+1}(X), ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÁ ȷ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏËÒÙÔÉÑ É ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ. ðÏÌÏÖÉÍ d! = ȷ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÔÏÞÎÅÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ) d ÏÂÌÁÄÁÀÔ ŒÓÅÍÉ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

óŒÏÊÓÔŒÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d(f^∗!) = f^∗(d!) ÂÕÄÅÔ ŒÅÒÎÏ ÐÏÓÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ŒÓÅ ÏÔ- ËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ, ÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÎÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ d^2 = 0. é ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ! = fdx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} , ȷ = gdx_{j1} ∧ · · · ∧ dx_{jl} . ôÏÇÄÁ

! ∧ ȷ = fgdx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ∧ dx_{j1} ∧ · · · ∧ dx_{jl} :

ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ:

d(! ∧ ȷ) = d(fg) ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ∧ dx_{j1} ∧ · · · ∧ dx_{jl} = = fdg ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ∧ dx_{j1} ∧ · · · ∧ dx_{jl} + + gdf ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ∧ dx_{j1} ∧ · · · ∧ dx_{jl} :

œÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁŒÎÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ d!∧ȷ, Á ÐÅÒŒÏÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ !∧dȷ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÔÁÝÉÔØ 1-ÆÏÒÍÕ dg ŒÌÅŒÏ ÞÅÒÅÚ k ŒÎÅÛÎÉÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ dx_{i1} ; : : : ; dx_{ik} ; Œ ÓÉÌÕ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁ !∧dȷ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ (−1)^k , ÏÔËÕÄÁ ŒÓÅ É ÓÌÅÄÕÅÔ.

ôÏÖÄÅÓÔŒÏ d(d!) = 0 ÔÁËÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÆÏÒÍ ŒÉÄÁ fdx_S , ÇÄÅ S = {i_1; : : : ; i_k} É i_1 ¡ · · · ¡ i_k. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ j ∈ [1; n] ÐÏÌÏÖÉÍ ”(j; S) = 0, ÅÓÌÉ j ∈ S, É (−1)^˚ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÇÄÅ ˚ | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S, ÏËÁÚÁŒÛÉÈÓÑ ÌÅŒÅÅ j ÐÒÉ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ S ∪ {j} Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. œÏÏÒÕÖÉŒÛÉÓØ ÜÔÉÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÏÓÞÉÔÁÅÍ:

d(d(fdx_S )) = n∑ j=1 ”(j; S)d

( @f

@x_j dx_{S∪{j}} ) =

= n∑ j;k=1

”(j; S)”(k; S ∪ {j})

@^2f @x_j@x_k dx_{S∪{j;k}}:

œ ÓÕÍÍÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó^{@2f}_{@xj @xk} dx_{S∪{j;k}} ŒÓÔÒÅ- ÞÁÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ: ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÏÎÏ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ k Œ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ S ∪ {j}, Á ÄÒÕÇÏÊ | ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ j Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ∪ {k}. ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ”(j; S)”(k; S ∪ {j}) = −”(k; S)”(j; S ∪ {k}), ÜÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏËÒÁ- ÝÁÀÔÓÑ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.