äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÌÅËÃÉÉ 27: ÔÅÏÒÅÍÁ íÁÊÅÒÁ-œÉÅÔÏÒÉÓÁ

œ ÜÔÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÏÄÉÎ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 27.17. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ É Ô. Ð.)

A^f−→ B^g−→C

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ Œ ÞÌÅÎÅ B, ÅÓÌÉ Ker g = Im f; ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ÞÌÅÎÅ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → A^f−→ B ÔÏÞÎÁ Œ ÞÌÅÎÅ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A^f−→ B → 0 ÔÏÞÎÁ Œ ÞÌÅÎÅ B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ A^f−→ B^g−→ C^h−→ D

ÔÏÞÎÁ Œ ÞÌÅÎÁÈ B É C É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ h ÉÎSSÅËÔÉ- ŒÅÎ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: f ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ Im f = B, ÚÎÁÞÉÔ Ker g = B, ÚÎÁÞÉÔ g = 0, ÚÎÁÞÉÔ Im g = 0, ÚÎÁÞÉÔ Ker h = 0).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ĂÔÅÏÒÅÍÙ íÁÊÅÒÁœÉÅÔÏÒÉÓÁĄ.

ôÅÏÒÅÍÁ 27.18. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. åÓÌÉ U É V | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (Ó ËÒÁÅÍ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, ÐÒÉÞÅÍ X = Int U ∪ Int V , ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → H^0_{DR}(X) → H^0_{DR}(U) ⊕ H^0_{DR}(V ) → H^0_{DR}(U ∩ V ) → H^1_{DR}(X) → H^1_{DR}(U) ⊕ H^1_{DR}(V ) → H^1_{DR}(U ∩ V ) → H^2_{DR}(X) → : : :

→ H^{n−1}_{DR} (U ∩ V ) → H^n_{DR}(X) → H^n_{DR}(U) ⊕ H^n_{DR}(V ) → H^n_{DR}(U ∩ V ) → 0:

(27.3)

œÉÄÉÍÏ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÊÅÒÁ-œÉÅÔÏÒÉÓÁ ÂÕÄÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ÌÅÇÞÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 27.19. ëÏÍÐÌÅËÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÍÏ- ÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, É Ô. Ð.) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÁÑ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÄÁÎ- ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, É Ô. Ð.) K^i É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ d^i : K^i → K^{i+1}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ- ŒÉÀ d^{i+1} ∘ d^i = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i.

ëÏÍÐÌÅËÓ {K^i; d^i} ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K^·.

åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ K^i = ˙^i(X) É d^i | ŒÎÅÛÎÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ äÅ òÁÍÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˙^·(X) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÌÉ ˙^i(X) = 0 ÐÒÉ i =∈ [0; dim X]).

äÒÕÇÏÊ ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÍÐÌÅËÓÁ | ËÏÍÐÌÅËÓ C^·(X), ÇÄÅ C^i(X) | ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ i-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÃÅÐÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ d^i : C^i(X) → C^{i+1}(X) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 27.12).

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ d^i ∘ d^{i−1} = 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ K^· ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅ- ÎÉÅ Im d^{i−1} ⊆ Ker d^i. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 27.20. ðÕÓÔØ K^· | ËÏÍÐÌÅËÓ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ i-ÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ Ker d^i= Im d^{i−1}.

îÁÐÒÉÍÅÒ, H^i_{DR}(X) = H^i(˙^·(X)).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 27.21. ðÕÓÔØ K^· É L^· | ÄŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f : K^· → L^· ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f^i : K^i → L^i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

K^{i+1 f i+1}−−−→ L^{i+1}

d^i

d^i

K^{i f i}−−−→ L^i ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {f^i} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ f^{i+1}d^i = d^if^i (Œ ÂÏÌÅÅ ŒÏÌØÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ: df = fd).

åÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÆÏÒÍ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^∗ : ˙^·(Y ) → ˙^·(X).

åÓÌÉ f : K^· → L^· | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, f(Ker d^i_K ⊆ Ker d^i_L), f(Im d^{i−1}_K ) ⊆ Im(d^{i−1}_L ). ðÏÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ f_∗ : H^i(K^·) → H^i(L^·) (ÜÌÅÍÅÎÔ H^i(K^·), ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ c ∈ K^i, ÐÅÒÅ- ÈÏÄÉÔ Œ ÜÌÅÍÅÎÔ H^i(L^·), ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f(c) ∈ H^i(L^·)).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ É ÓÁÍÙÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ ÉÚ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.22. ðÕÓÔØ 0 → K^{· f}−→ L^{· g}−→ M^· → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f É g | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ É ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → K^{i f i}−→ L^{i gi}−→ M^i → 0

ÔÏÞÎÙ). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

: : : → H^{i−1}(M^·)^{ffii−1}−−→ H^i(K^·)^{f∗}−→ H^i(L^·)^{g∗}−→ H^i(M^·)^{ffii}−→ H^{i+1}(K^·)^{f∗}−→

H^{i+1}(L^·)^{g∗}−→ H^{i+1}(M^·)^{ffii+1}−−→ H^{i+2}(K^·)^{f∗}−→ H^{i+2}(L^·) → : : : (27.4)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ffi^j : H^j (M^·) → H^{j+1}(K^·). çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ffi = f^{−1} ∘ d ∘ g^{−1}. üÔÁ ĂÆÏÒÍÕÌÁĄ ÒÁÓÛÉÆÒÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ¸ ∈ H^j (M^·) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ c ∈ M^j , ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÏÇÏ dc = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g^j : L^j → M^j ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁ- ËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ L^j , ÞÔÏ g(b) = c. ðÏÓËÏÌØËÕ dc = 0, ÉÍÅÅÍ: g(db) = dg(b) = dc = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ db ∈ L^{j+1} ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ g; ŒŒÉÄÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ db = f^{j+1}(a), ÇÄÅ a ∈ K^{j+1}; ŒŒÉ- ÄÕ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f^{j+1} ÜÌÅÍÅÎÔ a ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ f(da) = df(a) = ddb = 0; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a ∈ Ker d^{j+1}, É ÜÌÅÍÅÎÔ a ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ȷ ∈ H^{j+1}(K^·). ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ ffi^j(¸) = ȷ. çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ffi = f^{−1} ∘ d ∘ g^{−1}.

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ȷ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌÁ Œ ŒÙÂÏÒÅ c É b. œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ c ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÅ b, Á b^′ ∈ K^j , ÔÏ ÉÍÅ- ÅÍ g(b^′ − b) = 0, ÏÔËÕÄÁ b^′ − b = fa^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a^′ ∈ K^j . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, db^′ = d(b + fa^′) = db + f(da^′) = f(a + da^′). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ db^′ Œ K^{j+1} ÂÕÄÅÔ ÎÅ a, ÎÏ a+da^′; ÐÏÓËÏÌØËÕ a É a+da^′ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ H^{j+1}(K^·), ÎÁ ffi(¸) ÔÁËÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÎÅ ÐÏŒÌÉÑÅÔ.

åÓÌÉ ÖÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ ËÌÁÓÓÁ ¸ ∈ H^j (M^·) ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅ c, Á c + dc^′, ÇÄÅ c^′ ∈ M^{j−1}, ÔÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ŒŒÉÄÕ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g, ÉÍÅÅÍ c^′ = g(b^′), ÇÄÅ b^′ ∈ L^{j−1}, ÔÁË ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ c + dc^′ ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ÂÒÁÔØ b + db^′ ∈ L^j (ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ M^j ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ); ÐÏÓËÏÌØËÕ d(b + db^′) = db + ddb^′ = db, ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÛÁÇÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ffi(¸) ÂÕÄÕÔ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁ c. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌÁ Œ ŒÙÂÏÒÅ c ÔÁËÖÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ ffi^j ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (27.4) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÁ. ðÏŒÅ- ÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÏÞÎÏÓÔØ Œ ÞÌÅÎÁÈ H^i(M^·). éÔÁË, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Im g^i_∗ ⊆ Ker ffi^i É Ker ffi^i ⊆ Im g^i_∗.

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ffi^i ∘ g^i_∗ = 0. é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÅÓÌÉ ËÌÁÓÓ ¯ ∈ H^i(L^·) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b ∈ L^i, ÔÏ ËÌÁÓÓ g_∗¯ ∈ H^i(M^·) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g(b) ∈ M^i, Á ËÌÁÓÓ ffi(g_∗(¯)) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f^{−1}(db); ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÓÁÍÏÍ«Õ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ db = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ffig_∗¯ = 0.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Ker ffi^i ⊆ Im g^i_∗. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ¸ ∈ Ker ffi^i ⊆ H^i(M^·) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ c ∈ M^i. ôÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ ffi¸ = 0, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a ∈ K^{i+1} É b ∈ L^i, ÞÔÏ f(a) = db É g(b) = c, ÐÒÉÞÅÍ a = da^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a^′ ∈ K^i. ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ db = g(da^′) = d(ga^′); ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, d(b − fa^′) = 0. ðÕÓÔØ ¯ ∈ H^i(L^·) | ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b − fa^′; ÐÏÓËÏÌØËÕ g(b − fa^′) = gb − gfa^′ = gb = c, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ g_∗(¯) = ¸, É ¸ ∈ Im g_∗.

äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ; ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÉÈ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ | ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÔÁÔÅÌÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÊÅÒÁ-œÉÅÔÏÒÉÓÁ. äÌÑ ÆÏÒÍÙ ! ∈ ˙^i(X) ÐÏÌÏ- ÖÉÍ f(!) = (!|_U ; !|_V ) ∈ ˙^i(U) ⊕ ˙^i(V ) (ÞÅÒÔÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒ- ÍÙ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ), Á ÄÌÑ ÐÁÒÙ (!_1; !_2) ∈ ˙^i(U) ⊕ ˙^i(V ) ÐÏÌÏÖÉÍ g(!_1; !_2) = !_1|_{U ∩V} − !_2|_{U ∩V} ∈ ˙^i(U ∩ V ). íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → ˙^·(X)^f−→ ˙^·(U) ⊕ ˙^·(V )^g−→ ˙^(U ∩ V ) → 0; (27.5)

ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 27.22.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f ÏÞÅŒÉÄÎÁ (ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒ- ÍÙ ÎÁ U É ÎÁ V ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ É ÓÁÍÁ ÆÏÒÍÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ U ∪ V = X); ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g ∘ f = 0 ÔÁËÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÞÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Ker g ⊆ Im f, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g(!_1; !_2) = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ !_1|_{U ∩V} = !_2|_{U ∩V} , ÎÏ ÔÏÇÄÁ !_1 É !_2 ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕ ! ∈ ˙^i(X) (ÄÌÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ! ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ, ÞÔÏÂÙ X ÂÙÌ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ U É V ), É ÉÍÅÅÍ (!_1; !_2) = f(!). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ g. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÌÅÚÎÁÑ

ìÅÍÍÁ 27.23. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ËÒÁÅÍ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ∈ ˙^k(Y ) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ȷ ∈ ˙^k (X), ÞÔÏ ! = ȷ|_Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y ⊂ X ÎÁ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y . äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ! ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÎÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_y ⊂ X É ÆÏÒÍÁ ȷ_y ∈ ˙^k (U_y), ÞÔÏ ȷ_y |_{Uy ∩Y} = !|_{Uy∩Y} . œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ y ∈ Int Y , ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ ÔÏÞËÉ y ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_y ⊂ X, ÞÔÏ ÐÁÒÁ (U_y ; U_y ∩Y ) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ ÐÁÒÅ (V; W ), ÇÄÅ V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ É W = { (x_1; : : : ; x_n ∈ V | x_{m+1} = · · · = x_n = 0 } ÉÌÉ W = { (x_1; : : : ; x_n ∈ V | x_n ⩾ 0 }. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ W ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ V . ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÁÑ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÌÏËÁÌØÎÏ^3 ) Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ fdg_1 ∧ · · · ∧ dg_k , ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ É ÆÏÒÍÕ (ÕÍÅÎØÛÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_y ).

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÏÄÎÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÄÏËÁÌØÎÙÈ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, ËÁË É ŒÓÅÇÄÁ Œ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ. éÍÅÎÎÏ, ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_y ÄÌÑ y ∈ Y ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ŒÍÅÓÔÅ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X \ Y , ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. ðÕÓÔØ {f_ff} | ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÜÔÏÍÕ ÐÏËÒÙÔÉÀ; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ff ÐÕÓÔØ ȷ_ff | ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ f_ff (ÅÓÌÉ ÆÕÎË- ÃÉÉ f_ff ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X \ Y , ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ ȷ_ff = 0). ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÏÒÍ f_ffȷ_ff ÐÒÏÖÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ ÄÏ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ŒÓÅÍ X; ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ÆÏÒÍÙ ÎÁ X. ôÁË ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÆÏÒÍ {f_ffȷ_ff} ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÁ ȷ = ∑ ff f_ffȷ_ff. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y É ÄÌÑ ŒÓÑËÏ- ÇÏ ff ÉÍÅÅÍ (ȷ_ff)_y = !_y , ÏÔËÕÄÁ ȷ_y = ( ∑ ff f_ff(y))!_y = !_y , É ÆÏÒÍÁ ȷ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 27.24. äÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÌÅÍÍÙ 27.23 ÓÏŒÅÒ- ÛÅÎÎÏ ÎÅŒÅÒÅÎ; Ó ÜÔÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÎÏÇÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ.

éÚ ÌÅÍÍÙ 27.23 ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ g ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ! ∈ ˙^i(U ∩ V ). ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, U ∩ V | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ Œ U,

3îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ É ÇÌÏÂÁÌØÎÏ, ÎÏ ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ÌÅÍÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ȷ ∈ ˙^i(U), ÞÔÏ ȷ|_{U ∩V} = !, É ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ! = g(ȷ; 0). îÁ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÞÎÏÞÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 27.5 É ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÊÅÒÁ-œÉÅÔÏÒÉÓÁ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ.

éÍÅÑ Œ ÓŒÏÅÍ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÕ íÁÊÅÒÁ-œÉÅÔÏÒÉÓÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÅ òÁÍÁ ÄÌÑ ÓÆÅÒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.10). îÁÞÎÅÍ Ó ÄŒÕÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ (ÂÅÚ ËÒÁÑ) X ÉÍÅÅÍ H^i_{DR}(X ×[0; 1]) ∼= H^i_{DR}(X) | ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÌÅÍÍÁ 27.5. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ D^n ĂÚÁÍËÎÕ- ÔÙÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒĄ (ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ Œ R^n, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ- ÅÍ x^2_1 + : : : + x^2_n ⩽ 1), ÔÏ ÉÍÅÅÍ H^0_{DR}(D^n ) = R É H^i_{DR}(D^n) = 0 ÐÒÉ i ¿ 0. åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÊ, ÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 27.6; ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÛÁÒÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÅ ÍÙ ÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ŒÒÅÍÅÎÉ ÏÐÕÓÔÉÍ.

ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ S^n ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. ðÒÉ n = 1 ÜÔÏ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎÏ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.4). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ H^i_{DR}(S^{n−1}) ÒÁŒÎÏ R ÐÒÉ i = 0; n − 1 É ÎÕÌÀ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ S^n ËÁË {(x_1; : : : ; x_{n+1} | ∑ x^2_i = 1 É ÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÍÁÌÏÇÏ ” ¿ 0:

U = { (x_1; : : : ; x_{n+1}) ∈ S^n | x_{n+1} ⩽ ” }; V = { (x_1; : : : ; x_{n+1}) ∈ S^n | x_{n+1} ⩾ −” }:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ U É V ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ D^n (ÜÔÏ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÉÚ ÔÏÞÅË (0; : : : ; 0; ”) É (0; : : : ; 0; −”) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ) É ÞÔÏ U ∩ V ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÎÏ S^{n−1} × [0; 1] (ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÊÔÅ ÓÆÅÒÕ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÃÉÌÉÎÄÒ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ), H^i_{DR}(U ∩ V ) ÒÁŒÎÏ R ÐÒÉ i = 0; n − 1 É ÎÕÌÀ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, É H^i_{DR}(U) = H^i_{DR}(V ) = 0 ÐÒÉ i ¿ 0. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÔÒÏÊËÅ (S^n; U; V ) ÔÅÏÒÅÍÕ íÁÊÅÒÁ-œÉÅÔÏÒÉÓÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ¿ 1 ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ H^0_{DR}(U) ⊕ H^0_{DR}(V ) → H^0_{DR}(U ∩ V ) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ: ÐÏÓËÏÌØËÕ H^0_{DR} | ÜÔÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ∩V ÐÒÉ i ¿ 1 ÓŒÑÚÎÏ, ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ R^2 Œ R, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ (x; y) → x − y, ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÎÁÛÅÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ-œÉÅÔÏÒÉÓÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ H^1_{DR}(S^n) → H^1_{DR}(U) ⊕ H^1_{DR}(V ) ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ; ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÉÍÅÀÝÕÀÓÑ Õ ÎÁÓ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ U, V É U ∩V , ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ-œÉÅÔÏÒÉÓÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

0 → H^1_{DR}(S^n) → 0 → H^1_{DR}(S^{n−1}) → H^2_{DR}(S^n) → 0 → H^2_{DR}(S^{n−1}) → H^3_{DR}(S^n) → 0 : : : :

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, H^1_{DR}(S^n) = 0 (ÐÒÉ n ¿ 1, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ), É H^i_{DR}(S^{n−1}) ∼= H^{i+1}_{DR} (S^n) ÐÒÉ i ⩾ 1, ÔÁË ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ S^n ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ S^{n−1}.

œÙÞÉÓÌÉŒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÓÆÅÒ, ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÁÒÉÁÎÔ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ĂÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅĄ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.25. ðÕÓÔØ f : D^n → D^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ D^n , ÞÔÏ f(x) = x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ x ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ôÏÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ r : D^n → S^{n−1}, ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÅÅ ÔÏÞËÕ x ∈ D^n Œ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ [f(x); x) ÓÏ ÓÆÅÒÏÊ S^{n−1} ⊂ D^n. åÓÌÉ i : S^{n−1} → D^n | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ r∘i | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ S^{n−1}. åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ ’^∗ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ n − 1-ÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ äÅ òÁÍÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ i^∗ ∘ r^∗ = (r ∘ i)^∗ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H^{n−1}_{DR} (S^{n−1}). œ ÓÉÌÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ¸ ∈ H^{n−1}_{DR} (S^{n−1}) ÉÍÅÅÍ ¸ = i^∗(r^∗(¸)) = i^∗(0) = 0 (Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H^{n−1}_{DR} (D^n ) ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ). ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ!

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ ŒÅÒÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ; ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÅ Œ ÔÁËÏÊ ÒÅÄÁËÃÉÉ, ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÅ ÄÅÒÁÍÏŒÓËÉÍÉ, Á ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ËÌÁÓÓÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ íÁÊÅÒÁ-œÉÅÔÏÒÉÓÁ ÏÔËÒÙŒÁÅÔ ÄÏÒÏÇÕ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ĂŒ ÐÒÏÍÙÛÌÅÎÎÙÈ ÍÁÓÛÔÁÂÁÈĄ: ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ, ËÁË Œ ÎÁÛÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 27.10, ÒÁÚÂÉÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁ ÄŒÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÓÔÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÙ ÕÖÅ ÞÔÏ-ÔÏ ÚÎÁÌÉ ÐÒÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. îÉ- ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÒÁÚÂÉÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É ÎÁ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ É ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÇÏ- ÍÏÌÏÇÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ. œÐÒÏÞÅÍ, ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÜÔÕ ÉÄÅÀ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÑÖÅÌÙÅ É ÚÁÐÕÔÁÎÎÙÅ ŒÙËÌÁÄËÉ; ÞÔÏÂÙ ÄÏŒÅÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÏ ËÏÎÃÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÜÔÉ ŒÙËÌÁÄËÉ ËÁË- ÔÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚŒÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÙ (ĂËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ þÅÈÁĄ ÉÌÉ ĂÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉĄ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ äÅ òÁÍÁ ÓÉÌØÎÏ ÓŒÑÚÙŒÁÅÔ ÒÕËÉ: ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ŒÙËÌÁÄËÁÈ ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÇÕÔ ŒÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÁËÏŒÙÍÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ (ÎÅ ÇÏŒÏÒÑ ÕÖ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ É ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ); ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÁÄÏ ŒÍÅÓÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ äÅ òÁÍÁ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÁËÏÊ- ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÊ Ë ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ). œÓÅ ÜÔÏ ŒÙ ÂÕÄÅÔÅ ÉÚÕÞÁÔØ Œ ËÕÒÓÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.