çåïíåôòéñ íîïçïïâòáúéê é òáóóìïåîéê

ìåëãéñ 1

ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. òÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÊ g_a Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ T_aM , ÇÌÁÄËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ a ∈ M . ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ X; Y ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ g_a(X(a); Y (a)) | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÞËÉ a.

ðÒÉÍÅÒ 1. œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M = R^n. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_aR^n Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ R^n ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ R^n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁ M = R^n ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_1; : : : ; x_n (ÚÎÁÞÅÎÉÅ i-Ê ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_i Œ ÔÏÞËÅ a = (a_1; : : : ; a_n) ∈ M ÒÁŒÎÏ a_i), É ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_aR^n ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓ ¸_1 =^@_{@x1} ; : : :; ¸_n =^@_{@xn} . á ÚÁÄÁÎÉÅ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ÅÇÏ ÓÏ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ R^n. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ T_aM ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ËÁË v =

∑_n i=1 v^i¸_i.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÄÁÔØ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ M = R^n ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÄÁÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ g_a ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ (ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a ∈ R^n. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ g_a(v_1; v_2) =

∑_n

i=1 p_i(a)v^i_1v^i_2, ÇÄÅ p_1(a); : : : ; p_n(a) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. óÁÍÙÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÚÄÅÓØ p_1(a) = · · · = p_n(a) ≡ 1, ËÏÇÄÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ \ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ a". óÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_i | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ÜÔÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. ðÒÉÍÅÒ 2. M | ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ëÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, M ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ R^2, Á ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÔËÒÙÔÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ H ⊂ R^2, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁ M ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y). îÁ H ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ g(v_x^@_{@x} + v_y^@_{@y} ; w_x^@_{@x} + w_y^@_{@y} ) =^{vxwx +vy wy}_{y2} .

åÓÌÉ F : M_1 → M_2 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, É ÎÁ M_2 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ g, ÔÏ ÎÁ M_1 ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ F^∗g, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ (F^∗g)_a(v_1; v_2) = g_{F (a)}(DF_av_1; DF_av_2). úÄÅÓØ DF_a : T_aM_1 → T_{F (a)}M_2 | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F Œ ÔÏÞËÅ a. þÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ËÏÇÄÁ M_2 = R^n ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, Á F | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.

äŒÁ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (M_1; g_1) É (M_2; g_2) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ F : M_1 → M_2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ F^∗g_2 = g_1. äŒÁ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙ ÄÁÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÄÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ). þÔÏÂÙ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏ, ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ŒŒÅÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÏŒÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ | ÞÉÓÌÏŒÏÊ | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ | ÏÂSSÅÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ M | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ g. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÎÅÍ n-ÆÏÒÍÕ ˚ (ÎÁ- ÚÙŒÁÅÍÕÀ ÆÏÒÍÏÊ ÏÂSSÅÍÁ), ÐÏÌÁÇÁÑ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; : : : ; v_n ∈ T_aM ÒÁŒÎÙÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÏÂSSÅÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÎÉÈ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_aM ÚÁÄÁÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ g_a É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ). ïÂSSÅÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ vol M = ∫ ˚ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ Õ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ïÂSSÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. äŒÁ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É N ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÊ ÏÂSSÅÍ, ÎÏ ÂÙÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ (Ô.Å. ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M É N ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÒÉÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÔÁËÉÈ M É N ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÄŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏŒ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÉÈ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÄÕÇÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ (ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1). äÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÁËÏ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÁ | ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2.

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÌÉÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ É ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÙÍÉ Œ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ. ðÕÓÔØ fl : [0; 1] → M | ÇÌÁÄËÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . äÌÉÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ‘(fl) =

∫_1 0 ( g_{fl(t)}( _fl(t); _fl(t))

)_{1=2} dt. ëÒÉŒÁÑ fl ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ” ¿ 0 É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ T ∈ [0; 1] ÏÔÒÅÚÏË ËÒÉŒÏÊ fl ÐÒÉ t ∈ [T; T + ”] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ÉÚ ËÒÉŒÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÉ fl(T ) É fl(T + ”). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ Œ R^n Ó \ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ" ÍÅÔÒÉËÏÊ ÜÔÏ ÏÔ- ÒÅÚËÉ ÐÒÑÍÙÈ. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ | ÏÔÒÅÚËÉ ÐÒÑÍÙÈ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ (ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍÙÅ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÄÕÇÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ). 1

2 çåïíåôòéñ íîïçïïâòáúéê é òáóóìïåîéê ìåëãéñ 1

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ U , ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ b; c ∈ U ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. åÓÌÉ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÚÄÅÓØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ M .

2. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M É ŒÓÑËÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ T_aM ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ (ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÅ ŒÂÌÉÚÉ a) ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ a ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó v.

äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. éÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÉÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É b ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÄÌÉÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÁÑÝÅÊ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ F : M_1 → M_2 ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÔÏ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ Œ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ.

ðÕÓÔØ dim M = 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 4 ÔÏÞËÉ a; b; c; d, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ (ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÌÉÓØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ). îÁÒÉÓÕÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÊ ÞÅ- ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË. åÓÌÉ M ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ R^2 ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÔÏ ÐÒÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÜÔÏÔ ÞÅÔÙ- ÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÄÏÌÖÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Œ ÏÂÙÞÎÙÊ ÐÌÏÓËÉÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË (ÓÔÏÒÏÎÙ | ÏÔÒÅÚËÉ). îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ 4 ÕÇÌÏŒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÁ 2ß. îÅÔÒÕÄÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ | ÓËÁÖÅÍ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÉÌÉ ÓÆÅÒÁ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ŒÌÏÖÅÎÎÁÑ Œ R^3 | ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ | ÆÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ | ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÊ ÜÔÏ ÏÔÌÉÞÉÅ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÅÎÎÏ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÜÔÏÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÇÄÁ dim M = 2, É M ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ a ∈ M É ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÁ, v; w ∈ T_aM . ðÒÏŒÅÄÅÍ ÉÚ a ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ fl_v; fl_w Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, É ÚÁÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ ÉÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ g_{flv (t)}( _fl_v(t); _fl_v(t)) ≡ g_a(v; v), É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ fl_w. œÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ b = fl_v (”), É ÏÔÌÏÖÉÍ Œ T_bM ŒÅËÔÏÒ w^′, ÒÁŒÎÙÊ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ŒÅËÔÏÒÕ w É ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ Ó ŒÅËÔÏÒÏÍ _fl_v(”) ÕÇÏÌ, ÒÁŒÎÙÊ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v É w. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÕ c = fl_w(ffi) É ŒÅËÔÏÒ v^′ ∈ T_cM . ðÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ b É c ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ w^′ É v^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ d ÔÏÞËÕ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ’(v; w; ”; ffi) = ±(−2ß + ∑ ÕÇÌÏŒ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ abdc) (ŒÅÌÉÞÉÎÁ Œ ÓËÏÂ- ËÁÈ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ). úÎÁË ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v; w Ó ÚÁÒÁÎÅÅ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_a, ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÏÌÏÖÉÍ r(v; w) = lim_{”;ffi→0} ’(v; w; ”)=(”ffi).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œÙÒÁÖÅÎÉÅ r(v; w) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ r(v; w) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ 2-ÆÏÒÍÕ r ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M , ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÆÏÒÍÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÕÖÅ ÄÌÑ ’(v; w; ”; ffi) (ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁËÁ). ïÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ’(˘v; w; ”; ffi) = ’(v; w; ˘”; ffi), É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ w. áÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ: ÔÏÞËÉ P É P^′ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÎÏ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ o(”ffi); ÄÅÆÅËÔÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ abd_2c_2 É c_1d_1QP ÔÁËÖÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ o(”ffi), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÅÆÅËÔ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ abQ^′P^′ ÒÁŒÅÎ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ o(”ffi), ÓÕÍÍÅ ÄÅÆÅËÔÏŒ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ abd_1c_1 É abd_2c_2. Q v2 v1 Q’ d2

c2 c1 d1 b

a P’ P w

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÆÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ{âÏÎÎÅ). ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ), Á r | ÆÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ M . ôÏÇÄÁ ∫ M r = 2ßØ(M ) = 2ß(2 − 2g).

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. òÁÚÏÂØÅÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ | ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ (ËÁË Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ 1). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ n-ÕÇÏÌØÎÉËÕ ÒÁŒÅÎ ÅÇÏ ÄÅÆÅËÔÕ, ŒÚÑÔÏÍÕ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ, Ô.Å. −ß(n − 2) + ∑ ÕÇÌÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ŒÓÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ŒÚÑÔÏÊ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ ÓÕÍÍÅ ÄÅÆÅËÔÏŒ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. åÓÌÉ ŒÓÅÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ F ÛÔÕË, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ E, Á ŒÅÒÛÉÎ V , ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÅÆÅËÔÏŒ ÒÁŒÎÁ ß(2E − 2F ) − 2ßV = −2ßØ(M ), ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ | ÎÅÐÒÏÓÔÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÔÒÁÔÉÔØ ÓÉÌÙ ÎÁ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÂÕÄÕÝÅÍ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ{âÏÎÎÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.