çåïíåôòéñ íîïçïïâòáúéê é òáóóìïåîéê

ìåëãéñ 8

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÙÈ ÓËÏÂÏË, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ {f; g}^{def}= (¸df)g, ÇÄÅ ¸ : T^∗B → T B | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ !.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÔÏË D_t ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÅÎÚÏÒ T (Ô.Å. D^∗_t T = T ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ ÔÅÎÚÏÒÁ T ŒÄÏÌØ ÐÏÌÑ X ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. éÎÏÇÄÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ X ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÅÎÚÏÒ T .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ !, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, Ô.Å. ÐÏÌÅÊ ŒÉÄÁ ¸ff, ÇÄÅ ff | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ.

2. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸df ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ H ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ {f; H} = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1. (¸ff)! = ´_{¸ff}d! + d´_{¸ff}! = dff.

2. (¸df)H = {f; H}.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÙ ÓËÏÂËÉ ÏÂÝÅÇÏ ŒÉÄÁ (Œ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ).

ðÒÉÍÅÒ 1 (ÓËÏÂËÁ ìÉ{âÅÒÅÚÉÎÁ{ëÉÒÉÌÌÏŒÁ). ðÕÓÔØ B = g^∗, ÇÄÅ g | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ëÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ B | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ B ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_aB ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó B, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T^∗_a B | Ó B^∗ = g. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ {f; g} ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁŒÎÕÀ ÎÕÌÀ Œ ÎÕÌÅ É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ d{f; g} = [df; dg] (Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ | ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ | Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ g). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ | ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÁ ÓËÏÂËÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÏÊ ÓËÏÂËÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ) ÔÅÎÚÏÒ ¸ ∈ `(~^2T B) ⊂ `(Hom(T^∗B; T B)) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ {f; g} = (¸df)g = ⟨dg; ¸df⟩. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f → ¸df ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÆÕÎËÃÉÊ (Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÏÊ ÓËÏÂËÉ) Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ f ≡ 1. éÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ: {1; g} = {1 · 1; g} = {1; g} + {1; g}, Ô.Å. {1; g} = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g. éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f = const.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ¸ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ df(a) = 0, ÔÏ {f; g}(a) = 0 ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ g. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÁÂÚÁÃÕ {f; g} = {f − f(a); g}, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f(a) = 0. ðÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; f_2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f_1(a) = f_2(a) = 0, f = f_1f_2. ðÏ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ {f; g}(a) = f_1(a){f_2; g}(a) + f_2(a){f_1; g}(a) = 0. éÚ ËÏÓÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÏÊ ÓËÏÂËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¸ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ, Ô.Å. ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ `(~^2T B) ⊂ `(T B ⊗ T B) = `(Hom(T^∗B; T B)).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ h ÉÍÅÅÍ: [¸df; ¸dg]h = {f; {g; h}} − {g; {f; h}} = {{f; g}; h} = (¸d{f; g})h.

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¸ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. ïÎ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÒÁÎÇ; ÐÏÎÑÔÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ ÅÇÏ ÒÁÎÇ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ (É ÒÁŒÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÞÉÓÌÕ m ≤ n = dim B) ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ B ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U . îÁ ÜÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ D_a^{def}= ¸(T^∗_a B) ⊂ T_aB ÏÂÒÁÚÕÀÔ m-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. îÁ ÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÓÉÍ- ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÌÉÓÔÁÍÉ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÏÊ ÓËÏÂËÉ {·; ·}) ÔÅÎÚÏÒ ¸ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÕ ÓËÏÂËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÓŒÏÅÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÓÔÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ D_a ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ ¸dx^i(a), ÇÄÅ x^1; : : : ; x^n | ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ B. ëÏŒÅËÔÏÒ d{x^i; x^j}(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ dx^i(a). éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ [¸dx^i; ¸dx^j] = ¸d{x^i; x^j} É ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ D.

ðÕÓÔØ X; Y | ŒÅËÔÏÒÙ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÉÓÔÁ S. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ 2-ÆÏÒÍÕ ! ÎÁ S ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ !(X; Y ) = ⟨¸^{−1}(X); Y ⟩; ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅŒÁÖÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ¸^{−1}(X) ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3 ÌÅËÃÉÉ 7.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ B | ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ g. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ T B ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÒÉŒÙÅ (fl(t); _fl(t)), ÇÄÅ fl ⊂ B | ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ B (ÐÒÏÈÏÄÉÍÁÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ). òÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ 1

2 çåïíåôòéñ íîïçïïâòáúéê é òáóóìïåîéê ìåëãéñ 8

ÐÏÓÌÏÊÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘ : T^∗B → T B. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ T^∗B ÆÕÎËÃÉÀ H, ÚÁ- ÄÁÎÎÕÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ H(˚) = g(˘˚; ˘˚) (ËŒÁÄÒÁÔ ÄÌÉÎÙ ËÏŒÅËÔÏÒÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ T B É T^∗B ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ˘).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ˘^{−1}_∗ X (ÎÁ T^∗B) ÒÁŒÎÏ ¸dH, ÇÄÅ ¸ : `(T^∗T^∗B) → `(T T^∗B) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁ T^∗B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ B ŒŒÅÄÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x^1; : : : ; x^n. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ T B ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x^1; : : : ; x^n; ¸^1; : : : ; ¸^n, ÇÄÅ ¸^i(v) | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ^@_{@xi} Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ v ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ^@_{@x1} ; : : : ;^@_{@xn} (Œ ÔÏÞËÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ v). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ q_1; : : : ; q_n; p_1; : : :; p_n ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ T^∗B | ÚÄÅÓØ q_i = x^i, Á p_i | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ dq_i Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÏŒÅËÔÏÒÁ ˚ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ dq_1; : : : ; dq_n.

œÏ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÕÎËÃÉÑ H ÒÁŒÎÁ^1_2

∑_n

i;j=1(g

−1)^{ij}p_ip_j; ÏÔÓÀÄÁ dH =^1_2

∑_n

i;j;k=1

@(g^{−1} )^{ij} @q_k pipj dqk +

∑_n

i;k=1(g

−1)^{ik}p_i dp_k. ïÐÅÒÁÔÏÒ ¸ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ¸dq_k =^@_{@pk} ; ¸dp_k = −^@_{@qk} . ðÏÜÔÏÍÕ ¸dH =^1_2

∑_n

i;j;k=1

@(g^{−1})^{ij} @q_k pipj @ @p_k −

∑_n

i;k=1(g

−1)^{ik}p_i^@_{@qk} .

œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ q; p ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÐÕÓÔØ a ∈ B, ˚ ∈ T^∗_a B, ÔÏÇÄÁ x^i(˘(a; ˚)) = q_i(a); ¸^i(˘(a; ˚)) =

∑_n i=1(g^{−1})^{ij}(a)p_j (˚). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d˘(a; ˚) : T_{(a;˚)}T^∗B → T_{�(a;˚)}T B ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ d˘(a; ˚)^@_{@qk} =^@_{@xk} +

∑_n

l;j=1

@(g^{−1})^{lj} @q_k pj @ @¸^l = @ @x_k +

∑_n

l;j;s=1

@(g^{−1})^{lj} @x_k gjs¸ s @ @¸^l , d˘(a; ˚) @ @p_k =

∑_n

l=1(g^{−1})^{lk @}_{@¸l} . óÒÁŒ- ÎÉŒÁÑ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 4 ÌÅËÃÉÉ 6, ÐÏÌÕÞÁÅÍ d˘(¸dH) =

∑_n l=1 ¸^{l @}_{@xl} +

∑_n

i;j;l=1` l ij¸^i¸^{j @}_{@¸l} = X (ÚÄÅÓØ `^l_{ij} | ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ{þÉŒÉÔÁ).